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PREFACE  DE  L'AUTEUR 


Le  Traité  de  Géométrie  analytique  que  nous  publions  aujour* 
d'hui  est  fait  pour  les  élèves  et  pour  tous  ceux  qui  s'intéressent 
à  cette  science.  Nous  pensons  que  chacun,  fort  ou  faible,  saura 
y  puiser  dans  la  mesure  de  ses  besoins,  et  eu  égard  au  but 
qu'il  poursuit.  11  n'est  le  reflet  d'aucun  de  ses  pareils  ;  mais,  à 
quelques  résultats  près^  dont  plusieurs  ont  été  indiqués  par 
nous  dans  des  travaux  antérieurs,  et  sous  la  réserve  de  ce  qui 
va  suivre,  il  ne  renferme  rien  qui  n'ait  été  dit  dans  un  livre  clas- 
sique. Il  a  son  caractère  propre,  provenant  de  ce  que  nous  avons 
surtout  cherché  à  vulgariserl'emploi  de  ces  méthodes,  si  connues 
et  si  appréciées  aujourd'hui  par  le  public  savant  et  par  le  corps 
enseignant,  mais  que  les  élèves  ignorent  en  général  :  nous  avons 
nommé  la  dualité  et  l'homographie.  En  consacrant,  dès  le 
début,  quelques  leçons  à  leur  présenter  franchement  ces  deux 
puissantes  méthodes  de  transformation,  quel  large  horizon 
n'ouvre-t-on  pas  à  ceux  qui  apprennent,  et  combien  d'efforts  pé- 
nibles et  stériles  sont  évités  lors  du  développement  ultérieur  de 
Tesprit  géométrique?  Aussi  Irouvera-t-on,  dès  le  premier  livre,  un 
chapitre  consacré  à  Tétude  spéciale  de  chacune  de  ces  méthodes, 
à  la  suite  immédiate  de  celle  de  la  ligne  droite  et  du  point. 
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Dans  le  second  livre,  uous  abordons  la  théorie  générale  des 
courbes  planes  ;  croyant  qu'elle  doit  être  placée  avant  la  théorie 
particulière  des  coniques,  afin  d'éviter  de  nombreuses  répéti- 
tions. L'asymptote  y  reçoit  sa  véritable  définition,  qui  est  celle 
de  la  géométrie  descriptive,  et  d'où  Ton  déduit  si  simplement 
son  équation  et  ses  propriétés.  Nous  y  insistons  particulièrement 
sur  la  recherche  des  points  singuliers,  dont  le  nombre  et  l'es- 
pèce modifient  si  profondément  la  nature  de  la  courbe. 

Le  troisième  livre  traite  exclusivement  des  courbes  du  second 
degré.  Un  chapitre  est  consacré  à  l'étude  du  cercle,  dont  une 
suite  nécessaire  est  la  théorie  de  Tinvolution,  si  utile  par  ses 
applications  de  toute  espèce.  Les  élèves  rencontreront  peut-être 
quelques  difficultés  provenant  de  la  notation  adoptée  pour 
l'équation  de  la  conique  générale.  Qu'il  nous  soit  permis  à  ce 
sujet  de  signaler  les  inconvénients  résultants  de  la  notation 
habituelle,  qui  ne  s'adapte  pas  à  la  géométrie  de  l'espace  dans 
laquelle  les  élèves  ne  reconnaissent  plus,  lors  de  l'étude  des 
surfaces  du  second  degré,  certaines  fonctions  des  coefficients  de 
l'équation  générale  d'une  conique,  qui  se  présentent  constam- 
ment en  géométrie  à  deux  dimensions.  Pour  éviter  cet  incon- 
vénient, il  est  nécessaire  que  l'ensemble  des  termes  en  ^,  j,  ^, 
dans  l'équation  des  surfaces  du  second  degré  reproduise  identi- 
quement l'équation,  rendue  homogène,  des  coniques  :  c'est  ce  qui 
n'arrive  pas  avec  la  notation  habituelle,  tandis  que  les  notations 
anglaise  et  allemande  s'y  prêtent  tout  à  fait.  La  seconde,  dans 
laquelle  lescoefficients  sont  tous  les  mêmes  et  ne  diffèrent  que  par 
les  indices,  est  incontestablement  supérieure;  mais  l'habitude  en 
est  longue,  l'emploi  sujet  à  des  erreurs;  et  nous  avons  jugé  la 
première  préférable  pour  les  élèves.  Qu'il  nous  suffise  d'ajouter 
que,  dans  l'étude  des  coniques,  nous  avons  regardé  la  théorie  du 
centre,  des  diamètres  et  des  axes,  comme  un  cas  particulier  de 
celle  des  pôles  et  polaires  ;  et  que  nous  avons  insisté,  à  propos  de 
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la  détermination  de  ces  courbes,  sur  la  relation  linéaire  la  plus 
générale  entre  les  coefficients,  d'oii  dérive  la  notion  des  systèmes 
linéaires. 

Enfin,  dans  le  quatrième  livre,  nous  donnons,  à  propos  de  la 
construction  des  courbes,  quelques  notions  sur  les  courbes  du 
troisième  ou  du  quatrième  degré;  et  un  second  chapitre  traite 
des  coordonnées  polaires  et  de  leurs  applications. 

Tel  est,  dans  son  ensemble,  l'ouvrage  que  nous  présentons  au 
public  :  nous  désirons  surtout  l'approbation  des  personnes  com- 
pétentes, et  leurs  observations  seront  toujours  accueillies  avec 
intérêt. 

Un  second  volume  sera  consacré  à  la  géométrie  analytique  à 
trois  dimensions. 

Paris,  le  15  octobre  4881. 

H.  P. 
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11  ne  faut  pas  avoir  pénétré  bien  avant  dans  l'étude  des  sciences 
exactes  pour  reconnaître  que  celles-ci  procèdent  par  deux  mé- 
thodes générales  :  l'une^  dite  analytique^  par  laquelle  Tesprit, 
admettant  la  vérité  à  démontrer^  ou  supposant  résolu  le  problème 
cherché,  tire  de  cette  hypothèse  les  conséquences  qu'elle  comporte , 
les  isole  pour  les  examiner  tour  à  tour,  en  un  mot  analyse  la 
question,  pour  découvrir  finalement  le  principe  connu  qui  la  ren- 
ferme :  c'est  le  procédé  qu'emploie  l'algèbre  lorsqu'elle  pose  l'é- 
quation à  laquelle  doit  satisfaire  l'inconnue,  afin  de  l'en  dégager 
ensuite  suivant  les  règles  du  calcul  ;  l'autre,  dite  synthétique ^  qui 
consiste,  après  avoir  aperçu  la  proposition  qui  doit  servir  de  point 
de  départ,  et  le  lien  qui  la  rattache  à  l'objet  idéal  de  nos  recher- 
ches, à  les  rapprocher,  à  les  comparer,  et  enfin  à  proclamer  l'évi- 
dence par  le  secours  du  raisonnement.  Cette  dernière  est  presque 
la  seule  dont  les  anciens  aient  fait  usage  depuis  Thaïes  et  Pytha- 
gore  qui  ont  inventé  la  géométrie,  jusqu'à  Pappus  et  Dioclès,  après 
lesquels  elle  resta  stationnaire  pendant  dix  siècles.  Ces  géomètres 
n'avaient  pas  en  effet  à  leur  disposition  les  ressources  du  calcul 
algébrique  ;  la  méthode  analytique  est  d'ailleurs,  en  géométrie 
pure,  d'un  usage  restreint  ;  c'est  pourquoi  ils  étaient  à  peu  près 
réduits  à  la  synthèse.  Aussi,  comme  celle-ci  est  bien  plus  un  pro- 
cédé de  démonstration  qu'un  procédé  d'investigation  de  la  vérité, 
devons-nous  admirer  les  résultats  merveilleux  auxquels  ils  étaient 
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déjà  parvenus,  bien  loin  de  penser  qu'ils  n'aient  légué  qu'un  mince 
bagage  aux  géomètres  de*la  renaissance,  comme  on  serait  volon- 
tiers tenté  de  le  faire  en  considérant  Tétat  actuel  de  la  science  et  les 
progrès  extraordinaires  qu'elle  a  faits  depuis  trois  siècles.  Ces  pro- 
grès, elle  en  est  redevable  au  secours  de  l'analyse  algébrique,  et 
ce  qui  précède  suffit  pour  faire  comprendre  pourquoi  on  a  appelé 
Géométrie  analytique  cette  partie  de  la  science  qui  a  pour  but 
l'étude  de  la  géométrie  par  lés  procédés  de  l'algèbre.  En  géométrie 
analytique,  l'algèbre  et  la  géométrie  se  prêtent  un  mutuel  appui, 
et  c'est  par  un  judicieux  emploi  de  chacune  d'elles  que  l'on  arrive 
à  démêler  les  questions  les  plus  complexes,  dont,  le  plus  souvent, 
l'une  ou  l'autre  isolément  serait  impuissante  à  trouver  la  solution. 
Les  énoncés  algébriques,  traduits  dans  le  langage  de  la  géométrie, 
empruntent  à  celle-ci  une  clarté  qui  les  rend  accessibles  aux  esprits 
le  moins  disposés  à  l'abstraction  mathématique,  tandis  qu'ils  don- 
nent aux  propriétés  géométriques,  dont  ils  sont  l'expression,  une 
généralité  qui  est  le  propre  de  l'algèbre  et  dont  les  anciens  auraient 
pu  difficilement  se  faire  une  idée.  Pour  en  donner  dès  à  présent 
un  exemple  simple^  Ton  sait,  d'après  le  théorème  de  Bezout^  que 
deux  équations  simultanées  à  deux  inconnues^  distinctes,  l'une  du 
premier  degré,  l'autre  du  second,  admettent  toujours  pour  les 
inconnues  deux  systèmes  de  valeurs,  réelles  ou  imaginaires,  dis- 
tinctes ou  confondues,  finies  ou  infinies.  Pour  une  certaine  forme 
de  l'équation  du  second  degré,  la  traduction  géométrique  de  cette 
propriété  est  la  suivante  :  une  ligne  droite  et  un  cercle^  qui  ont 
certaine  relation  de  position  (laquelle  relation  est  Texpression  de 
l'inégalité  qui  doit  être  satisfaite  par  les  coefficients  des  deux 
équations  pour  que  les  systèmes  de  valeurs  des  inconnues  soient 
réels)  ont  deux  points  d'intersection.  L'existence  de  ces  deux  points 
dans  le  plan  dépend,  comme  on  le  voit,  de  la  réalité  des  valeurs 
des  inconnues;  mais  comme  il  est  évident  que  ces  valeurs,  si  elles 
deviennent  imaginaires,  n'en  conservent  pas  moins  leur  existence 
algébrique,  on  en  conclut  que  les  points  d'intersection  qui  en  sont 
la  représentation  géométrique  ne  cessent  pas  d*exister  lorsque  ce 
fait  vient  a  se  présenter;  et  l'on  dit  que,  dans  le  plan,  une  droite  et 
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un  cercle  se  coupent  toujours  en  deux  points,  réels  ou  imaginaires^ 
distincts  ou  confondus.  On  peut  même  se  borner  à  dire  qu'une 
tlroite  et  un  cercle  se  coupent  toujours  en  deux  points  y  une  fois  qu'il 
est  bien  convenu  que  cet  énoncé  géométrique  est  la  traduction  de 
renoncé  algébrique  d'après  lequel  une  équation  du  second  degré  a 
toujours  deux  racines.  On  est  donc  bien  en  droit  d'affirmer  que 
cette  comparaison  des  deux  énoncés,  dans  des  langages  différents, 
d'une  même  propriété,  Ta  rendue  plus  claire  ;  puisqu'à  présent,  grâce 
au  premier,  elle  tombe  sous  nos  sens,  et  plus  générale,  puisque, 
^râce  au  second^  elle  se  trouve  vraie  dans  tous  les  cas  possibles. 

Si  Ton  considère  au  contraire  quatre  équations  du  premier  degré 
à  trois  variables,  elles  n'ont  pas  en  général  de  système  de  valeurs 
communes  pour  les  inconnues.  On  est  amené  par  là,  ainsi  que  nous 
le  verrons,  à  dire  que  deiyc  droites,  dans  l'espace,  ne  se  rencon- 
trent pas,  ni  à  distance  finie,  ni  à  l'infini,  à  moins  qu'elles  ne  soient 
dans  un  même  plan,  ce  qui  correspond  au  cas  où  l'une  des  équa- 
tions résulte  des  trois  autres. 

Si  cela  a  lieu^  il  y  a  un  système  de  valeurs  des  inconnues,  fini 
ou  non,  qui  satisfait  les  quatre  équations  :  mais  en  dehors  de  ce 
cas  tout  à  fait  exceptionnel,  ces  valeurs  n'ont  plus  absolument 
aucune  existence  algébrique.  Aussi  dit-on  que  deux  droites  qui  7ie 
sont  pas  dans  un  même  plan  ne  se  rencontrent  pas,  et  tel  géomètre 
de  lantiquité  se  fût  sans  doute  trouvé  dans  l'embarras  si  on  lui  eût 
demandé  d'établir  une  distinction  entre  les  points  d'intersection 
d  une  droite  et  d'un  cercle  qui  dans  son  plan  lui  est  extérieur,  et 
celui  de  deux  droites  non  situées  dans  le  même  plan  ;  pour  lui,  ils 
n'existaient  pas  plus  dans  le  premier  cas  que  dans  le  second.  Nous 
voyons,  au  contraire^  que  s'ils  sont  imaginaires  dans  le  premier  cas, 
il  n'y  en  a  d'aucune  sorte  dans  le  second.  L'algèbre  seule  pouvait 
faire  cette  distinction  ;  appliquée  à  la  géométrie  par  Descartes  et 
ses  successeurSi  elle  lui  a  imprimé  un  caractère  ineffaçable  de 
généralité  dont  bénéficient  par  leur  origine  des  méthodes  plus  mo- 
dernes^ auxquelles  la  géométrie  analytique  a  donné  naissance,  qui 
procèdent  souvent  par  la  géométrie  seule  ;  et  que^  pour  cette  raison, 
mais  à  tort  peut-être^  certains  auteurs  ont  appelées  synthétiques.  Ces 
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méthodes  en  effet  ne  conservent  ce  caractère  de  généralité  qu'à  la 
condition  expresse  que  tout  énonce  géométrique  soit,  au  moins  par 
la  pensée,  accompagné  de  Ténoncé  algébrique  dont  il  est  la  tra- 
duction, et  à  la  condition  de  ne  pas  renier,  comme  elles  tendent 
quelquefois  à  le  faire,  une  auxiliaire  puissante,  qui  leur  a  été  indis- 
pensable dans  le  principe  et  qui,  dans  leur  application,  nous  suit 
pas  à  pas  à  notre  insu. 

La  géométrie  analytique  embrasse  Tétude  des  lignes  et  des  sur- 
faces de  toute  espèce,  de  leurs  propriétés  particulières  et  de  leurs 
rapports  mutuels.  Elle  se  divise  en  deux  grandes  parties  :  la  géomé- 
trie plane,  ou  à  deux  dimensions,  qui  s'occupe  des  lignes  planes, 
et  la  géométrie  de  Tespace  ou  à  trois  dimensions,  qui  traite  des 
courbes  gauches  et  des  surfaces  de  toute  nature.  Nous  allons 
aborder  la  géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


A    DEUX    DIMENSIONS 


LIVRE  PREMIER 


CHAPITRE    PREMIER 

GÉNÉRALITÉS.  —  TRANSFORMATION  DE  COORDONNÉES 

1.  Évaluation  des  longueurs  et  des  angles.  Règle  des 
signes.  —  Pour  pouvoir  traiter*  dans  toute  leur  généralité  les 
problèmes  de  géométrie  analytique,  on  est  conduit  à  distinguer 
sur  une  droite  deux  directions,  la  direction  positive  et  la  direction 
négative.  Sur  la  droite  XX'  par  exemple  (fig.  i),  les  longueurs 


1'  0  A  B 

Fig.    1 


seront  considérées  comme  affectées  du  signe  +  si  elles  sont  portées 
de  X'vers  X,  et  du  signe  —  dans  le  cas  contraire.  Si  Ton  convient 
de  désigner  par  AB  la  distance  du  point  A  au  point  B  lorsqu'elle 
est  comptée  de  A  vers  B,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que 

AB  =  -BA 

ou 

AB-hBA  =  o 

identité  évidente,  si  Ton  évalue  le  chemin  parcouru  par  un  mobile 
allant  de  A  vers  B,  puis  revenant  de  B  en  A. 
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Les  mêmes  règles  sont  adoptées  dans  Tévaluatioa  des  angles. 
Aux  deux  directions  opposées  auxquelles  donne  lieu  une  droite, 
ainsi  qu'on  vient  de  le  voir,  correspondent  deux  sens  pour  la  gé- 
nération des  angles.  Si  le  point  0  est  le  sommet  de  Tangle  (fig.  ?.), 


\ 


F  g.  a 

on  conviendra  de  considérer  cet  angle  comme  affecté  du  signe 
s'il  est  engendré  dans  le  sens  de  la  flèche  et  du  signe  —  dans  le 
cas  contraire.  11  en  résulte,  comme  pour  les  longueurs  comptées  sur 
une  droite  et  avec  une  notation  analogue,  que 

angle  AOB  =  —  angle  BOA 
ou 

angle  AOB  -i-  angle  BOA  =  o 

ce  qui  est  encore  évident  si  Ton  évalue  l'angle  décrit  par  un  rayon 
mobile  coïncidant  d'abord  avec  OA,  décrivant  l'angle  AOB  dans  le 
sens  de  la  flèclie,  puis  revenant  en  arrière  à  sa  position  primi- 
tive. 

2.  —  Pour  évaluer  les  longueurs,  on  prend  une  origine  fixe  0 
sur  X'X  (fig.  i);  la  distance  OA  de  cette  origine  au  point  A,  la- 
quelle, d'après  les  conventions  précédentes,  est  positive  ou  néga- 
tive selon  la  direction  suivant  laquelle  elle  est  portée  de  0  vers  A 
sur  X'X,  est  dite  Vabscisse  du  point  A  ;  de  même  pour  le  point  B, 
et  l'on  a  dans  le  cas  de  la  figure  : 

OB  =  OA  +  AB 
d'où 

AB  =  OB-OA 

Cette  formule  est  générale,  quelles  que  soient  les  positions  res- 
pectives des  trois  points,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer.  On 
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aurait,  par  exemple,  en  appliquant  la  formule  à  la  figure  obtenue 
en  permutant  A  et  B 

BA  =  OA-OB 

ce  qui  n'est  que  la  première  égalité,  dans  laquelle  les  deux  mem- 
bres sont  changés  de  signe.  On  aurait  encore  (fig.  3) 


X' 

A         0                        B                       X 

Fig.  3 

AB--AO  +  OB 

Mais 

AO--OA 

donc 

AB  -  OB  -  OA 

ou  bien  (fig.  4) 

\' 

À            b                    ô           X 

Fig.  4 

AO  =  AB  +  BO 

d'où 

AB=AO-BO=OB-OA 

La  formule  est  donc  générale  et  Ton  en  conclut  que  la  distance 
du  point  A  au  point  B  est  égale  à  l'abscisse  du  point  B  diminuée  de 
Tabscisse  du  point  A.  Elle  est,  comme  cela  devait  être,  égale  et 
de  signe  contraire  à  celle  du  point  B  au  point  A.  En  valeur  absolue, 
elle  est  égale  à  celle  des  deux  différences  qui  est  positive. 

De  même,  on  évalue  les  angles  en  prenant  un  axe  fixe  OX  (fig.  2). 
L  angle  XOA  de  cet  axe  avec  le  rayon  OA,  pris  en  valeur  absolue, 
puis  affecté  du  signe  +  ou  du  signe  —  suivant  qu'il  est  engendré 
de  OX  vers  OA  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif,  est  dit 
Tangle  de  Taxe  OX  avec  là  direction  OA. 

De  même  pour  la  direction  OB,  et  Ton  a 

angle  XOB  =  angle  XOA  +  angle  AOB 
doù 

angle  AOB  =  angle  XOB  -  angle  XOA 
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formule  générale,  comme  la  précédente,  quelles  que  soient  les 
positions  relatives  des  trois  directions.  On  en  conclut  que  Tanglc 
AOB  d'une  direction  OA  avec  une  direction  OB  est  égal  à  Tangle 
de  Taxe  OX  avec  la  direction  OB  diminué  de  Tangle  du  même  axe 
avec  la  direction  OA.  Il  est,  comme  cela  devait  être,  égal  et  de 
signe  contraire  à  l'angle  BOA  de  la  direction  OB  avec  la  direction 
OA  ;  la  valeur  absolue  de  l'angle  des  deux  directions  est  celle  des 
deux  diiïérences,  qui  est  positive.  On  remarquera  que  les  deux 
angles  considérés  AOB  et  BOA  ont  même  cosinus,  de  telle  sorte 
que  toutes  les  fois  qu'il  ne  s'agira  que  de  la  valeur  absolue  de 
cet  angle,  la  connaissance  de  cette  ligne  trigonométrique  la  dé- 
terminera sans  ambiguïté. 

3.  Détermination  d'un  point  dans  le  plan.  —  Pour  déter- 
miner un  point  dans  le  plan,  on  considère  deux  axes  fixes  et  in- 
définis X'OX,  Y'OY  (fig.  5)  sur  chacun  desquels  les  distances  sont 


r 

M 
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X 


Fig.  5 


comptées  à  partir  de  l'origine  0  suivant  les  règles  indiquées  pré- 
cédemment. Par  le  point  considéré  M,  on  mène  des  parallèles  à  ces 
deux  axes,  lesquelles  interceptent  sur  chacun  des  axes  des  seg- 
ments OP,  OQ.  L'abscisse  du  point  P  sur  l'axe  X'OX  est  dite 
Vabscisse  du  point  M,  tandis  que  la  longueur  OQ,  prise  avec  son 
signe  sur  l'axe  Y'OY,  est  dite  V ordonnée  du  point  M:. considérées 
ensemble,  ces  longueurs  sont  dites  les  coordonnées  du  point  M  qui 
se  trouve  par  leur  moyen,  et  par  l'observation  de  la  règle  des  signes 
des  segments,  déterminé  d'une  façon  unique,  comme  on  le  voit  en 
menant  respectivement  par  les  points  P  et  Q  des  parallèles  aux  axes 
de  coordo7mées,  X'OX,  Y'OY.  Si  l'on  applique  la  règle  des  signes, 
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on  voit  que  tous  les  points  situés  dans  Tangle  XOY  ou  dans  Tan- 
gle  X'OY'  opposé  par  le  sommet  ont  leurs  deux  coordonnées  de 
même  signe,  positives  dans  le  premier  cas,  négatives  dans  le  se- 
cond; tandis  que  dans  les  deux  autres  angles  X'O Y  ou  XOY'  elles 
sont  de  signes  contraires.  Tous  les  points  de  Taxe  X'OX  ont  leur 
ordonnée  nulle,  et  tous  ceux  de  l'axe  Y'OY  ont  leur  abscisse 
nulle. 

Un  élément  important  de  la  figure  est  Tangle  0  que  font  entre 
eux  les  deux  axes  de  coordonnées.  On  désignera  toujours  ainsi 
l'angle  des  deux  axes  compté  dans  le  sens  de  la  flèche  de  la  partie 
positive  de  l'axe  X'OXvers  la  partie  positive  de  l'axe  Y'OY.  Lors- 
que cet  angle  est  droit,  ou  égal  à  {I-,  les  coordonnées  sont  dites 
rectangulaires;  obliques  dans  tous  les  autres  cas.* 

4.  —  La  représentation  d'un  point  du  plan  par  ses  coordonnées 
est  fondamentale  en  géométrie  analytique.  Elle  conduit  directe- 
ment à  la  représentation  algébrique  des  courbes  :  si  l'on  suppose  en 
effet  que  Tabscisse  et  l'ordonnée  d'un  point  soient  liées  par  une 
relation 

le  point  cessera  d*ètre  indéterminé  dans  le  plan  ;  et,  si  la  fonction 
/(  ^>y)  est  continue,  tous  les  points  dont  les  coordonnées  satisferont 
à  cette  équation  formeront  dans  le  plan  une  suite  continue,  y  des- 
sineront une  courbe^  de  laquelle  on  dira  que  la  relation  consi- 
dérée est  Téquation.  Si  les  coordonnées  du  point  sont  liées  par 
une  seconde  relation 

alors  le  problème  dont  ce  point  est  la  solution  sera  complètement 
déterminé.  Il  admettra,  en  général,  un  nombre  fini  de  solutions, 
chacune  desquelles  sera  fournie  par  un  point  dont  les  coordonnées 
satisferont  à  la  fois  aux  deux  équations,  c'est-à-dire  par  un  point 
d'intersection  des  deux  courbes. 

Une  équation  4*  (x)  =  o  qui  ne  renferme  qu'une  variable,  a  son 
premier  membre  décomposable  en  facteurs  de  la  îovme  ax -\- h , 
chacun   desquels   égalé    à  zéro    représente  tous  les  points  dont 
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b      ' 

l'abscisse  est  constante  et  égale  à ,  c'est-à-dire  une  parallèle 

à  Y'O Y.  L'équation  représente  donc  une  série  de  parallèles  à  l'un 
des  axes  de  coordonnées. 

5.  Coordonnées  polaires.  —  Le  système  de  coordonnées  qui 
vient  d'être  défini  est  un  des  plus  fréquemment  employés  ;  il  est  dû 
à  Descartes,  c'est  pourquoi  l'on  appelle  l'abscisse  et  l'ordonnée  d'un 
point  ses  coordonnées  cartésiennes  :  on  en  rencontrera  plusieurs 
autres  qui  en  dérivent.  En  dehors  de  ceux-là,  l'on  conçoit  qu'il  peut 
en  exister  beaucoup  d'autres,  et  qu'il  soit  possible  de  déterminer  un 
point  dans  le  plan  au  moyen  de  deux  éléments  d'un  très  grand 
nombre  de  façons.  Dans  le  système  de  coordoiinées  polaires^  par 
exemple,  qui  est'fréquemment  employé,  un  point  M  est  déterminé 
par  sa  distance  p  à  une  origine  flxe  0  et  par  l'angle  co  que  fait  une 
direction  fixe  OX  avec  celle  des  deux  directions  auxquelles  donne 
lieu  la  droite  OM  suivant  laquelle  la  distance  p  est  comptée  posi- 
tivement. Ainsi,  p  désignant  la  longueur  OM,  et  o)  Tangle  XOM,  le 


.^ 


0  X 

Fig.  6 

point  M  aura  pour  coordonnées  p  et  co  ou  bien  —  p,  et  ^  +  o)  ;  plus 
généralement  p  et  ikr^  -i-  o),  ou  —  p  et  [ik  4-  i)  tc-i- w.  Dans  ce 
système,  un  point  de  coordonnées  p  et  co  est  parfaitement  déterminé  ; 
il  est  à  l'intersection  de  la  droite  OM  faisant  l'angle  co  avec  Vaxe po- 
laire OX  et  du  cercle  de  rayon  p  dont  le  centre  est  l'origine  ;  il  y  a 
bien  deux  points  d'intersection,  mais  par  définition  le  second  a  pour 
coordonnées  p  et  "ju-i-a),  ou  encore  —  p  et  w.  L'équation  d'une  courbe 
sera  alors  une  relation  de  la  forme 

/(p,a))  ^  0 

6.  Distance  de  deux  points.  —  Proposons- nous  d'évaluer  la 
distance  AB  de  deux  points  A  et  B  définis  par  leurs  coordonnées 
[^it  yù  ^*  (^2>  Vi)'  Si  l'on  mène  par  le  point  A  une  parallèle  à 
l'axe  X'OX  et  par  le  point  B  une  parallèle  à  l'axe  Y'OY,  et  si  ces 
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lieux  droites  se  coupent  au  point  P,  le  triangle  APB  donne  la 
relation  : 


AB  =  AP' +  BP  -  2.AP.  BP.  cos  APB. 

entre  les  valeurs  absolues  de  ses  côtés. 

D'ailleurs  les  coordonnées  du  point  P  sontx^  ^^J/a  puisqu'il  a 
même  abscisse  que  le  point  B  et  même  ordonnée  que  le  point  A. 


D*aprës  cela,  pour  évaluer  les  longueurs  absolues  AP,  BP  qui  figu- 
rent dans  la  formule,  il  y  aura  quatre  cas  à  considérer  : 

l""  Le  point  B  sera  dans  Tangle  -VAP  formé  par  les  parallèles  aux 
a\es  de  coordonnées  menées  par  le  point  A  dans  le  sens  positif. 
Alors  on  a  en  valeur  absolue 


AP  =  x2-x^      BP=:j^2-^^      APB=x-e; 

2*  Dans  rangle  P'AV.  Alors 

AP'  =  -x,-^x^      BP'^j,-j^      AP'B==e; 

3*  Dans  l'angle  P'AV.  Alors 


AP'  =  ^x^^x,      BP':=-j,+r^      AP'B  =  ^-e; 
4^  Dans  l'angle  VAP. 


A?  =  X2-x^       BP  =  -ya-l-/,       APB  =  e. 
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Dans  tous  les  cas,  la  formule  devient 

ÂS'  =  d^  =  {x^  -  j:^)^  -h  Cr^  -  Jo)-  -h  2  (x^  -  x^)  (j-^  -  y^)  ces  6 
d'où  Ton  tire 

rf=z=t  y(a:^-X2)^  +  (j^-72)^ 4-2(^7,-0:2) (jr^-j2)cosÔ     (i) 

dans  laquelle  0  désigne  la  valeur  absolue  de  Tangle  des  axes  puis- 
qu'il n'y  entre  que  par  son  cosinus.  Cette  formule  donne  pour  la 
distance  cherchée  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  ce 
qui  devait  nécessairement  arriver,  puisque  Ton  n'a  pas  spécifié 
laquelle  des  deux  distances  AB  ou  BA  on  se  proposait  de  déter- 
miner. Algébriquement,  le  signe  à  prendre  dépendra  de  la  direction» 
choisie  comme  positive  sur  la  droite  AB  et  de  celle  des  deux  dis- 
tances dont  on  veut  l'expression  ;  géométriquement,  on  aura  la 
Taleur  absolue  de  la  distance  en  prenant  le  signe  +. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  la  formule  se  simplifie  et  devient 


Si  l'on  voulait  l'expression  de  la  même  distance  en  coordonnées 
polaires,  l'on  voit  immédiatement  que  le  triangle  qui  a  pour  som-^ 
mets  Torigine  et  les  deux  points  donne,  en  désignant  par  p,,  ^t}^  et 
P2,  (1)3  les  coordonnées  polaires  de  ces  deux  points 

rf*  =  pî  -h  pî  —  2p,p2  COS  ((1)1  —  (i)j)  (2) 

d'où  l'on  tire  encore  et  pour  la  même  raison  deux  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires  pour  la  distance  cherchée. 

7.  Détermination  d'une  direction  dans  le  plan.  —  Une 

direction  OA  est  déterminée  dans  le  plan  si  l'on  connaît  l'angle 
XOA  que  fait  avec  elle  l'axe  X'OX.  Mais  il  est  rare,  en  géométrie 
analytique  à  deux  dimensions,  que  Ton  ait  à  traiter  des  questions 
dans  lesquelles  entre  l'axe  X'OX  sans  Taxe  Y'OY.  Or,  il  ne  faut 
pas  avoir  beaucoup  calculé  pour  reconnaître  les  précieux  avantages 
qu'offre  la  symétrie  des  calculs  par  rapport  aux  différentes  lettres 
qu'ils  renferment.  Indépendamment  des  erreurs  qu'elle  révèle 
immédiatement,  lorsqu'il  s'en  est  glissé,  elle  dispense  souvent  d'une 
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<rrande  partie  des  opérations;  lorsque  ces  opérations  portent  de  la 
même  façon  sur  les  différentes  lettres^  il  suffit  de  les  avoir  faites 
sur  une  d'entre  elles.  C'est  pourquoi  Ton  a  tout  à  gagner  à  pratiquer 
d'une  manière  absolue  la  règle  qui  consiste  à  traiter  les  différentes 
variables  sur  le  même  pied  ;  et  en  particulier,  dans  le  cas  présent, 
on  déterminera  une  direction  dans  le  plan  par  les  angles  XOA, 
YOA  que  font  les  axes  avec  cette  direction  (fig.  8),  le  sens  positif 


Fig.  8 

étant  le  même  pour  l'évaluation  des  deux  angles,  celui  de  OX,  vers 
OY.  Si  on  ne  les  suppose  jamais  supérieurs  à  2tc,  Ton  voit  par  défi- 
nition qu'ils  sont  de  même  signe  si  la  direction  OA  n'est  pas 
comprise  dans  l'angle  XOY,  de  signes  contraires  si  elle  y  est  com- 
prise. Il  existera  d'ailleurs  entre  ces  angles,  que  nous  désignerons 
par  2  et  3,  la  relation 

Cette  relation  n'est  pas  symétrique  en  a  et  P;  elle  sera  rem- 
placée un  peu  plus  loin  par  une  autre  relation  qui  sera  symétrique 
et  dans  laquelle  figureront  les  lignes  trigonométriques  des  angles. 
Cet  inconvénient  ne  disparaîtrait  pas  d*ailleurs  si  l'on  changeait  le 
signe  de  p,  car  la  direction  serait  alors  définie  par  l'angle  XOA 
que  fait  avec  elle  l'axe  OX,  et  par  l'angle  AOY  qu'elle  fait  avec 
Taxe  OY. 

8.  Projection  d'un  segment.  —  On  appelle  projection  cTun 
segment  AB  sur  une  direction  fixe  le  produit  de  la  valeur  absolue 
du  segment  par  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  la  direction  AB 
arec  la  direction  fixe 


Px.x.AB  =  (AB).cosAB.X'X 
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(AB)  désignaDt  la  valeur  absolue  de  AB.  L'angle  ne  figure  dans 
cette  définition  que  par  son  cosinus,  son  sens  est  donc  indifi'é- 
rent  ;  mais  la  direction  du  segment  AB  n'est  pas  arbitraire,  Ton 
voit  au  contraire  que 


P^.^.  BA  =  (AB).  cos  BA.  XX  =  -  P^^,.  AB 

Il  résulte  de  cette  définition  que^  si  un  point  mobile  décrit  le 
segment  à  projeter  suivant  la  direction  de  ce  segment,  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  à  chaque  instant  du  point  mobile  sur 
Taxe  fixe  décrira  la  projection  du  segment  prise  avec  son  signe. 
L'expression  de  cette  projection  renferme  en  effet  deux  facteurs, 
dont  l'un  (AB)  est  toujours  positif;  quant  au  cosinus,  s'il  est  positif, 
c'est  que  le  segment  AB  se  trouve  tout  entier  du  côté  des  abscisses 
positives  de  l'axe  X'X  par  rapport  à  la  perpendiculaire  abaissée 
sur  cet  axe  par  le  point  A,  origine  du  segment;  c'est  précisément 


1* 


Fig.  9 


le  cas  où  le  chemin  ab  décrit  par  la  projection  du  mobile  est  décrit 
dans  le  sens  positif  (fig.  9). 

Si  au  contraire  le  segment  AB  se  trouve  par  rapport  à  cette  per- 
pendiculaire (fig.  lo)  du  côté  des  abscisses  négatives  de  l'axe  X'X, 


X'  b 

Fig.  10 


kl  projection  devient  négative,  mais  le  chemin  décrit  par  la  pro 
jection  du  mobile  est  décrit  dans  le  sens  négatif.  L'on  peut  donc 
énoncer  ce  théorème  :  Lorsqu'un  mobile  décrit  wi  segment^  la  pro- 
jection du  mobile  décrit  la  projection  du  segment  prise  avec  son  signe 
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9.  Théorème  des  projections.  —  La  projection  d'un  contour 
ferméy  quelconque^  sur  une  directio7i  fixe,  est  nulle. 

La  projection  d'un  contour  polygonal  est  la  somme  algébrique 
des  projections  des  côtés  du  polygone.  Si  une  portion  du  contour 
deyient  curviligne,  sa  projection  s'obtient  encore  sans  difficulté  en 
le  considérant  comme  une  succession  de  segments  rectilignes  de 
longueurs  très  petites  ;  le  théorème  qui  vient  d'être  démontré  sub- 
siste d'ailleurs  pour  chacun  des  segments.  Cela  posé,  si  un  contour 
est  fermé  et  si  un  mobile  décrit  ce  contour  toujours  dans  le  même 
sens,  en  partant  d'un  de  ses  points  pour  y  revenir,  la  projection  du 
mobile  partira  d'un  des  points  de  Taxe  X'X  pour  y  revenir,  elle 
aura  donc  décrit  un  chemin  nul.  Mais,  d'après  le  théorème  précé- 
dent, ce  chemin  est  la  somme  algébrique  des  projections  des  diffé- 
rents segments  qui  composent  le  contour,  c'est-à-dire  la  projection 
du  contour,  donc  cette  projection  est  nulle.  c.  q.  f.  d. 

Si  le  contour  n'est  pas  fermé,  la  ligne  droite  qui  le  ferme  est 


Fig.  Il 

appelée  la  résultante  du  contour.  Ainsi  la  résultante  du  con- 
tour ABCDEFG  (fig.  1 1)  est  le  segment  AG. 

La  projection  cTun  contour  non  ferme'  est  égale  à  la  projection 
de  la  résultante. 

L'on  a  en  effet  d'après  le  théorème  des  projections 


P.  ABCDEFGA  =  o 


ou  bien 


P.  ABCDEFG  +  P.  GA  =  o 


doù 


P.  ABCDEFG  =  P.  AG.  c.  q.  f.  d. 
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CoROLUiRE.  —  Tous  Us  contours  qui  ont  mêmes  extrémités  ont 
même  projection  y  sur  une  direction  quelconque ^  celle  de  leur  résul- 
tante commune. 

10.  Relation  entre  lés  angles  que  font  les  axes  de 
coordonnées  avec  une  direction  donnée. 

Lemme.  —  Les  coordonnées  x  etj  dun  point  M,  Sangle  6  que  fait 
taxe  OX  avec  l'axe  OY,  la  distance  p  de  P origine  au  point  M  et 
rang  te  a  que  fait  F  axe  OX  avec  la  direction  OM,  sont  liés  par  la  re- 
lation générale 

j:-l-j^cose  =  p  cosa 
Menons  en  effet  par  le  point  M  (fig.  12)  une  parallèle  MP  à  OY  et 


Y/ 


Fig.  la 

exprimons  que  la  projection  sur  la  direction  OX  du  contour  OMP 
est  égale  à  celle   de  la  résultante  OM.  On  aura 

?ox  OP  +  Poar  PM  =  ?ox  OM 

Si  le  point  M  est  à  droite  de  Taxe  Y'OY,  son  abscisse  est  posi- 
tive et  la  valeur  absolue  du  segment  OP  est  égale  à  x;  d'ailleurs 
l'angle  de  OX  avec  OP  est  égal  à  zéro*.  On  a  donc 

S'il  est  à  gauche,  son  abscisse  est  négative,  et  la  valeur  absolue 
du  segment  OP,  qui  est  positive,  est  égale  à  —  x;  mais  alors  l'angle 
de  OX  avec  OP  est  égal  à  ^  et  la  projection  de  OP  reste  égale  à  x. 

Si  le  point  M  est  au-dessus  de  l'axe  X'OX,  son  ordonnée  est  po- 
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sitive,  et  la  valeur  absolue  de  FM  est  égale  ky  ;  d'ailleurs  Taagle 
de  OX  avec  PM  est  égal  à  6.  On  a  donc 

PoxPM  =:jr  COSe 

S  il  est  au-dessous,  soa  ordonnée  est  négative,  et  la  valeur  absolue 
du  segment  PM,  qui  est  positive,  est  égale  à  —y;  mais  alors  l'angle 
de  OX  avec  PM  est  égal  à  z  =t  6,  suivant  le  sens  dans  lequel  il  est 
compté,  ce  qui  est  indifférent  pour  le  cosinus,  et  la  projection 
de  PM  reste  égale  à  y  cosô. 

Quant  à  la  projection  de  OM,  elle  est  toujours  égale  à  la  valeur 
absolue  p  de  la  distance  OM,  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  a 
que  fait  la  direction  OX  avec  la  direction  OM.  On  a  donc  bien  dans 
tous  les  cas  la  relation 

a: -h  j^  cos  6  =  p  cos  a  (3) 

C.  Q.  F.  D. 

Ou  démontrerait  absolument  de  la  même  manière  la  généralité 
des  formules 

jc  cosô-h  j  =  p  cosp 

X  cosa  -h  j  cos g  =^  p  (3j 

obtenues  en  projetant  les  mêmes  contours  sur  la  direction  OY  et 
sur  la  direction  OM.  Si  maintenant  Ton  élimine  x,  y  et  p  entre  les 
équations  (3),  il  vient 


I 

cos  ô 

COS  (X 

cos  6 

I 

cos  ^ 

COS  a 

cos  ^ 

I 

formule  qui,  développée,  peut  s'écrire 

sin^  6  =  cos^  a  -h  cos^  g  —  2  cos  a  cos  g  cos  6  (4) 

11.  —  On  peut  la  démontrer  autrement,  en  remarquant  que  Ton 
a  dans  le  triangle  OPM,  quels  que  soient  les  signes  de  x  et  y, 

p3  =  ji^  -\~j^-\~2  xy  cos  ô 
en  vertu  de  la  formule  générale  (i).  Cette  équation  étant  homo- 

Picot-BT,  Qéom.  analyt,  2 
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gène  en  p,  x  et  y,  on  peut  les  y  remplacer  par  leurs  valeurs  pro- 
portionnelles qui  sont  les  sinus  des  valeurs  absolues  des  angles 
opposés,  en  remarquant  d'ailleurs  que  lorsque  Tune  des  coordon- 
nées a:  ou  y  est  négative,  sa  valeur  absolue  est  —  x  ou  —  y,  et 
c'est  alors  cette  valeur  absolue  qui  doit  être  remplacée  par  le 
sinus  de  la  valeur  absolue  de  Tangle  opposé. 

Si  le  point  M  est  dans  Tangle  XOY,  les  valeurs  absolues  de  ces 
angles  sont 

t:— e         —g  a, 

dans  l'angle  YOX' 
dans  l'angle  X'OY' 
enfin  dans  l'angle  Y'OX 

0  3  —  7:       27;  —  a 

Si  l'on  fait  la  substitution  en  tenant  compte,  suivant  la  remar- 
que qui  vient  d'être  faite,  des  signes  de  x  et  y,  l'on  obtient  dans 
tous  les  cas 

sin^e  =  sin^a  -f-  sin^p  —  2  sin  a  sîn  g  cosô  (5) 

On  a  d'ailleurs  toujours 

d'où 

sîna  sinp  =  cos6  —  cosa  cos^ 

Substituant  dans  (5) 

sin"6  =  2  —  cos^a  —  cos'p  —  2  cos'e  -h  2  cosa  cosp  cosô 

Réduis  ant 

o  =  sin^ô  —  cos'a  —  cos^p  -1-2  cosa  cos  g  cos6 
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qui  est  la  formule  (4)*  Cette  seconde  démonstration  a  Tinconvé- 
nient  d'employer  les  sinus,  auquel  cas  il  faut  distinguer  les  signes 
des  angles.  Mais  elle  prouve  incidemment  l'identité  (5)  qui  ne 
diffère  de  (4)  qu'en  ce  que  cosa  et  cosp  y  sont  remplacés  par 
sina  et  sin^,  et  qu'il  est  bon  de  connaître.  Elles  se  déduisent 
d  ailleurs  Tune  de  l'autre  en  faisant  tourner  les  axes  d'un  angle 
droit. 

En  coordonnées  rectangulaires,  ces  relations  se  réduisent  aux 
identités  évidentes 


cos'a 


cos^0 


2/a 


sin^a  -f-sin^p=  i 

m 

12.  Angle  de  deux  directions.  —  C'est  le  cosinus  de  cet 
angle  qu'il  faut  chercher,  afin  de  n'avoir  pas  à  définir  le  sens 
de  sa  génération.  Si  a  et  ^  sont  les  angles  qui  définissent  la  pre- 
mière direction,  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  droite 
sur  laquelle  elle  est  comptée,  on  a  les  équations  (3) 

x-f-jr  cos6  =  p  cosa 

X  C0S6-+-JK=:p  COSP 

Projetant  maintenant  le  même  triangle  OPM  sur  la  seconde 
direction  que  nous  supposerons  déterminée  par  les  angles  a'  et  0', 
il  vient 

X  cos a'  -h  j  cos 3'  =  p  cos  V  (6) 

Éliminant  x^  y  y  et  p  entre  ces  trois  équations,  il  reste 


d'où 


I 

cos  6 
cosa 


cosV=  — 


sin^ô 


cosô 

I 

cosp' 

I 

cosO 

cosa' 


cosa 

COS0 

cosV 

COS  6 

I 

cosp' 


—  o 


cosa 

cos^ 

o 


(7) 


On  peut  donner  de  cette  importante  formule  une  seconde  dé- 
monstration. Soient  en  effet  p'  la  distance  à  l'origine  d'un  point  de 
la  seconde  droite  et  x\  y  ses  coordonnées.  Multiplions  par  p'  les 
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deux  membres  de  Téquation  (6)  et  remplaçons  p'  cosa  par  x'-^y  cos^ 
et  p'cos^'  parx'cosô-hy';  il  vient 

pp' cos V  =  x {y  +/ cosO) -f-7 [x  cosO  +y)  =  xjc'-^xf  H- cosO (.rr  +  x'j) 

relation  homogène  en  p,  x,  y,  ainsi  que  en  p',  x\  y'.  On  peut  donc^ 
ainsi  qu'on  Ta  fait  voir  précédemment,  y  remplacer  les  premiers 
par  sin6,  —  sing,  sina  et  les  seconds  par  sin6,  —  sing',  sina'.  Il 
vient  alors 

cosV  sin30  =  sina  sina  -h  sin?  sinp'  —  cosO  (sina  sinp'  4-  sina  sinp)    (8) 

Si  maintenant  Ton  fait  tourner  les  axes  d'un  angle  droit,  dans  le 
sens  positif  par  exemple,  les  angles  a>  0,  a ,  @\  seront  diminués 

de  —,  Tanfrle  0  restera  le  même  et  Ton  aura 

cos  V  sin^e  =  cos  a  cos a'+  cos g  cos g'—  cos 0  (cos  a  cosg' -h  cos  a  cos  j3) 

relation  qui  n'est  autre  que  l'équation  (7)  développée,  et  qui 
subsistera  entre  les  angles  considérés  puisque  Téquation  (8)  d'où 
elle  provient  est  démontrée  entre  l'angle  V  et  les  angles  que  font 
les  directions  données  avec  tout  système  d'axes  faisant  entre  eux  un 
angle  ô. 
La  relation  (8)  s'en  déduit  en  y  remplaçant 

cos  a,  cos  ^,  cos  a ,  cos  0',     par    sin  x,  sin  ^,  sin  a',  sin  ^\ 


et  peut  s'écrire  : 

I  cosO       sina 


cosV=  — 


sin^'O 


cosO        I  sin  g 

sina'      sin  là'      o 


Il  est  d'ailleurs  évident  qu'en  réduisant  l'une  ou  l'autre  des  rela- 
tions (7)  et  (8)  aux  seuls  éléments  distincts  qu'elles  renferment,  en 
y  remplaçant  par  exemple  g  et  g'  par  leurs  valeurs  tirées  des 
identités 


•     _# 
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on  devra  trouver  la  valeur  évidente 

cos  V  =  cos  (a'  —  a)  =  cos  a  cos  a'  -h  sin  a  sin  x 

De  toutes  ces  formules,  la  relation  (7)  est  celle  que  Ton  doit 
préférer,  d'abord  parce  qu'elle  ne  renferme  que  des  cosinus,  en- 
suite parce  qu'elle  ne  distingue  en  aucune  façon  Taxe  OX  de  Taxe 
OY  puisqu'elle  ne  change  pas  si  l'on  y  permute  a  et  g,  ainsi 
que  a'  et  3'. 

En  coordonnées  rectangulaires,  elle  se  réduit  a 

cos  V  =  cos  a  cos  a'  +  cos  3  cos  ^  (9) 

13.  Transformation  de  coordonnées.  —  Lorsque  les  coor- 
données or  et  y  d'un  point  du  plan  sont  liées  par  une  équation 

on  a  vu  que  cette  équation  représente  une  courbe,  et  pour  cette 
raison  on  l'a  appelée  Véquation  de  la  courbe.  Si  OX  et  OY  sont 
les  axes  de  coordonnées,  on  dit  que  la  courbe  est  rapportée  aux 
axes  OX,  OY.  On  peut  se  proposer  de  rapporter  la  même  courbe  à 
des  axes  différents;  alors  son  équation  ne  restera  plus  la  même,  et 
le  problème  qui  consiste  à  trouver  cette  nouvelle  équation  est  le 
but  de  la  transformation  de  coordonnées.  Pour  le  résoudre,  il  est 
nécessaire  de  connaître  la  position^  dans  le  plan,  des  nouveaux 
axes  par  rapport  aux  anciens  ;  on  évalue  les  coordonnées  d'un  point 
du  plan  par  rapport  aux  anciens  axes  en  fonction  des  nouvelles 
coordonnées,  et  on  leur  substitue  ces  valeurs  dans  Téquation 
donnée;  on  a  alors  une  équation  qui  subsiste  entre  les  nouvelles 
coordonnées  de  tous  les  points  dont  les  anciennes  coordonnées 
satisfaisaient  à  Téquation  primitive,  c'est-à-dire  l'équation  de  la 
même  courbe  rapportée  aux  nouveaux  axes. 

Si  Ton  suppose  d'abord  que  les  nouveaux  axes  soient  parallèles 
aux  anciens,  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  par  rapport  aux 
anciens  axes  étant 

x=ia      y  =^  b 
il  est  clair  que  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  se  trouvent 
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par  là  respectivement  diminuées  des  quantités  a  et  h^  quels  que 


Fig.  i3 

soient  d'ailleurs  les  signes  de  a  et  &,  de  telle  sorte  que  Ton  a  entre 
les  nouvelles  coordonnées  x\  y  et  les  anciennes  a:,  y  les  relations 

qui,  résolues  par  rapport  à  :r  et  y,  donnent  les  valeurs 

x^=ia-\-x 

j^b+y  (lo) 

qui  doivent  être  substituées  dans  l'équation  proposée. 

Si  Ton  suppose  ensuite  que,  l'origine  restant  la  même,  la  direc- 
tion des  axes  vienne  à  changer,  on  pourra  déterminer  les  nouveaux 


Fig.  lî 

axes  par  les  angles  que  font  respectivement  les  directions  positives 
des  anciens  axes  avec  les  directions  positives  des  nouveaux  confor- 
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mément  aux  conventions  adoptées  pour  Tévaluation  des  angles. 
Ainsi  iz  et  3  seront  les  angles  des  directions  OX  et  OY  avec  la  direc- 
tion du  nouvel  axe  OX'  ;  %  et  g'  seront  ceux  des  mêmes  directions 
avec  le  nouvel  axe  OY'  :  0  sera  comme  toujours  l'angle  que  fait  la 
direction  OX  avec  la  direction  OY.  Cela  posé,  considérons  un  point  M 
dont  les  anciennes  coordonnées  soient  x^  y  et  les  nouvelles  x\  y 
et  menons  par  ce  point  des  parallèles  MP,  MP'  à  OY  et  OY'  :  éga- 
lons ensuite  les  projections  sur  OX  des  contours  OPM,  OP'M  qui 
ont  mêmes  extrémités. 

On  a  vu  (§  lo)  que  la  projection  du  chemin  OPM  est  toujours 

x-^-y  cos6 

Quant  au  chemin  OP'M,  si  x  est  positif,  la  valeur  absolue  de 
OP'  est  X  et  Tangle  que  fait  OX  avec  la  direction  OP'  est  Tangle  a  : 
si  au  contraire  x  est  négatif,  la  valeur  absolue  de  OP'  devient  —  x\ 
et  Tangle  que  fait  OX  avec  la  direction  OP'  devient  x+a;  dans  tous 
les  cas,  la  projection  de  OP'  est  x  cosa.  On  verrait  de  même  que, 
quel  que  soit  le  signe  de  y\  la  projection  de  P'M  est  toujours  y  cos  a'; 
de  sorte  que  Ton  a  la  relation 

x-^-y  cosO  =  a:'  C0Sa-+-j>^'  COSa 

En  projetant  sur  OY,  on  aurait  la  relation  aussi  générale 

X  cosO  -{-j^  =  y  cosp+j>^'  cosp' 

d'où  l'on  tire  pour  a:  et  y  les  valeurs  toujours  possibles 

X  —  -t— j-   X  (cosa  —  cose  cos3)  -hj  (cosa  —  cos6  cosp') 
j-  =  -:-j-   x  (cosp  —  cosô  cosa)  -h y  (cosg'  —  cose  cosa) 

Mais  des  relations 

0  rz.  a  -  p  =  a'  -  g' 


on  tire 


cosa  =cos(0-f-p)  =  cose  cos3  — «inO  sin? 
cos  a'  =  cos  (0  -h  g)  =  cos  0  cos  3'  —  sin  0  sin  p' 
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d'où 

cosa  —  cose  cosg  =  —  sin6  sin^ 
cos  a'  —  cos  e  cos  ^'  =  —  sin  6  sin  p' 

Substituant  dans  la  valeur  de  x,  il  vient  enfin 

De  même 

cos  3  =  cos  (a  —  0)  =  cos  a  cos  8  +  sin  a  sin  0 
cos  p'  =  cos  [%  —  6)  =  cos  a  cos  6  4-  sin  «  sin  6 

d'où 

cosp  —  cosô  cosa  =:sîn0  sin  a 
cos  p'  —  cos  6  cos  a'  =  sin  6  sin  a' 

Substituant  dans  la  valeur  de  y,  on  a 

r  =  -^-r  (x'  sin  a -h  r'  sin  a')  (n) 

On  a  ainsi  des  valeurs  simples,  tout  à  fait  générales,  pour  â:  et  y  : 
elles  permutent  Tune  avec  l'autre  si  l'on  change  a:,  a,  a'  et  6  en  y, 
P,  P'  et  —  0;  cela  devait  être  puisque  cette  opération  revient. à  per- 
muter OX  avec  OY. 
Si  les  anciens  axes  sont  rectangulaires,  il  faut  faire 

e  =  f       P:=a--        P'=a-- 

2  2  2 

elles  deviennent 

x-=x  cos  a  4-  y'  cos  a' 

y  =  x  sin  a -h  ^'  sin  a'  (12) 

Si  les  nouveaux  sont  rectangulaires,   les  anciens  restant  obliques, 
on  a 

-  =  a'-a=?'-3 
2 
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par  suite 

x~  — r— -  ir'  sin  3  -h  r'  cos  3) 

Y=     -r— -(y  sin  a +r' COS  a)  (i3) 

Enfin,  si  les  deux  systèmes  sont  rectangulaires,  il  faut  faire  dans  les 
formules  (i a): 

a  =:-  +  a 

2 

OU  dans  les  formules  (i3) 

2 

ce  qui  donne 

x  =  a:' cos  a  ~  j^' sin  a 

y=:x  sin  a  -^-j  cos  a  (i4) 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  Ton  vienna  à  changer  en  même 
temps  Torigine  et  la  direction  des  axes,  on  aura  en  faisant  succes- 
sivement les  deux  transformations  (lo)  et  (i  i) 

a:  =  a  — : — -  ix  sin  ^  -h  r'  sin  S) 

y—b-^-  -T— -(a:' sin  a  4- r' sin  a')  (i5) 

14.  Bxercices.  —  Vérifier  l'identité  des  detix  expressions  de 
la  distance  d'un  point  à  Forigine^  par  rapport  à  deux  systèmes 
d'axes  ayant  même  origine. 

Ces  deux  expressions  sont  :  par  rapport  au  premier  sys- 
tème 

x^  '\-  j^  -f-  axj-  cosO 


par  rapport  au  second, 

X'^  H- JK'^  -h  ^x'y  cos  ô| 

Si  l'on  remplace  a:  et  y  par  leurs  valeurs  (ii)  dans  la  première 
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expression,  on  obtient  une  fonction  du  second  degré  en  x  et  y\ 
laquelle  doit  être  identique  avec  la  seconde.  On  a  donc  à  vérifier 
l'identité  suivante  : 

-r47r(x'8iD?+/sinp')ï4-(x'8Îna-^y'sin«')2_a(x'8În?+y'8Înp')(x'sin«-|-/8ina')coso'l 
sîn'  0  L  .  J 

=:  j:'^  -\-y'^  4-  'i.xy  cosO^ 

Chassant  sin^6,  et  égalant  les  coefficients  respectifs  de  x'*,  y^  et 
ix'y'y  il  reste  a  démontrer  les  trois  relations  : 

sin^a  -l-sin^p  —  asina  sin^  cose  =  sin^e 

sin^  a'  -I-  sin^3'  —  ^  sin  a  sin  ^  cos6  =  sin^O 

sina  sina  4-sing  sinp'  —  cose  (sin  a  sin^'  +  sina'  sin3)  =  cose|  sin-0 

Les  deux  premières  ne  sont  autres  que  la  relation  (5)  appliquée 
successivement  aux  directions  OX'  et  OY'  :  la  troisième  n'est  autre 
que  la  relation  (8)  appliquée  à  la  recherche  de  l'angle  0^  que  font 
entre  eux  les  nouveaux  axes. 

15.  —  Étant  données  les  lignes  du  premier  degré 

a.yX  -h  h.^  -h  Cj  ==  o 

démontrer  que  si  on  change  d^une  façon  quelconque  la  direction  des 
axes,  les  fonctions 

{a^b.j,  —  b^a.^         a^a^  -k-  b^h^—  {a^b^  -h  b^a^  cosO 
sine        '  sTïPê 

« 

ne  changent  pas  de  valeur. 

Si  l'on  effectue  la  transformation  (ii),  la  première  ligne  de- 
vient 

a^x  -h  6^7  -h  c 
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d'où  Ton  tire  pour  les  nouveaux  coefricients  «J,  b[,  d^,  b\ 


De  même 


d'où 


«i  =  -^—^  (—  a.  sin  p  -I-  i.  sin  a  ) 
h\  —  -T— -  (—  a.  sin  g' -h  i.  sin  a  ) 


<ij  =  -T— 7  (—  flj  sin  3  H-  ig  sin  a  ) 
h\  =  -r— -  (—  «2  sin  8'  +  i„  sin  a  ) 


^1*2  —  tia'j  =  .   .  {^i^2  ~~  ^i^i)  (s^"  *  sin p'  —  sin p  sin  a) 

sm  0 


Mais,  eu  égard  aux  identités 

on  \oit  facilement,  en  y  remplaçant  g  et  g' par  les  valeurs  a— 0,  a —6, 
que  le  dernier  facteur  du  second  membre  n*est  autre  que 


sinOsîn(a  —  a)    ou     sinôsinôj  *  (i6) 


11  vient  donc 


«;*i-*î«i=^j^K*2-Vi)  sine  sin 0^  ==(a^i, -A^^^^ 


d'où 

(«7) 


a\b'^  —  h\a'^ (i^h.^  —  b^a^ 


Sinôf  SinO 


On  a  de  même 


4- *i*2  f  sin*  a -+- sin^  a  —  3  ain  a  sin  a  cos 6] ) 
—  (<z  1^2 +^102)  [sina  sinp  +  sina  stnp'  — cosOi  (sinasinp  +  sin  p  sin  a')] 

Or  3  et  ^'  sont  les  angles  que  fait  Taxe  OY  avec  les  nouveaux  axes 
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dont  Tangle  est  ôi  ;  les  angles  qui  déterminent  la  direction  OY  par 
rapport  aux  nouveaux  axes  sont  donc  —  g  et  —  g',  et,  eu  égard  à  la 
relation  (5),  on  a 

sin^P  -h  sin^p'  —  2  sin^  sin^'  cosO^  =  sin^ô^ 

-de  même  pour  la  direction  OX 

sin^a  H-  sin^a'  —  asina  sina  cos8^  =  sin-0| 

Enfin,  si  Ton  applique  la  relation  (8)  à  la  détermination  de  l'angle  0 
de  la  direction  OX  avec  la  direction  OY  déterminées  respective- 
ment par  les  angles  —  a,  —  a  et  —  p,  —  g'  que  font  avec  ces  di- 
rections les  directions  OX'  et  OY,  on  voit  que 

sin  a  sin  p  -f-  sin  a'  sin  ^' — cos'O^  (sin  a  sin  3'4-  sin  g  sin  a')  =  cosô  sin^e^ 
d'où  enfin 

a\a^  -h  ijij  —  (^1^2  +  ^1^2)  C0S8| 

=  "=—27.    ^\^'i  sin^ô^  4-  bfi^  sin^6^  —  («4*2"*"  ^«^a)  ^^^6  sin^ô^ 
ou  bien 

a[ai+h'J}'^—{a\b'^-\-b\a^(lQ%^^ a^a,^+b^b^—{a^b.^—b^a^CO^^      .  ^. 

sîïPô^  ~~  sin^e  ^*   ' 

16.  —  Étant  donnée  la  courbe  du  second  degré 

aa?  -h  by^  +  ihxj  +  igx  +  o.fy  -h  c  =  o 

démontrer  que  si  fon  change  d'une  façon  quelconque  la  direction 
des  axesj  les  fonctions 

a-hb  —  nh  cosô         ab  —  h^         abc-hT.fgh  —  af^—bf^^ch'^ 
sin^e         '         sin^e  '  sin^O 

ne  changent  pas  de  valeur . 

Si  Ton  fait  la  substitution  (i  i  )  et  si  Ton  désigne  para',  b\  h\  g,  f^  c\ 
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les  nouveaux  coefficients,  on  trouve  facilement 


2» 


a'  =  '-r^\  a  sin^3  — a/i  sinasinû-hi  sin^a 

A'=:-r-^    asin^S'— a/isina  sing'-hisin^a 
sin-'ô  L  J 

/*'=-:— j-   asingsinp'— ^(singsina'+sina  sinp')H-A  sina  sina' 


C  =:C 


d'où 


a' -h  A'—  i1î  COS0| 

=  -:— j-f  sin^^  +  sin^P'  —  2  singsing'  cosO,  | 
sin^a  H-  sin^a'  —  2  sina  sina'  cos6,  j 


h    /. 
sin*0\ 

.  ^  [  sin  a  sin  3  -h  sin a'  sin ?'  —  cosô^  (sin  a  sin p'  +  sin  3  sin  a')  ) 

ou.  d'après  l'exemple  précédent 

rt'  H-  i'  —  2/1'  cosOi  =  -:— 7r{«-+-  A  —  aA  cosô)  siu^ô, 


ou  enfin 


a'  H-  i'  —  2A'  COSO^  _  a  -h  A  —  2A  COSO 

sin^O,  ~  sin'-'O 


(•9) 


Passons  à  la  fonction     .  ^    >  L'expression  a'ô'     A'^  peut  s'écrire 
sous  forme  de  déterminant 


a      h 
h'     h 
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OU  en  remplaçant  les  coefficients  par  leurs  valeurs 


3 


sm'O 


8  désignant  le  déterminant 


a  sîn'  p  —  3 A  sin  a  sia  p  +  £>  sin'  a  a  sin  3  sin  ^'  —  h  (sin  a  sin  p'  -h  sia  ^  sia  «')  +  6  sin  a  sin  m.' 

a  siD  p  sÎD  p'  —  h  (sin  a  sin  ^'  -t-  sin  p  sïd  k)  +  6  sin  a  sin  a     a  sin^  ^'  —  a  A  sin  a'  sin  p'  -h  i*  sin^  «' 


•1 


qui  peut  s'écrire 


sin^(asinp  — A8in«)H-sin«( — /isinp  -f-^'SÎna)    sin^'(asinp  — /i  sin  a  )  +  sin  a  ( — h  sin^  H-6sio«\ 
sin  p  (a  sin  ?'  —  h  sin  a)  4-  sin  «-(—  A  sin  ^'4-6  sin  «')    sin  .s'  (a  sin  p'  —  /«  sin  «')  4-  sin  a  (—  h  sin  ?'  -h  6  sin  a) 


Considérant  les  parenthèses  comme  des  monômes,  tous  les  élé- 
ments de  ce  déterminant  sont  des  binômes  ;  il  se  décompose  donc 
en  quatre  déterminants  à  éléments  monômes  dont  il  est  facile  de 
voir  que  deux  sont  nuls  comme  ayant  deux  colonnes  égales  ;  et  il 
reste 

lasina — Asina     —  Asins  H-^sina  1  .       .     ,      1 — AsinS+^sina     asina  — /tsina  I  . 
jasinp  — /tsma     -—hsinf  -hbsintL\      '^  | — /<  sin  p  4- ^  sm  a     asinp— Asinal  '^ 

Permutani  les  deux  colonnes  du  premier,  on  voit  qu'il  est  égal 
au  second  changé  de  signe,  et  si  Ton  se  rappelle  que 


sin  a  sin  ^'  —  sin  ^  sin  a'  =  sin  6  sin  8^ 


(.6) 


il  reste 


ab' 


•-h'i  =  ^ 


sinOf 


sin^6 


—  A  sin  p 

—  h  sin  p' 


A  sin  a     a  sin  3  —  /i  sin  a 
b  sin  (X     a  sin  p'  —  h  sin  a 


Appliquant  aux  lignes  de  ce  déterminant  le  mode  de  décom- 
position appliqué  aux  colonnes  du  premier,  on  voit  qu'il  se  décom- 
pose en  quatre,  dont  deux  sont  nuls,  et  il  reste 


ab'^h'^ 


=-î^-»7  sma  sinâ 


b    -h 

h         a 


sin  ^  sin  al 


h 
b 


-:|] 


^î^  iab  -  h')  (sin  a  sin  p'  -  sin  p  sin  a^ 
sin"*©  ^  '  ^ 
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OU  enfin 


a 


H  ' 


b'  -  h'^     ab  -  /i» 


sin='e, 


sin*e 


(20) 


Ouant  à  la  troisième  fonction,  nous  écrirons  l'expression 

ah'c  +  ^fg'lî  -  ap  -  b'g'^  -  c'a» 


sous  forme  de  déterminant 


/ 

a 

h' 

s 

h' 

b' 

f 

1 

s 

f 

/ 

c 

=  A' 


Si  Ton  y  remplace  les  éléments  par  leurs  valeurs,  il  Tient 


'     sin*6 


A  désignant  le  déterminant 


iMfi^^— iAsinssiojl  4*  6sio'«  aiin^rinp' — A(sinmsmp'+8iii^9iam')  +  6iia«8io«     — ^>in^  +/siDa 

-  lin;  MB^'—  A  (tin*  Btn^'+sin?  sia*  )  +  b  linai  linm'    a  sia^  ^  —  i  A  sin  «'  sin  ^'  +  6  «in'  «'  —  g  lio^'  +/iiD«' 


-/riiDj-h/iinm 


^^■in^'-h/iiom' 


OU  bien 


ho:  4  sio^  —  A  tin«  )  ¥  ain«  ( —  h  tin^ 
1  ^a:  4  tïB)' _  A  iin«  )  +  sio«  (—  h  linp' 

l-f  MB  >+/•!■« 


6  Bina  )    sin^'  (a  8in{l  —  A  tiiia  )  +  iin«'  (~  A  sin^  +  6  sina )    —  g tin^  +/>ia« 
6iia«')    siD;)'(asin^'— Aiin«')+8ina'(~A8ia^'-f  ^jiiim')    —  ^8io<l'+/8in«' 
—  ^8iB|l'-h/8ln«'  c 


Considérant  les  parenthèses  comme  des  monômes,  on  pourra, 
comme  précédemment,  décomposer  ce  déterminant  en  quatre  au- 
tres, dont  deux  seront  nuls,  et  il  restera 


i  = 


8ili4| 


asin^— Asio*  ^ /<  BÎa  ^ -h  6  sin  «  —  ^sinp +/sin« 
aBÎnp'  — Astnm'  —  ABin^'  + ftsinm'  —  ^8in{l'+/8in«' 
"8  f  c 


(8in  {1 8ia«'  —  sin  a  sin  ^') 


en  remarquant  que  les  deux  déterminants  restants  sont  égaux  et 
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de  signes  contraire^.  Appliquant  le  même  mode  de  décomposition, 
il  vient  finalement  : 


A'- 


sin*6 


a 
-h 

-8 


-h 
b 

f 


■8 


f 


C 


(sin  3  sin  a'  —  sin  a  siii  ^'f 


et  à  cause  de  (i6),  en  changeant  les  signes  de  la  première  ligne  et 
de  la  première  colonne 


A'=^ 


sin'O 


a 
h 

S 


h 
b 

f 


tr 

f 


sin'' 6  sin-'O, 


ou  enfin 


sin^"©, 


a 
h' 


8 


8 


h' 

V      f 

f      c 


sin'O 


a 
h 

8 


'«      8 
b      f 


(..) 


Nous  verrons  plus  loin  les  significations  géométriques  des  iden- 

tités(i7),  (i8),  (19),  (20)  et (21). 

17.  Classification  des  courbes  planes.  —  Les  courbes 
planes  se  partagent  d'abord  en  deux  grandes  espèces,  qui  sont  les 
courbes  algébriques,  dont  Téquation  est  algébrique,  et  les  courbes 
transcendantes,  dont  Téquation  renferme  des  fonctions  transcen- 
dantes; logarithmiques,  exponentielles,  circulaires  directes  ou  in- 
verses, etc.  :  nous  nous  occuperons  peu  des  dernières.  Quant  aux 
premières,  on  voit,  par  la  nature  même  des  formules  générales 
de  transformation  (i5)  qui  sont  du  premier  degré  en  x  et  y\  que  le 
degré  de  Téquation  d'une  courbe  est  un  élément  invariable,  puis- 
qu'il ne  change  pas  de  quelque  façon  que  l'on  transforme  les 
axes  de  coordonnées.  C'est  un  élément,  en  quelque  sorte  inhérent 
à  la  nature  même  de  la  courbe  et  indépendant  de  sa  position  dans 
le  plan.  D'où  il  suit  que  toutes  les  courbes  d'un  degré  donné  for- 
ment toute  une  série,  parfaitement  déterminée,  d'êtres  géomé- 
triques ;  caractère  sufQsant  pour  former  la  base  d'une  classification. 

Si  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  courbe  est  décom- 
posable  en  plusieurs  facteurs,  la  courbe  se  composera  dû  tous  les 
points  dont  les  coordonnées  annuleront  Fun  quelconque  des  fac- 
teurs, c'est-à-dire  des  courbes  obtenues  en  égalant  à  zéro  chaque 
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facteur.  On  dit  alors  qu'elle  se  décompose  en  courbes  de  degrés  in- 
férieurs. L'étude  des  courbes  d'un  degré  donné  comprend  donc 
implicitement  celle  de  toutes  les  courbes  de  degrés  inférieurs  :  aussi 
aborde-t-on  cette  étude  par  celle  des  courbes  du  premier  degré. 

18.  ^Transformation  de  coordonnées  rectilignes  en  coor- 
données polaires.  —  Si  Ton  veut  passer  d'un  système  d'axes  rec- 
tangulaires à  un  système  de  coordonnées  polaires  dans  lequel  le 
pôle  serait  l'ancienne  origine,  et  Taxe  polaire  l'ancien  axe  OX,  on  a 


1' 


ii(*,y) 


Fig.  i5 

entre  les  anciennes  coordonnées  x  et  y,  et  les  nouvelles  p  et  co  (fig.  i5) 
les  relations  évidentes 


x  ==  p  COS  (0 

^  =  p  sin  (i) 


aa) 


Inversement,  si  l'on  veut  passer  du  second  système  au  premier, 
les  formules  de  transformation  s'obtiendront  en  résolvant  les  for- 
mules (22)  par  rapport  à  p  et  o 


.    Y      loiiu 
(«)=arctg^ 


a3) 


Au  moyen  de  ces  formules  et  des  formules  (i5),  il  est  clair  qu'on 
pourra  passer  sans  difficulté,  par  des  transformations  successives, 
d'un  système  quelconque  d'axes  de  coordonnées  rectilignes  à  un 
système  quelconque  de  coordonnées  polaires,  et  inversement;  ou 
bien,  d'un  système  quelconque  de  coordonnées  polaires  à  un  autre 
système  de  coordonnées  polaires. 

PicQQXT,  Giwn,  analyt.  3 


CHAPITRE   II 


DE     LA     LIGNE     DROITE 


19.  —  L'étude  des  lignes  du  premier  degré  n'est  autre  que  celle 
de  la  ligne  droite;  ce  fait  résulte  de  la  proposition   suivante  : 

Toute  ligne  droite  est  représentée  par  une  équation  du  premier  degré 
et  de  sa  réciproque  : 

Toute  éçucUion  du  premier  degré  représente   une  ligne  droite. 

Il  existe  un  cas  simple,  que  nous  ayons  déjà  eu  l'occasion  de 
considérer  (§  4)»  à  propos  des  équations  qui  ne  renferment  qu'une 
seule  variable,  et  au  moyen  duquel  on  peut  vériQer  immédiate- 
ment ces  deux  propriétés;  c'est  celui  où  l'équation  du  premier 
degré,  ne  renfermant  que  l'une  des  variables,  peut  se  mettre  sous 
l'une  des  deux  formes 

x=a     j'=b 

11  est  clair  qu'alors  elle  représente  une  parallèle  à  l'un  des  axes 
de  coordonnées,  puisque  la  courbe  est  le  lieu  (*)  des  points  dont  la 
distance  à  l'un  des  axes,  comptée  parallèlement  à  l'autre,  est 
constante.  Si  maintenant  Ton  change  les  axes  d'une  manière  quel- 
conque, la  transformation  de  coordonnées  n'altérant  pas  le  degré 
de  l'équation,  l'on  voit  par  ce  moyen  qu'une  droite  donnée,  que 
l'on  aura  d'abord  rapportée  à  des  axes  dont  l'un  lui  est  parallèle, 
sera  toujours,  par  rapport  à  des  axes  quelconques,  représentée  par 
une  équation  du  premier  degré. 

(*)  La  recherche  des  lieux  géoméiriques  étant  Tun  des  problèmes  les  plus  ordinaires 
de  la  Géométrio  analytique,  il  est  nécessaire  de  préciser  la  signification  de  ce  mot.  On 
dit  qa*une  courbe  est  le  lieu  géométrique  des  points  qui  satisfont  à  une  certaine  condi- 
tion, lorsque  touK  les  points  de  U  courbe  Jouissent  de  cette  propriété,  à  Texclusion  de 
tous  les  autres  points  du  plan. 
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On  pourrait  ensuite  démontrer  la  proposition  réciproque  en 
considérant  Téquation  générale  du  premier  degré  a  deux  variables 

ax+  bj  +  c^=o  (24) 

et  faisant  voir  que  Ton  peut  toujours,  en  faisant  tourner  Tun  des 
axes  d*un  angle  conyenable  autour  de  l'origine  des  coordonnées, 
faire  disparaître  Tune  des  variables  de  Téquation. 

Lie  procédé  qui  va  suivre  est  plus  symétrique  et  donne  lieu  à 
quelques  conséquences  importantes. 

80.  Équation  de  la  ligne  droite  en  fonction  des  angles 
que  font  les  axes  de  coordonnées  avec  la  perpendiculaire 
abaissée  de  F  origine,  et  de  la  longueur  de  cette  perpen- 
diculaire. —  Soient  X'OX,  Y'OY  les  axes  de  coordonnées,  AB  une 
droite  quelconque  et  OP  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine 
sur  cette  droite;  soient  p  la  longueur  de  cette  perpendiculaire 
comptée  de  0  vers  P^  et  a,  0  les  angles  que  font  les  axes  avec  la 
direction  OP.  Considérons  un  point  quelconque  M  de  cette  droite 


Fig.  i6 

et  parce  point  menons  une  parallèle  MQ  à  l'axe  Y'OY,  de  façon  à 
déterminer^  en  grandeur  et  en  signe,  ses  coordonnées  OQ  et  QM  : 
exprimons  que  la  projection  du  contour  OQMP  sur  la  direction 
OP  est  égale  à  celle  de  sa  résultante  OP.  Nous  aurons  alors 

P,OQ  =  X  cos  a 
P.QM=jcosp 
P.PM=:o 
P.OP=;> 
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d'où  il  résulte 

« 

X  cosa  4- j^  cosp  —  /i  =  o  (25) 

11  est  facile  de  s'assurer  que  cette  formule  est  générale,  quelles 
que  soient  la  position  de  la  droite  AB  par  rapport  aux  axes  et  celle 
du  point  M  sur  cette  droite  :  nous  Tavons  d'ailleurs  déjà  rencon- 
trée (10).  La  relation  (25),  ayant  lieu  entre  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  la  droite  et  les  données  a,  3  ^t  py  est  Véquation 
de  la  droite,  ce  qui  démontre  la  première  proposition.  Elle  n'a  lieu 
d'ailleurs  entre  les  coordonnées  d'aucun  point  du  plan  extérieur 
à  la  droite  ;  car  si  cela  était  pour  un  point  M',  par  ce  point  on 
mènerait  une  parallèle  à  0  Y  qui  couperait  la  droite  en  un  point  M 
qui  aurait  même  abscisse;  et  l'équation,  pour  cette  valeur  de  x^ 
devrait  donner  deux  valeurs  pour  y,  ce  qui  est  impossible  puis- 
qu'elle est  du  premier  degré  :  elle  représente  donc  la  droite  AB  et 
rien  que  la  droite  AB. 

Considérons  maintenant  l'équation  générale  du  premier  degré  (24) 
entre  x  et  y;  pour  faire  voir  qu'elle  représente  une  droite,  iden- 
tifions-la  avec  réquation  (25);  exprimons  pour  cela  que  les  coeffi- 
cients sont  proportionnels.  Il  vient  alors 

cosa     cosS         p  ,  ^, 

=-y— =  — £-  (26) 

abc  ^     ' 

et  cherchons  à  faire  voir  qu'il  existe  toujours  des  valeurs  de  a,  0  et  p 
pour  lesquelles  ces  rapports  sont  égaux,  pour  lesquelles  par  con- 
séquent elle  représente  la  perpendiculaire^  à  la  distance  p  de  l'ori- 
gine, sur  la  droite  avec  laquelle  les  axes  font|les  angles  a  et  3  ;  et 
rien  que  celte  perpendiculaire. 

Rappelons  à  cet  effet  la  relation  (4)  qui  existe  entre  ces  angles 
et  l'angle  0  des  axes  de  coordonnées  . 

sin*6  =  cos^a  4-  cos^p  —  2  cosa  cosp  cos6  (4) 

Si  l'on  tire  des  rapports  (26)  les  valeurs  de  cos  a  et  de  cos  ^ 
pour  les  substituer  dans  (4)»  on  trouve 

c*  sin'e  =  p^  {a?  -h  b^^2ab  cos6) 


d'où 
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c  sin6 

p  = 


par  suite 


yj  a?  +  b^  —  7.ab  cos  6 


a  8in6  .     . 

cos  a  =  qp  --=^=— — =s==r-.  (2  j) 

\  a^  -h  b^  —  ^ab  cos  0 

«  i  sin  6 

cosp  = 


y/  a^  +  i^  —  2  «A  cos  0 


les  signes  supérieurs  se  correspondanti  ainsi  que  les  signes  infé- 
rieurs. Il  y  a  donc  en  apparence  deux  solutions,  mais  on  \oit  sans 
difficulté  que  les  couples  de  valeurs  trouvés  correspondent  à  la 
même  droite  ;  car,  les  cosinus  étant  deux  à  deux  égaux  et  de  signes 
contraires,  les  deux  séries  de  cosinus  fournissent  sur  la  même 
droite  des  directions  opposées.  D'ailleurs,  les  deux  valeurs  de  p 
étant  aussi  égales  et  de  signes  contraires,  Ton  doit,  suivant  Tun  ou 
l'autre  cas,  porter  à  partir  de  Torigine  la  longueur  p  dans  le  sens 
de  la  direction  ou  dans  le  sens  opposé,  Textrémité  Pde  la  perpendi- 
culaire OP  sera  donc  la  même  dans  les  deux  cas,  et  la  perpendicu- 
laire AB  sur  OP  sera  unique,  ce  qui  prouve  la  seconde  proposition. 

21.  —  Mais  il  n'est  pas  seulement  démontré  par  là  que  toute 
«équation  du  premier  degré  entre  les  variables  or  et  y  représente  une 
ligne  droite  ;  Ton  a  trouvé  en  même  temps  les  cosinus  des  angles 
que  font  les  axes  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  Torigme  sur 
la  droite  ainsi  que  la  longueur  de  cette  perpendiculaire,  lesquels 
sont  exprimés  par  les  équations  (27)  en  fonction  des  coefficients 
a,  by  c,  de  Téquation  de  la  droite  ;  et  il  n'est  pas  inutile  d'insister 
sur  ce  fait  que  la  double  série  de  cosinus,  à  chacune  desquelles 
correspond  une  valeur  de  /?,  répond  à  une  seule  et  même  droite. 
Géométriquement,  il  n'y  a  qu'une  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  la  droite;  on  1  obtiendra  en  choisissant  celle  des  deux 
valeurs  de  p  qui  est  positive  ;  algébriquement  il  y  en  a  deux  égales 
et  de  signes  contraires,  et  correspondant  aux  deux  directions  aux- 
quelles donne  lieu  la  perpendiculaire. 

Supposons,  par  exemple, 

c  >  o 
alors,  si  l'on  prend  les  signes  supérieurs,  l'on  voit  que  p  est  positif 
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et  qu'il  faudra  porter  cette  longueur  à  partir  de  Torigine  sur  la 
direction  correspondante.  Mais  si  Ton  prend  les  signes  inférieurs 
Ton  obtient  la  direction  opposée,  en  sens  contraire  de  laquelle  il 
faut  porter  la  longueur  p  à  partir  de  l'origine;  de  telle  sorte  que, 
dans  tous  les  cas,  elle  est  située  dans  le  plan  de  la  même  manière  : 
ce  serait  l'inverse  si  c  était  négatif.  Dans  le  premier  cas,  ce  sera 
le  signe  supérieur^  dans  le  second  cas,  le  signe  inférieur  qui  donnera 
la  valeur  absolue  de  p. 

Ces  deux  cas  correspondent  à  deux  façons  d'être  de  l'origine  par 
rapport  à  la  droite.  On  a  vu  plus  haut  que  l'équation  (25)  repré* 
sente  la  droite  et  rien  que  la  droite  ;  la  droite  est  donc  le  lieu  des 
points  du  plan  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équation  (aS)  ; 
si  un  point  du  plan  est  situé  en  dehors  de  la  droite,  ses  coordon- 
nées, substituées  dans  l'équation  (25),  n'annuleront  pas  le  premier 
membre  et  lui  donneront  un  certain  signe.  L'on  conçoit,  en  vertu 
de  la  continuité  de  ce  premier  membre,  que  tous  les  points  du 
plan  qui  le  rendent  positif  forment  une  région  dans  le  plan,  qui  sera 
séparée  de  celle  qui  renferme  tous  ceux,  qui  le  rendent  négatif  par 
le  lieu  de  ceux  qui  Tannulent,  c'est-à-dire  par  la  droite  elle-même. 
Ces  deux  régions  sont  donc  celles  suivant  lesquelles  la  droite  par- 
tage le  plan,  et  Ton  voit  en  faisant 


x=o 


dans  l'équation  (24),  que  l'origine  est  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces 
régions  suivant  que  c  est  positif  ou  négatif. 

22.  —  Les  équations  (27)  donnent  lieu  a  quelques  remarques. 

L'on  voit  d'abord  que  les  cosinus  ne  s'expriment  qu'en  fonction 
des  coefficients  a  eib  des  variables,  et  ne  dépendent  même  que  du 
rapport  de  ces  coefficients;  le  paramètre  indépendant  c  ne  Qgure  en 
effet  que  dans  la  valeur  de/?;  et  si  Ton  divisait  les  deux  termes  de 
la  fraction  par  a  ou  par  à,  les  cosinus  ne  renfermeraient  que  le 
rapport  des  coefficients  a  el  b.  h  en  résulte  que  la  direction  de  la 
droite  ne  dépend  que  de  ce  rapport,  et  que  toutes  les  droites  repré- 
sentées par  l'équation  (24)  daus  laquelle  a  et  b  auront  des  valeurs 
proportionnelles  données,  c  variant  arbitrairement^  seront  paral- 
lèles entre  elles.  C'est  pourquoi  l'on  donne  souvent  le  nom  de  coef- 
ficient angulaire  de  la  droite  au  rapport  —  Tqui  serait  le  coeffi- 
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cient  de  x  si  l'on  résolvait  Téquation  par  rapport  à  y;  cette 
Dotation  n'est  pas  symétrique;  il  faut  s'en  servir  le  moins  pos- 
sible. 

On  peut  ensuite  chercher  ce  que  deviennent  ces  équations,  si, 
comme  cela  arrive  le  plus  ordinairement,  les  axes  de  Coordonnées 

sont  rectangulaires;  en  faisant  0=  -,  Ton  obtient 


p=.àz 


c 

v- 

a 

b* 

Va*  + 

b' 

h 

COSa  =  q=-= ^  {28) 


cos3=  .     , 

sja'  +  b'' 


83.  Distance  d'un  point  déterminé  par  ses. coordon- 
nées à  une  droite  donnée  par  son  équation.  —  Cette  dis- 
tance est  évidemment  la  même,  quels  que  soient  les  axes  de  coor- 
données choisis  dans  le  plan.  Soient 

ax-\-bj-^  c  =^0  (24) 

Téquation  de  la  droite  donnée,  et  x^,  y^  les  coordonnées  du  point. 
Transportons  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  ce  point: 
faisons  pour  cela  dans  l'équation  précédente  la  substitution 

/  ^ 

X    '—    %Xr        "T"    ^Â 

elle  deviendra 

ax'  -h  by  H-  ax^  -f-  bj^  -h  c  =  o 

ie  nouveau  paramètre  indépendant  étant  ax^  4-  by^  +  c,  la  dis- 
tance 3  de  la  nouvelle  origine  à  la  droite  sera  donnée  en  vertu  de 
{27)  par  la  relation 

8  =  ±  («■r.  +  ^J-.  +  c)8iae 

y/a»-(-i»-aa6cosô  ^  ^ 
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I^e  double  signe  s'explique  absolument  comme  dans  le  cas  où  le 
point  donné  est  Torigine,  et  la  valeur  absolue  de  8  s'obtiendra  en 
prenant  celle  des  deux  déterminations  qui  est  positive.  La  dis- 
tance 8  sera  nulle,  si  Ton  a 

ax^  -f-  bj^  4-  c  =  o 

c'est-à-dire  si  le  point  donné  est  sur  la  droite  ;  de  telle  sorte  que 
€elle-ci  se  présente  comme  le  lieu  des  points  dont  la  distance  à 
«lle-méme  est  nulle. 

Si,  dans  la  formule  (29),  Ton  vient  à  supposer  que  Téquation  de 
la  droite  a  la  forme  (26),  on  obtient  en  remplaçant  a,  6,  c*par  leurs 
valeurs,  Texpression  simple 

S  =  db  (x  COSa  4- J>^  COSP  —  p)  (3o) 

la  quantité  sous  le  radical  se  réduisant  à  sîn^  0  ;  c'est  une  des 
raisons  pour  lesquelles  on  adopte  souvent  cette  forme  pour  Téqua* 
tion  de  la  ligne  droite,  et  il  est  bon  d'observer  que  cette  simpli- 
fication a  lieu,  quel  que  soit  l'angle  des  axes. 
Si  les  axes  sont  rectangulaires,  la  î*elation  (29)  devient 

elle  est  d'un  usage  fréquent. 
24.  Exercices.  —  1 .  Vérifier  que  l'expression 

(ax^  -f-  by^  +  cf  sin'6 
a*-f-  6^—  2a A  cos6 

ne  change  pas^  si  l'on  fait  une  transformation  quelconque  de  coor^ 
données. 

Cette  expression  représente  en  effet  le  carré  de  la  distance  du 
point  (jT^,  y^  à  la  droite  (24).  On  fera  la  vérification  par  des  calculs 
analogues  à  ceux  qui  ont  été  développés  (Ghap.  I),  en  ayant  soin  de 
remplacer  par  leurs  nouvelles  valeurs,  non  seulement  les  para* 
mètres  a,  d,  c  de  la  droite,  mais  aussi  les  coordonnées  x^  et  y^  du 
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point  donné  :  il  sera  utile  de  remarquer  que  le  dénominateur  peut 
prendre  la  forme 

I  C0S6       a 

COS  6        1  b 

a  b  o 

2.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  deux 

droites  données  est  constant  et  égal  à  ~. 

v* 

Si 

a^x  •+■  h^  4-  c^  =  o 
ap:  +  h^  -f.  r^  =  o 

sont  les  équations  des  droites  données,  et  si  l'on  désigne  par  x 
et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  lieu,  ces  coordon- 
nées dcYront  satisfaire  à  l'équation 

^  (fl^j:-t-&|j-f-C|)  sinO  .  (^a-^a-H  ^2,y-4- r^)  sinO_X 
y/fl}  4-  AJ  —  lafi^  COS  6    ^à\  -h  i|  —  lajb^  cosO      ^ 


ou 


a^x^h^^-^c,        ^,        ^^+V-hr, 


\/aÎ4-  A?—  aa^A^  cos6         ^a\-k-b\—iajb.^  cos6 

le  signe  +  correspondant  au  cas  où  les  deux  distances  sont  prises 
ûTec  le  même  signe,  et  le  signe  —  à  celui  où  elles  sont  prises 
ayec  des  signes  contraires.  Géométriquement,  chacun  des  lieux 
obtenus  suivant  que  Ton  adopte  l'un  ou  l'autre  signe  répond  à  la 
question,  mais  il  est  facile  de  démontrer  qu'au  point  de  vue  algé- 
brique la  solution  complète  s'obtient  en  ne  considérant  que  l'un 
d'eux,  et  que  l'autre  répond  à  un  rapport  égal  et  de  signe  con- 
traire au  rapport  donné.  Il  faut  d'abord  observer  que,  les  deux 
équations  ainsi  obtenues  étant  du  premier  degré,  chacun  des  lieux 
est  une  ligne  droite  ;  de  plus,  les  deux  droites  passent  par  le  point 
de  rencontre  des  droites  données  puisque  les  deux  équations  sont 
satisfaites  pour  les  valeurs  de  a:  et  y  qui  annulent  en  même  temps 
les  premiers  membres  des  équations  données.  Cela  posé,  soient 
X'OX,  Y'OY  les  axes  de  coordonnées  (fig.  17),  AB  et  CD  les  deux 
droites  données,  OP  et  OQ  les  perpendiculaires  abaissées  de  l'ori- 
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gine  sur  ces  droites.  D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  lors  de  la 
recherche  de  la  distance  d*un  point  à  une  droite,  le  signe  qui 
doit  accompagner  la  valeur  absolue  de  cette  distance  dépend  uni- 
quement de  celle  des  deux  directions  que  Ton  considère  comme 
positive  sur  la  perpendiculaire  à  la  droite  :  pour  que  le  problème 
soit  déterminé,  il  faudra  donc  spéciQer  sur  chacune  des  perpen- 
diculaires OP  et  OQ  la  direction  suivant  laquelle  on  comptera  les 


Fig.  17 

distances.  Supposons  que  Ton  ait  adopté  les  directions  OP  et  OQ, 

on  voit  alors  immédiatement  que  le  rapport  jrrn  des  distances  d'un 

point  M  du  plan  aux  deux  droites  est  positif  et  varie  de  o  à  +  00 
dans  les  deux  angles  BIC,  AID;  tandis  qu'il  est  négatif  et  varie 
de  —  00  à  o  dans  les  deux  autres  angles  :  de  telle  sorte  qu'il  n'y  a 
qu'une  seule  droite  MI  passant  par  le  point  1  pour  lequel  le  rap- 

port  jTïTi  ait  une  valeur  algébrique  donnée.  On  doit  donc  inter- 
préter le  double  signe  de  l'équation  (Ss)  en  disant  que,  géométri- 
quement, les  deux  droites  trouvées  répondent  à  la  question,  mais 
que,  algébriquement,  l'on  doit  adopter  l'un  ou  l'autre  signe  sui- 
vant celle  des  deux  directions  à  laquelle  donne  lieu  chaque  per- 
pendiculaire qui  est  considérée  comme  positive. 

Si  l'on  se  place  toujours  au  même  point  de  vue  algébrique,  les 
deux  droites  trouvées  sont  deux  lieux  bien  différents  et  corres- 
pondent respectivement  à  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires du  rapport  donné  :  elles  forment  avec  les  deux  droites 
données  une  figure  qui  recevra  un  peu  plus  loin  le  nom  de  faisceau 
harmonique. 
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On  verra  aussi  plus  loin  que  Téquation   générale  de  droites 
passant  par  le  point  I  est  : 

dans  laquelle  le  rapport  des  coefQcients  X  et  pi  varie  arbitrairement. 
Qn  pourra  toujours  déterminer  ce  rapport  de  telle  façon  que  cette 
équation  soit  identique  avec  Tune  des  équations  (82)  ;  de  telle  sorte 
que,  réciproquement,  toute  droite  passant  par  le  point  d'intersec- 
tion de  deux  droites  données  peut  être  considérée  comme  le  lieu 
des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  ces  deux  droites 
a  une  valeur  algébrique  constante. 

25.  Angle  de  deux  droites  données  par  leurs  équations. 
—  Condition  de  parallélisme.  —  Condition  de  perpendicu- 
larité.  —  Soient 

a^x  -f-  bj-  -f-  c^  =  o 
a^  4-  b^  -h  Cj  =  o 

les  équations  des  deux  droites  :  on  a  vu  (12)  que,  en  désignant 
par  Si  04  et  o^,  0.j  les  angles  que  font  les  axes  avec  les  perpendicu- 
laires à  ces  droites,  le  cosinus  de  Tangle  de  ces  perpendiculaires  et 
par  suite  celui  de  l'angle  des  droites  est  donné  par  la  relation  : 


cosV=: :-^ 


sin^6 


I  cos6 

cosô        I 
COS  Xj       cos  02 


COSa 


cos  04 
o 


(7) 


Remplaçant  les  cosinus  par  les  valeurs  trouvées  (27),  il  vient 


e«fT  = 


cin'f* 


cost 


gj  iin> 


cotS 


Va7  +  6}  — 2a,A,  cos» 
fr,  8in> 


a^  sint 


b^  sixk  t 


Va;  +  6|  — 2a,6,cos9 


Va|  +  ^i  ~  Sajà]  eose  V'a3-H  ^i'^S^s^a  coi9 


ou,  en  faisant  sortir  les  radicaux  du  déterminant,  et  supprimant 
le  facteur  commun  sin^O 


cos  V=:p 


I 


Vaî4-^î  —  la.b  cosO  Sla\-\-b\  —  aa2^2  cos  6 


I 

cosO 

«) 

008  0 

1 

*i 

«2 

b. 

0 
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<î'est-à-dire,  en  développant 

^al-hbl  —  2a ^  b^  COS  6   \la\  +  AJ  —  2a^b^  COS  6 

L'on  est  ainsi  conduit  à  trouver  pour  cos  V  deux  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires  ;  celle  de  ces  deux  valeurs  qui  est  positive 
représente  le  cosinus  de  Tangle  aigu  des  deux  droites,  celle  qui 
€st  négative  représente  le  cosinus  de  Tangle  obtus. 

Le  sinus  s'obtiendra  par  la  formule 

sin*V=i  — cos^V 


[a\-^b\—  la^b^  COS6)(a5-l-  A|  —  artf^Â^cosô) 


d'où  l'on  tire 


•    -«r  (a,A.j  — a^A.)  sinô 

sm  Y  =  :i=  \    i    I         3    4/ 


yJa\-{-b\  —  2a^b^  COSO  y'ajH- Aj  — ^«0^2  C0S6 


(34) 


Les  deux  angles  supplémentaires  formés  par  les  droites  données 
ont  même  sinus;  le  double  signe  provient  de  ce  que  l'on  n'a  pas 
spéciQé  le  sens  dans  lequel  est  engendré  l'angle  cherché.  Quant 
à  la  tangente,  elle  est  donnée  avec  la  même  ambiguïté  que  le 
sinus,  par  la  formule  : 

^         cosV         a,«2-l-A,A3  — («<Aa-l-«aAJcose  ^     ^ 

Si  les  deux  droites  doivent  être  parallèles,  on  a  vu  comme  consé- 
quence des  équations  (27)  que  les  coefficients  des  variables  dans  les 
équations  des  deux  droites  doivent  être  proportionnels  ;  on  arrive 
au  même  résultat  en  égalant  à  zéro  l'expression  trouvée  pour  le 
sinus  de  leur  angle,  ce  qui  donne 

d'où  l'on  tire 

«2     *i 
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Pour  que  les  droites  soient  perpendiculaires ,  il  faut  que  le  cosinus 
de  leur  angle  soit  nul,  c'est-à-dire  que  Ton  ait  : 

a^a^  4-  ^4^2  ""  (^1*2  "^"  ^2^ù  COS  6  =  0  (36) 

Cette  condition  se  simplifie  si  les  axes  sont  rectangulaires  et  se 
réduit  à 

On  la  met  quelquefois,  dans  ce  dernier  cas,  en  désignant  par  m^ 
et  m,  les  coefficients  angulaires  des  deux  droites,  sous  la  forme 

m^m.^  4-1=0 

mais  cette  forme,  qui  ne  peut  être  utile  dans  les  applications  que 
dans  les  cas  très  particuliers  où  les  équations  des  droites  sont  réso- 
lues par  rapport  à  ^,  nécessite  dans  tous  les  autres  cas  :  i""  la  ré- 
solution des  deux  équations  par  rapport  à  y;  2^  la  substitu- 
tion des  Yaleurs  trouvées  pour  m^  et  m^;  3""  la  simplification, 
après  cette  substitution,  de  la  formule,  dans  laquelle  m^  et  m.^ 
ont  des  expressions  fractionnaires.  Nous  ne  la  citons  que  pour 
mémoire. 

26.  Équation  de  la  ligne  droite  en  fonction  des  seg- 
ments qu'elle  Intercepte  sur  les  axes  de  coordonnées.  — 

Si  Ton  appelle  p  etq  les  segments  pris  avec  leurs  signes  et  comptés 
à  partir  de  l'origine  que  la  droite  dont  Téquation  est 

ax  4-  A^  4-  c  =  o 

intercepte  sur  les  axes  de  coordonnées  X'OX  et  Y'OY,  on  obtiendra 
le  premier  en  faisant  x  =/>,  ^  =  o,  dans  Téquation,  ce  qui  donne 

c 

p=-- 

et  le  second  en  y  faisant  jr  =  o,  y  =  ^,  d'où  Ton  tire 

c 
9  =  -r 
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Remplaçant  a  et  b  par  leurs  valeurs  en  fonctions  de  petdeq  et 
divisant  par  c,  il  vient  pour  Téquation  cherchée 


X        Y 

--+-"-=1 
P      9 


(38) 


11  est  facile  d*arriver  au  même  résultat  par  des  considérations 
géométriques.  Supposons,  par  exemple,  que  la  droite  ait  une  posi- 
tion telle  que  AB  (6g.  i8);  figurons  les  coordonnées  MP  et  OP 


FJg.  i8 


d'un  point  quelconque  M  de  la  droite;  les  triangles  semblables 
AOB,  APM  donnent 

OBPM 

OÂ~Fa 


les  longueurs  qui  figurent  dans  ce  rapport  étant  prises  en  valeur 
absolue.  Pour  la  figure  considérée,  les  valeurs  absolues  de  OB  et 
de  OA  sont  y  et  —  /?,  celles  de  PM  et  de  PA  sont  y  et  x^p;  on 
a  donc 

-p    ^-p 

d'où 

X         Y 
P  V 


relation  générale,  quelles  que  soient  la  position  de  la  droite  et  celle 
du  point  M  pris  sur  elle. 
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27.  Détenniner  le  point  d'interseotion  de  deux  lignes 
droites  données  par  leurs  équations.  —  Soient 

les  équations  de  deux  droites  données  :  les  coordonnées  de  leur 
point  d'intersection,  devant  satisfaire  à  la  fois  les  deux  équations, 
s*obtiendront  en  cherchant  les  valeurs  de  a;  et  dey  qui  les  vérifient 
simultanément.  L'algèbre  donne  pour  ces  coordonnées  les  valeurs 

Si  le  dénominateur  commun  est  difiTérent  de  zéro,  les  valeurs  des 
inconnues  sont  toujours  possibles  et  permettront  de  construire  les 
coordonnées  du  point  d'intersection.  Si  le  dénominateur  commun 
est  nul  sans  que  les  numérateurs  le  soient,  les  valeurs  de  or  et  de  y 

prennent  la  forme  —,  ce  qui  veut  dire  que  le  point  d'intersection 

des  deux  droites  est  rejeté  à  l'infini,  c'est-à-dire  que  les  deux  droites 
sont  parallèles  :  ce  à  quoi  Ton  devait  s'attendre  puisque  les  coeffi- 
cients des  variables  sont  proportionnels.  Enfin  si,  dans  la  même 
hypothèse,  un  numérateur  est  nul,  l'autre  numérateur  l'est  aussi, 

et  les  deux  inconnues  prenant  la  forme  -,  le  point  d'intersection  est 

indéterminé,  ce  qui  tient  à  ce  que  les  deux  droites  se  confondent. 
On  a  en  effet  dans  ces  deux  hypothèses 

flj      b,^      c^ 

et  les  deux  équations  données,  ayant  tous  leurs  coefficients  propor- 
tionnels, représentent  la  même  ligne  droite. 

28.  Condition  pour  que  trois  lignes  droites  données 
par  leurs  équations  soient  eoneourantes.  —  Soient 

a^x  4-  h  (y  -+-  c,  =  o 
a^  4-  h^  4-  Cj  =  o 
«3^  -^  *a7  +  ^3  =  o 
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les  équations  des  trois  lignes  droites.  Si  ces  trois  lignes  droites 
concourent  en  un  même  point,  les  coordonnées  de  ce  point  devront 
satisfaire  à  la  fois  les  trois  équations.  Il  faudra  donc  que  les  va- 
leurs de  X  et  de  y,  tirées  de  deux  d'entre  elles,  satisfassent  la 
troisième,  ce  qui  revient  à  dire  qu'il  suffit,  pour  trouver  la  condi- 
tion demandée,  d'éliminer  x  et  y  entre  les  trois  équations.  On  sait 
que  le  résultat  de  l'élimination  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  dé- 
terminant du  système  des  coefficients  des  trois  équations  ;  ce  qui 
donne  : 


a^       Aj       Cj 

«3  A3  C3 


(39) 


29.  Équation  générale  des  lignes  droites  passant  par  on 
point  donné.  —  On  entend  par  équation  générale  d'une  famille 
de  courbes,  une  équation  renfermant  un  ou  plusieurs  paramètres 
variables,  telle  que  pour  certaines  valeurs  attribuées  à  ces  para- 
mètres, l'équation  puisse  représenter  une  courbe  prise  à  volonté 
dans  le  système,  et  que  pour  aucun  ensemble  de  valeurs  des  para- 
mètres elle  ne  puisse  représenter  une  courbe  étrangère  au  système. 
Soient  x^  et  y,  les  coordonnées  du  point  donné,  si 

rto:  -f-  ij^  -h  c  ==  o 

est  l'équation  de]  la  droite  cherchée  ;  cette  droite  devant  passer 
par  le  point  donné,  on  aura 

ax^  -h  hy^  -h  c  =  o 

Si  l'on  retranche  cette  équation  de  la  précédente,  il  vient 

a{x^x^->rh{j  -J^^)  =  o  (4o) 

Le  paramètre  c  se  trouve  ainsi  éliminé,  et  l'équation,  ne  renfermant 
plus  que  le  rapport  des  coefficients  a  et  A,  est  l'équation  générale 
demandée.  Plus  généralement,  si  le  point  donné,  au  lieu  d'être  dé- 
terminé par  ses  deux  coordonnées  a:^  et  y^ ,  est  à  l'intersection  de 
deuxdroites  données  parleurs  équations, que  nous  désignerons  pour 
abi^éger  par 

X=o      Y=o 
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réquation  générale  des  droites  passant  par  ce  point  est 

>.X  +  jxY  =  o  (4i) 

En  effet.  Ton  voit  d'abord  que  cette  droite  pasçe  nécessairement, 
quels  que  soient  X  et  |i.,  par  le  point  d'intersection  des  deux  droites 
données,  puisque  son  équation  est  satisfaite  pour  toute  valeur  de  x  et 
de  y  qui  satisfait  en  même  temps  les  deux  premières  équations. 
Réciproquement,  elle  représente  toutes  les  droites  passant  par  le 
point  donné;  car  si  Ton  se  donne  arbitrairement  une  droite  com- 
prise dans  réquation  générale  (4i),  et  si  pour  achever  de  déter- 
miner cette  droite  on  veut  la  faire  passer  par  un  second  point  de 
coordonnées  x^  et  y^  ;  en  désignant  par  X^  et  Y^  le  résultat  de  la 
substitution  de  ces  coordonnées  dans  les  équations  des  deux  droites, 
on  aura,  pour  déterminer  le  rapport  des  paramètres  X  et  [a,  la  re- 
lation 

XX^  H-  |xY^  =  o 

d'où  l'on  tirera  toujours  pour  X  et  (a  des  valeurs  proportionnelles 
différentes  de  zéro,  puisque  par  hypothèse  le  second  point  n'étant 
pas  le  point  d'intersection  des  deux  droites  données,  on  n'aura  pas 
simultanément 

X,  =  o      Y^  =  o 

Ainsi,  l'on  peut  achever  de  déterminer  une  droite  comprise  dans 
réquation  générale  (4i)  en  la  faisant  passer  par  un  second  point; 
il  suit  de  là  que  cette  équation  représente  toutes  les  droites  passant 
par  le  point  donné,  puisqu'on  peut  assujettir  la  droite  variable  à 
avoir  deux  points  communs  avec  une  droite  arbitrairement  choisie 
parmi  celles  qui  passent  par  ce  point. 

11  est  bon  d'observer  que  l'équation  générale  (4o)  n'est  qu'un 
cas  particulier  de  l'équation  (4i),  celui  où  les  deux  droites  données 
sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées  ;  puisque,  passant  par  le 
point  {x^^  y^y  ces  parallèles  ont  pour  équations 

x  —  x^  =  o      j— j-,  =  o 

On  peut  remarquer  aussi  que  l'équation  générale  (4i)  est  une 
équation  du  premier  degré  en  ^k:  et  y  qui  est  linéaire  et  homogène 
par  rapport  aux  paramètres  X  et  ]l.  Réciproquement,  toute  équation 

PiCQcrr,  Géom,  analyt.  4 
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du  premier  degré  en  x  et  y  qui  renfermera  linéairement  un  para- 
mètre variable,  ou  qui  sera  homogène  et  du  premier  degré  par 
rapport  à  deux  paramètres^  représentera  une  droite  variable  qui 
passe  par  un  point  fixe.  Si  Ton  suppose  en  effet  que  dans  Téquation 

ax  -h  bj-  4-  c  =  o 

les  coefficients  a,  b,  Cy^  soient  des  fonctions  homogènes  de  a  et  de 
ji.,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

b  =z  \b^  -+-  ixij 
c  =z  Xc^  -h  \LC.2 

l'équation  de  la  droite  pourra  s'écrire  en  ordonnant  par  rapport 
à  X  et  à  p. 

X(«^.r  -h  b^  -^  ^4)  -+-  vk^-x^^  -+-  ^ij  -+-  Cj)  m  o 

et  représentera,  quels  que  soient  X  et  [jl,  une  droite  passant  par  le 
point  d'intersection  des  deux  droites  dont  les  équations  seraient 

a^x  -h  i  j"  -h  c^  —  o 
a^j:  -h  b^r  -+-  Cj  =  o 

11  résulte  de  là  une  nouvelle  façon  d'exprimer  que  trois  droites 
données  sont  concourantes,  car  si  la  droite 


doit  passer  par  le  point  d'intersection  des  deux  premières  que  nous 
supposerons  toujours  sous  la  forme 

X  =  o      Y==o     • 

son  équation  doit  être  de  la  forme  (40  et  on  devra  par  consé- 
quent avoir  identiquement,  pour  des  valeurs  déterminées  de  X,  (i 
et  V 

V  V 
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OU 

XX  H-  |jlY  -h  vZ  —  o 

ce  qu'on  pouvait  voir  encore  en  remarquant  qu'en  vertu  de  l'équa- 
tion (39)  il  doit  exister  une  même  relation  linéaire  et  homogène 
respectivement  entre  les  coefficients  correspondants  des  trois  équa- 
tions* laquelle  aura  lieu  par  suite,  identiquement,  entre  les  trois 
premiers  membres. 

» 

30.  Bxercices.  —  1.  Démontrer  que  les  trois  hauteurs  et  un 
triangle  se  coupent  en  wi  même  point. 
Soient 

X — «^j:-h  i  j^-i- c^  —  o 
Z = /ïg-r -h  A3  r -h  C3  =:  o 

les  équations  des  trois  côtés  du  triangle:  l'une  des  hauteurs,  pas- 
sant par  le  point  d'intersection  des  deux  premiers  côtés^  aura  une 
équation  de  la  forme 

>JC  +  [x  Y  =  o 

Si  l'on  exprime  qu'elle  est  perpendiculaire  au  troisième,  la  con- 
dition (36)  donne 

! Xa,  -+- *^^a^ •+■  [Ib^  -h  [Lb^)b^  —    {Xa^  -h  [tja.^)b^ ■+■  aj}^b^  -h [f.b.^)  j  cos6  =  o 

9u  en  ordonnant 

ce  qui  donne  pour  Téquatîon  de  la  hauteur,  après  l'élimination 
de  X  et  de  ^, 

X   (ri^a^-i-b.,b^)  —  {a^b^-ha^b,,)cos^     -Y   {a.^a^'hb^b^)  —  {a,^b^-ha^b^)cosb  1 
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Oa  aurait  de  même  pour  les  équations  des  deux  autres  hau* 
teurs  : 

YJ  {a^a^-hb3b^)  —  {a^b^-ha^b^)C0Sh   =Z   {a^a^'i-b^b^)  —  {a^b.yha^b^)cos^ 
Z   {a^a^-hb^b.^—{a^b.y^ha.^b^)cos^  |~^   {a.2a^-hb^b^)-'{a2b^'ha^b.^) COS^  j 

Si  Ton  ajoute  ces  équations^  on  obtient  une  identité  d*où  il  résulte 
que  ces  trois  droites  sont  concourantes.  On  aurait  pu  obtenir  une 
simpliGcation  d'écriture  en  choisissant  les  axes  rectangulaires. 

2.  Etudier  la  figure  formée  par  les  six  bissectrices  des  angles  in- 
ternes et  externes  d'un  triangle. 

Les  bissectrices  d'un  angle  peuvent  être  considérées  comme 
le  lieu  des  points  dont  les  distances  aux  côtés  de  Tangle  sont 
égales  entre  elles,  en  valeur  absolue.  Algébriquement ,  elles  sont 
égales  pour  Tune  des  bissectrices,  égales  et  de  signes  contraires  pour 
l'autre.  D'après  ce  qui  a  été  vu,  l'équation  des  deux  bissectrices 
de  Tangle  des  deux  premiers  côtés  sera 

X  Y 

=  o 


^a\-{-b\  —  ^a^b^  cos6      va|-+- A|  — aa^A^  cos6 

on  aura  de  même,  pour  les  deux  autres  couples,  les  équations 


y^l-hi'  — aa^^a  COSO      y^aj  H- ij  —  aûjij  cosO 


=  0 


=  0 


yaj-t- 41—2^3^3  C0S6      \Ja\'^b\—2.a^b^  C0S6 

Si  l'on  prend  partout  le  signe  —  et  si  Ton  ajoute  les  trois 
équations,  on  obtient  une  identité.  On  obtient  encore  une  identité 
si  l'on  prend  deux  signes  +  et  un  signe  —,  et  si  l'on  ajoute  après 
avoir  changé  tous  les  signes  dans  l'une  des  deux  équations 
où  l'on  a  pris  le  signe  +.  On  a  donc  un  système  de  trois  couples 
de  droites,  telles  que  si  Ton  considère  le  point  d'interseotion  de 
deux  quelconques  d'entre  elles  prises  dans  dés  couples  différents. 
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une  droite  du  troisième  couple  passe  par  ce  point.  Donc  :  l""  les  bis- 
sectrices internes  sont  concourantes^  puisque  par  le  point  d'intersec* 
tion  de  deux  d*entre  elles  passe  une  troisième  bissectrice  qui  ne 
peut  être  qu'une  bissectrice  interne  ;  2^  deux  bissectrices  externes 
et  la  bissectrice  interne  du  troisième  angle  sont  concourantes  ;  en 
effet,  dans  Tensemble  des  quatre  combinaisons  indiquées,  chaque 
bissectrice  figure  deux  fois  ;  il  y  a  donc  sur  chacune  d'elles  deux  des 
quatre  points  de  concours  :  or,  sur  une  bissectrice  interne  il  y  a 
déjà  le  point  de  rencontre  des  bissectrices  internes,  le  second 
point  de  concours  appartiendra  donc  nécessairement  à  deux  bissec- 
trices externes  ;  de  telle  sorte  qu^enfin  chacun  des  trois  derniers 
points  de  concours  sera  sur  deux  bissectrices  externes  et  sur  une 
bissectrice  interne.  11  n'y  a  pas  de  raison  d'ailleurs  pour  que  ce 


Fig.  19 

soit  le  premier  qui  s'obtienne  en  prenant  partout  le  signe  —  : 
mais,  en  revanche,  on  pourra  toujours  s'arranger  de  façon  que 
cela  ait  lieu  ;  il  suffira,  si  cela  n*a  pas  lieu,  de  changer  de  signe 
le  premier  membre  de  l'une  des  trois  équations,  ce  qui  ne  l'empê- 
chera pas  de  représenter  toujours  la  même  droite.  Si,  par  exemple, 
les  trois  bissectrices  internes  s'obtiennent  en  prenant  le  signe  + 
dans  les  deux  premières  équations  et  le  signe  —  dans  la  troisième . 
en  changeant  le  signe  de  Y  et  posant 

-Y=Y, 

on  aura  le  signe  —  partout. 

Les  quatre  points  de  concours  P,  Q,  R,  S,  donnent  lieu  à  ce  que 
l'on  appelle  un  quadrangle  complet,  qui  est  la  figure  formée  par 
quatre  points  et  les  six  droites  qui  les  joignent  deux  à  deux  :  les 
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propriétés  de  cette  figure  seront  développées  plus  loin.  Le  côté 
opposé  d'un  des  six  côtés  est  celui  qui  joint  les  deux  points  exté- 
rieurs au  côté  considéré  ;  dans  le  cas  présent ,  deux  côtés  opposés 
quelconques  sont  rectangulaires,  et  le  quadrilatère  a  pour  sommets 
les  sommets  et  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un  triangle; 
pour  côtés,  les  côtés  et  les  hauteurs  du  triangle.  Il  est  à  remar- 
quer que  Ton  peut  choisir  arbitrairement  trois  des  quatre  points 
Py  Q,  R,  S;  le  quatrième  est  toujours  le  point  de  concours  des 
hauteurs  du  triangle  des  trois  autres  :  Tun  d'eux,  centre  du  cercle 
inscrit,  est  intérieur  au  triangle  des  trois  autres,  centres  des  cercles 
exinscrits  au  triangle  ABC.  Réciproquement,  étant  donné  un  trian- 
gle et  le  point  de  concours  des  hauteurs,  il  existe  toujours  entre  ces 
quatre  points  les  mêmes  relations  de  position  qu'entre  les  points  P, 
Q,  R,  S,  et  Ton  sait  que  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  som- 
mets des  trois  angles  droits  admet  pour  bissectrices  les  six  côtés  de 
ces  trois  angles. 

31.  Mener,  par  un  point  donné  par  ses  coordonnées, 
une  parallèle  &  une  droite  donnée  par  son  équation.  — 

Soient  x  et  y,  les  coordonnées  du  point  :  on  a  vu  précédemment 
que  réquation  générale  des  lignes  droites  passant  par  ce  point  est  : 

dans  laquelle  on  peut  encore  disposer  arbitrairement  du  rap- 
port -  ;  si  la  droite  donnée  a  pour  équation  : 

aX'\-hy'\-c=^o 

la  droite  cherchée  lui  sera  parallèle,  si  les  coefficients  des  variables 
sont  proportionnels  à  ceux  de  la  droite  donnée  ;  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  leur  sont  égaux,  puisqu'elle  doit  être  homogène  par 
rapport  à  ces  coefficients.  On  a  vu,  en  effet  (§  aa),  que  la  direction 
de  la  droite  dépend  uniquement  du  rapport  des  coefficients  des  va- 
riables. L'équation  cherchée  sera  donc  : 

a(a:— a:^)-^i(r— J^<)  =  o  (42) 
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En  particulier,  Tcquation  de  la  parallèle  menée  par  Torigine  à  la 
droite  donnée  est  : 

ax  ^-by=zo 

comme  c'était  évident  à  priori;  l'équation,  pour  être  satisfaite  par 
les  coordonnées  de  l'origine,  ne  devant  pas  renfermer  de  terme 
constant. 

Le  problème  se  trouve  donc  résolu  et  l'on  a  trouvé  l'équation 
de  la  parallèle  menée  par  un  point  à  une  droite,  laquelle  est  uni- 
qtiCj  ce  que  l'on  exprime  quelquefois  en  disant  qu'il  n'y  a  qu'un 
point  à  l'infini  sur  une  droite.  S'il  y  en  avait  deux,  les  droites  qui 
les  joindraient  à  un  point  donné  seraient,  en  effet,  deux  parallèles 
distinctes  menées  par  ce  point  à  la  droite.  Ce  point  est  à  l'infini, 
en  même  temps,  sur  les  deux  directions  auxquelles  donne  lieu 
la  droite,  et  ce  résultat  ne  doit  pas  paraître  plus  surprenant  que 
toute  discussion  algébrique  dans  laquelle  on  voit  une  fonction 
devenir  en  même  temps  égale  à  +  <x>  et  à  —  <x>  pour  une  même , 
valeur  limite  de  la  variable,  suivant  que  la  variable  tend  vers 
cette  limite  par  des  valeurs  inférieures  ou  par  des  valeurs  supé- 
rieures. Toutefois  il  faut  observer  qu'on  n'a  pas  par  là  comblé  la 
lacune  qui  existe  dans  la  théorie  des  parallèles;  et  si  l'on  n'a  trouvé 
(\\\une  parallèle  menée  par  un  point  à  une  droite,  c'est  après  avoir 
admis  plusieurs  fois  que  cette  parallèle  est  unique,  notamment  dans 
la  définition  même  des  coordonnées  cartésiennes,  puisque  les  coor- 
données d'un  point  s'obtiennent  en  menant  par  ce  point  une  paral- 
lèle à  chacun  des  axes.  En  un  mot,  le  postulatumd'Euclide  subsiste 
toujours  comme  tel,  et  la  notion  du  point  unique  à  l'infini  sur  une 
droite  en  dérive,  pour  ne  pas  dire  que  c'est  le  postulatum  lui- 
même. 

On  met  quelquefois  l'équation  (4^)  sous  une  autre  forme  qui  est 
la  suivante  : 


11  suffit  pour  cela  de  donner  à  /?  et  à  q  des  valeurs  proportion- 
nelles à  A  et  à  —  a.  Si  l'on  appelle  p  la  valeur  commune  des  deux 
rapports,  on  peut  déterminer  ces  valeurs  proportionnelles  de  telle 
façon  que  p  soit  précisément  la  distance  du  point  variable  {x,  y)  au 
point  fixe  (x,,  yj  :  il  suffit  d'adopter  pour  ces  valeurs  les  coor- 
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données  du  point  situé  à  Tunité  de  distance  de  l'origine  sur  la 
parallèle  menée  par  l'origine  à  la  direction  donnée.  Ces  coordon- 
nées sont,  en  elTet,  proportionnelles  à  6  et  à  —  a,  puisqu'elles  sont 

b  — a 

■  et 


\/a^-Hi^— a«i  C0S6  \J a^  +  b^  —  VLab  cosO 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  en  remarquant  que  ce  point  satis- 
fait réquation 

et  que  sa  distance  a  l'origine  est  Tunité.  Si  donc  on  les  représente 
par />  et  q^  et  si  Ton  appelle  M  un  point  quelconque  de  la  droite 
cherchée  (fig.  sic),  si  par  le  point  donné  A  sur  cette  droite  on  mène 


1- 

/ 


A       ' 


tt:^ 


y 


•^'  <r 


I 


Fig.  ♦o 

une  parallèle  à  Taxe  X'OX,  et  par  le  point  M  une  parallèle  à 
ra\e  Y  OY  ;  si  Ton  mène  aussi  les  coordonnées  du  point  P,  1  on 
obtient  deux  triangles  semblables  ORP,  AQM.  qui  donnent  les  re- 
lations 

AQ_AIQ_AM 
ÏÏR~M~OP 

entre  les  valeurs  absolues  de  leurs  côtés.  Remplaçant  chacune  de 
c<^  quantités  par  leur  valeur^  il  \ient 


X  — X,       »  —  ». 
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en  donnant  à  p  la  signification  indiquée  plus  haut.  On  tire  de  là 
les  relations 

.  J==J<-+-yp  (43) 

qui  expriment  les  coordonnées  d'un  point  yariable  de  la  droite, 
en  fonction  des  données  et  de  la  yariable  p.  L'équation  de  la  droite 
elle-même  s'obtiendrait  en  éliminant  p  entre  ces  deux  équations. 
Elles  sont  souvent  utiles  ;  on  les  emploie,  par  exemple,  lorsque  l'on 
cherche  les  points  d'intersection  de  la  droite  avec  une  courbe 
donnée  par  son  équation. 

Au  lieu  de  tirer  a:  ou  y  de  l'équation  de  la  ligne  droite  pour  les 
substituer  dans  l'équation  de  la  courbe^  et  avoir  ainsi  l'équation 
dont  les  racines  seraient  soit  les  abscisses,  soit  les  ordonnées  des 
points  d'intersection  de  la  droite  avec  la  courbe,  on  remplace  dans 
cette  équation  x  et  y  par  les  valeurs  (43),  ce  qui  donne 

équation  en  p  dont  les  racines  sont  les  distances  au  point  fixe  A 
de  la  droite,  des  points  d'intersection  de  cette  droite  et  de  la  courbe  ; 
ce  qui,  indépendamment  d'une  plus  grande  symétrie,  offre  souvent, 
dans  les  applications,  de  grands  avantages. 

Remaroue. — Dans  les  équations  (43),  p  indique  une  distance  comp- 
tée suivant  une  des  deux  directions  auxquelles  donne  lieu  la  droite 
MA.  Si  l'on  avait  choisi  pour  p  et  q  les  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  à  celles  qui  ont  été  adoptées,  elles  auraient  représenté 
les  coordonnées  du  point  P'  symétrique  du  point  P  par  rapport  à 
l'origine  ;  mais  changer  de  signe  p  et  q,  cela  revient  à  changer  le 
signe  de  p  dans  lés  équations  (43)  ;  on  peut  donc  dire  que  ces  équa- 
tions expriment  les  coordonnées  d'un  point  variable  de  la  droite  en 
fonction  de  la  distance  de  ce  point  au  point  donné,  comptée  dans 
un  sens  ou  dans  l'autre  suivant  que  p  ei  q  sont  les  coordonnées  du 
point  P  ou  du  point  P'. 

En  coordonnées  rectangulaires,  on  les  met  souvent  sous  la  forme 

cosa         sina 
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OU 

Jr=Jr^'^p  COSa 

2  désignant  Tanglc  de  la  droite  avec  l'axe  des  œ. 

32.  Équation  de  la  ligne  droite  qui  passe  par  deux 
points  donnés.  —  Soient  {x^,  y^  et  {x^,  y^  les  coordonnées  des 
deux  points.  Si 

est  Téquation  de  la  droite  cherchée,  elle  devra  être  satisfaite  par  les 
coordonnées  de  chacun  des  points.  On  aura  donc  : 

ax^  -h  bj^  -h  c  =:  o 
et 

relations  qui  serviront  à  déterminer  les  valeurs  proportionnelles 
des  paramètres  a,  6,  c  :  ces  valeurs  substituées  dans  réijuation  de 
la  droite  donneront  Téquation  cherchée  ;  ce  qui  revient  à  dire  que, 
pour  obtenir  cette  équation,  il  suffit  d'éliminer  a,  b,  c  entre  les  trois 
précédentes.  Le  résultat  de  Télimination  est,  comme  on  sait 


-o  (44) 


X 

y 

I 

x^ 

y* 

I 

x^ 

y% 

I 

Lorsqu'une  ligne  droite  est  déterminée  par  deux  points,  on  peut 
encore,  comme  dans  le  problème  précédent,  exprimer  les  coordon- 
nées d'un  point  variable  de  la  droite  en  fonction  d'un  paramètre 

variable  qui  est  le  rapport  -,  suivant  lequel  ce  point  partage  le 

H* 

segment  ayant  pour  extrémités  les  points  donnés.  Si,  en  effet,  A  et 
B  sont  ces  deux  points  (fig.  21)  et  M  un  point  variable  pris  sur  la 
droite  entre  A  et  B;  si  par  chacun  d'eux  on  mène  des  parallèles 
à  l'axe  Y'OY  jusqu'à  leur  rencontre  avec  l'autre  axe,  les  triangles 
semblables  CAP,CMR,CBQ,  donneront  : 

PR_MA 
UK~MB 
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relation  dans  laquelle  les  quantités  qui  y  figurent  y  entrent  par 
leurs  valeurs  absolues.  D'ailleurs,  le  point  M  étant  à  l'intérieur 


Fîg.    21 

du  segment  AB,  le  rapport  des  valeurs  absolues  de  PR  et  de  QR 
est '.  Si  donc  le  rapport  donné  est  -  on  a  l'égalité  : 


JC 

^■l_ 

X 

X,, 

—  X 

~l^ 

X 

XXaH- 

1^4 

D  OÙ  l'on  tire 

X=       ^ 

X  +  IJL 

On  aurait  de  même  en  projetant  sur  Taxe  Y'OY, 


(45) 


^=ï^if  (45) 

et  ces  deux  équations  fournissent  les  coordonnées  du  point  M,  en 

fonction  du  paramètre  variable  —  ;  celle  de  la  droite  s'obtiendrait 

d'ailleurs,  par  l'élimination  de  ce  paramètre  entre  les  équations 
(45).  Il  faut  remarquer  qu'elles  s'appliquent  à  tous  les  points  de  la 
droite,  et  non  pas  seulement  à  ceux  du  segment  AR,  à  la  condition 

de  changer  le  signe  du  rapport  -,  si  le  point  M  est  en  dehors  du 

V* 

segment  AB.  Si  l'on  considère  en  effet  un  point  M'  sur  le  prolon- 
gement de  ce  segment,  et  si  l'on  appelle  -^  le  rapport  des  valeurs 
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absolues  des  distances  de  ce  point  aux  extrémités  du  segment,  le 
rapport  des   valeurs   absolues  de  PR'  et  de  QR'  devient  alors 

i,  et  l'on  obtient  pour  les  coordonnées  du  point  cherché  les 


lA*  *^'\ 


expressions  : 

[JL  —  X 

qui  ne  diffèrent  des  équations  (45)  que  par  le  signe  de  X.  On  peut 
donc  dire  que  les  équations  (45)  expriment  les  coordonnées  d'un 

point  variable  de  la  droite  en  fonction  du  rapport  variable  ^^  sui- 

vant  lequel  ce  point  partage  le  segment  AB,  à  la  condi- 
tion de  supposer,  comme  d'ailleurs  l'indique  la  règle  des  signes 
des  segments,  que  ce  rapport  change  de  signe  si  le  point  M 
est  en  dehors  du  segment.  Si  donc  on  l'a  considéré  comme 
positif  dans  le  premier  cas,  il  devra  être  négatif  dans  le  se- 
cond (*), 

Exemples.  —  Coordonnées  du  point  M  situé  entre  A  et  B,  tel  que 

l'on  ait  en  valeur  absolue  îrir  =  t- 

MB       J 

^~"        5        '      ^~        5 
coordonnées  du  point  M  situé  en  dehors  de  A  et  de  B,  tel  que  l'on 

MA 

(*)  A  la  vérité  le  rapport  rr^  est  négatif  si  le  point  est  à  Tintérieur  da  sefçment, 

MB 

puisque  ses  deux  termes  sont  comptés  dans  des  sens  différents  et  positif,  dans  le  cas 

contraire.  Mais  rien  n*empèche  d*appeler  -,  ainsi  que  nous  l'avons  fait,  non  pas  le  rap- 

port  des  distances  du  point  M  aux  extrémités  du  segment,  mais  le  rapport  suivant  le- 
quel le  point  M  partage  le  segment,  que  l'on  peut  alors  considérer  comme  positif  lorsque 
le  point  M  est  à  l'intérieur  du  segment,  mais  qui  devra  être  négatif  dans  le  cas  con- 
traire. On  est  en  effet  habitué,  par  la  géométrie  élémentaire,  lorsqu'on  cherche  le  point 
qui  partage  un  segment  donné  dans  un  rapport  donné,  qui  alors  est  toujours  positif,  à 
le  chercher  à  l'intérieur  du  segment.  Pour  concilier  cette  habitude  avec  la  règle  des 
signes,  il  suflQra  donc  de  regarder  toujours  ce  rapport  comme  égal  et  de  signe  contraire 
au  rapport  des  distances  du  point  aux  extrémités  du  segment  ;  l'un  et  l'autre  varient  de 
—  œ  à  +  ^  lorsque  le  point  M  décrit  toute  la  droite  et  ne  passent  qu'une  fois  par  une 
valeur  donnée. 


ait  en  valeur  absolue 
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MA  _  a 
MB  ""  3* 


^ —  j  — 


I  ^  1 


€e  point  est  évidemment  à  gauche  du  point  A. 

Coordonnées  du  point  milieu  du  segment  AB  :  il  faut  suppo- 
ser X  =  |JL,  ce  qui  donne  : 


2  "^  2 


Pour  que  x^Ky  deviennent  infinis,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  : 

A  +  Ul.  =  0       OU       -=— I 


Telle  est  la  valeur  du  rapport  -1  correspondante  au  point  à  Tinfini 

de  la  droite.  Il  partage  le  segment  donné  dans  le  rapport  —  i  ou 
encore  le  rapport  des  distances  de  ce  point  aux  extrémités  du  seg- 
ment est  égal  à  Tunité. 
Deux  points  M  et  M'  situés  Tun  entre  A  et  B,  l'autre  en  dehors 

du  segment  et  correspondants  à  des  rapports  -  égaux  en  valeur 

absolue,  mais  de  signes  contraires,  sont  dits  conjugués  harmoni- 
ques, par  rapport  à  A  et  à  B.  On  voit  donc  que  le  point  milieu 
d*un  segment  et  le  point  à  Tinfini  de  la  droite  sur  laquelle  est 
compté  le  segment  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
extrémités  du  segment. 

Les  équations  (45)  sont  utiles  dans  les  mêmes  circonstances  que 
les  équations  (43).  Si  Ton  veut  chercher  les  points  d'intersection 
avec  la  courbe 

f{x,j)  =  o 

de  la  droite  déterminée  par  les  deux  points  donnés,  on  pourra, 
remplacer  x  et  y  par  les  valeurs  (45)  dans  Téquation  de  la  courbe  : 
on  aura  ainsi  une  équation  homogène  en  X  et  (j.  dont  les  racinps 
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seront  les  rapports  suivant  lesquels  les  points  cherchés  partagent 
le  segment  AB. 

33.  Condition  pour  que  trois  points  soient  en  ligne 
droite.  —  Soient  {x^^  y^),  [x^,  y,^  et  [x^^  y^  les  coordonnées  des 
trois  points;  la  droite  qui  joint  les  deux  derniers  a  pour  équation 


J2 


«A»* 


3=0 


Pour  que  le  premier  soit  sur  cette  droite,  il  faudra  qu'on  ait  la  rela- 
tion 


X, 

ri 

I 

x^ 

Ji 

I 

X, 

^z 

I 

=zO 


m 


qui  est  la  condition  oherchée. 

34.  Bxercices.  —  1 .  Démontrer  que  les  médianes  dun  triangle 
sont  concourantes. 

Si  (^1'  y\)y  (^2»  Vtl  ^^  (^3)  Vz)  ^^^^  ^^^  coordonnées  des  trois  som- 
mets, les  coordonnées  du  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  der- 
niers sont 

9.  2 


la  droite  qui  joint  ce  point  au  premier  sommet  a  pour  équation 


X 

y 

I 

•^1 

Tk 

I 

•^2~^'^3 

Ji+Ja 

2 

=:0 


on  vérifie  immédiatement  qu'elle  passe  par  le  point  dont  les  coor- 
données sont 

3  3 


puisqu'en  remplaçant  x  ei  y  par  ces  valeurs  et  multipliant  la  pre- 
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mière  ligne  par  3,  les  termes  de  cette  ligne  sont  respectiyement 
égaux  à  là  somme  des  termes  correspondants  dans  les  deux  autres. 
Il  en  est  de  même,  par  symétrie,  des  deux  autres.  Si  Ton  cherche 
le  rapport  suivant  lequel  ce  point  partage  la  médiane,  prise  du 
sommet  du  triangle  à  son  autre  extrémité,  les  formules  (4^)  donnent  : 

d'où  Ton  tire  -=2. 

Ainsi  la  distance  du  point  de  concours  au  sommet  est  double 

de  sa  distance  à  Tautre  extrémité  de  la  médiane,  ce  qui  revient  à 

2 
dire  que  ce  point  est  aux  tt  de  la  médiane  à  partir  du  sommet. 

2.  Éiant  donnés  n  points  dans  le  plan  P^,  Pif  »•»  Pny  que  l'on  sup- 
pose affectés  de  coefficients  différents  y  m,,  m^,  m^,  positifs  ou 

négatifs^  on  partage  la  droite  qui  joint  deux  d'entre  eux  P^,  P^  dans 
le  rapport  inverse  des  coefficients  m,,  m^et  ton  affecte  le  point  ainsi 
obtenu  I^^  du  coefficient  m^  -h  m^;  on  procède  de  la  même  façon  avec 
ce  nouveau  point  et  le  troisième  point  P^,  ce  qui  donne  un  second 
point  R^  que  fon  affecte  du  coefficient  m^  -h  m^  -h  mj,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'au  dernier  point  Pn  :  démontrer  que  ce  dernier  point  est 
indépendant  de  tordre  dans  lequel  on  a  opéré. 

En  appelant  (ar^,  yj;  (a:^,  y^)  ; (^,4,  yn)  les  coordonnées  des  n 

points  considérés,  les  formules  (4^)  donnent  pour  les  coordonnées  du 
premier  point  R^  situéèTintérieurou  à  Textérieurdu  segment  P^P^ 
suivant  que  m^  et  m^  sont  ou  ne  sont  pas  de  même  signe 

ç  _  m^JT^  -h  m.^^  _  m^j^  -h  m.^Y.^ 

■ 

Ce  point  étant  affecté  du  coefficient  m^  +  m^,  on  aura  pour  les  coor- 
données du  second  point  R^ 

__  (m^  -h  m^)  S^  -h  m^Xg  _  m^x^  -h  m^^  -h  ^3^:3 

__  {m^  +  m^)  yl^  -h  m^y^  _  m^^r^  -h  m^  ^a  "^  ^s^a 
m^-i-m2-hm^  m^-hm^-hm^ 


u 
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De  même,  pour  le  dernier  point 


Ç«-i 


_  (m| -hm^-\- -hmn^i) ^n-~i-hfn„x,i 2mx 


m^-hm^ 


-hmn 


^n  — t  — 


2m 


m.  -h  m.,  -h 


-^mn 


2m 


€e  qui  fait  voir  que  ses  coordonnées  sont  indépendantes  de  l'ordre 
qui  a  été  adopté.  Si  Ton  suppose  que  les  coefficients  sont  les  masses 
respectives  des  points  donnés,  ces  coordonnées  sont  celles  du  centre 
de  gravité  du  système.  A  un  point  de  vue  plus  exclusivement  géomé- 
trique, on  appelle  ce  point  centre  des  distances  proportionnelles  du 
système  de  points  considérés.  Ses  coordonnées  s'obtiennent  de  la 
même  façon  que  lorsqu'on  veut  calculer  la  moyenne  de  quantités 
de  même  nature,  mais  affectées  chacune  d'un  certain  coefficient 

d'importance.  Si  les  coefficients  m^,  m^, m«  deviennent  égaux, 

on  obtient  alors  le  centre  des  moyennes  distances  dont  les  coordon- 
nées sont  les  moyennes  arithmétiques  des  coordonnées  de  même 
nom  des  points  considérés,  et  qui,  dans  le  cas  d'un  triangle,  n'est 
autre  que  le  point  de  rencontre  des  médianes. 

On  peut  conclure  de   ce   qui  précède  un  théorème  important 
relatif  au  triangle.  Soit  un  triangle  ABC  (fig.  22);  soit  Aa  une 


Fig.  21 


droite  issue  du  sommet  A;  elle  partage  le  côté  opposé  en  deux 
segments  Ba,  Ca  dont  on  peut  désigner  par  m,  et  m^  les  valeurs  pro- 
portionnelles, en  ayant  soin  d'affecter  ces  coefficients  du  même 
signe  ou  de  signes  différents  suivant  que  le  point  a  est  sur  le  seg- 
ment BG  ou  sur  son  prolongement.  On  aura  alors  en  grandeur 
et  en  signe,  si  l'on  se  rappelle  que  le  rapport  suivant  lequel  un 
point  partage  un  segment  et  le  rapport  des  distances  du  point 
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aux  deux  extrémités  du  segment  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires^ 

DU  m^ 

Ca  m^ 

Si  Ton  attribue  respectivement  aux  sommets  B  et  C  les  coefficients 
m,  et  m,,  et  si,  après  avoir  mené  par  le  sommet  B  une  droite  Bb  qui 

coupe  la  première  en  0,  Ton  représente  par  —2 ?  le  rapport 

suivant  lequel  le  point  0  partage  le  segment  Aa,  m^  étant  un  coef- 
ficient convenablement  déterminé  pour  cela,  de  même  signe  que 
m^-hm^oix  de  signe  contraire  suivant  que  le  point  0  est  à  Tintérieur 
ou  à  l'extérieur  du  segment  Aa^  Ton  voit  que  le  point  0  est  le  centre 
des  distances  proportionnelles  des  trois  points  A,  B,  G  respective- 
ment affectés  des  coefficients  m^,  m^,  tn^.  On  aura  donc,  en  grandeur 
et  en  signe,  le  signe  —  s'expliquant  comme  plus  haut. 


Cb         m 
\b~     m. 


*.; 


et  si  Ton  mène  la  sécante  OC, 


d^où 


Bc          m, 

Ac  Ba  Cb          m^  7/73  m^ 
tic  Ca  Ai          m^  •  m^  m^ 

I 

ou 

Ac.Ba.CA=-Ai.Ca.Bc  (4-) 

théorème  que  Ton  peut  énoncer  : 

Trois  droites  concourantes,  issues  respectivement  des  trois  sommets 
d'un  triangle,  déterminent  sur  les  côtés  opposés  six  segments  tels  que 
le  produit  de  trois  segments  non  adjacents ^  comptés  chacun  à  partir 
dun  sommet  du  triangle^  est  égal  et  de  signe  contraire  au  produit  des 
trois  autres. 

11  est  clair  que  le  choix  de  la  direction  positive  sur  chaque  côté 
du  triangle  est  arbitraire,  puisqu'on  changeant  Tune  d'elles,  les 
deux  membres  de  l'égalité  (47)  changent  de  signe.  On  voit  aussi 
facilement  que,  quelle  que  soit  la  position  du  point  0  dans  le  plan 

PiCQCET,  Gépm,  analyt,  5 
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du  triangle,  les  trois  points  de  partage  a,  b,  c,  sont  toujours  ré- 
partis en  nombre  impair  sur  les  côtés  du  triangle  et  on  nombre 
pair  sur  leurs  prolongements. 

3.  Condition  pour  que  quatre  points  en  ligne  droite  forment  an 
rapport  harmonique.  —  Soient  (ar^,  yj  et  (Xg,  y.^  les  coordonnées  de 

deux  points  conjugués  ;  si  Ton  appelle  -  le  rapport  suivant  lequel 

un  des  deux  autres  points  partage  le  segment  des  deux  premiers, 
les  formules  (45)  donnent  pour  les  coordonnées  de  ce  point 

Pour  que  le  quatrième  point  soit  conjugué  harmouique  du  pré- 
«:édent  par  rapport  aux  deux  premiers,  il  faudra  qu'il  partage  leur 

segment  dans  le  rapport ,  ce  qui  donne  pour  ses  coordonnées 


X 


Kliminant  le  rapport  -  entre  les  valeurs  de  ^^  et  a:^,  il  vieMil 


D'où  Ton  conclut  en  chassant  les  dénominateurs  et  ell'cctuant 

a  {x^x^  -h  x^x^  =  {x^  -H  x^)  (.^3  +  x^)  (48) 

^ui  est  la  relation  qui  lie  les  abscisses  des  quatre  points  supposés 
d'ailleurs  en  ligne  droite.  On  aurait  de  même  la  relation  analogue 
entre  les  ordonnées.  Elle  sera  souvent  utile,  et  l'on  peut  observer 
dès  à  présent  que  les  abscisses  de  deux  points  conjugués  n'y  figu- 
rent que  par  leur  somme  et  par  leur  produit. 

4.  Déterminer  la  surface  d'un  triangle  en  fonction  des  coordon- 
nées des  sommets. 

11  suffit  pour  cela  de  déterminer  en  valeur  absolue  la  base  et  la 
hauteur.  La  hauteur  est  la  distance  de  l'un  des  sommets  (x^,  y^) 
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par  exemple,  à  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  {x^,  y^  et  [x^^  y^. 
Or  cette  droite  a  pour  équation 


X 


x^ 


X., 


—  O 


dans  laquelle  les  coefficients  de  a:  et  de  y  sonty^  — ^3  eix^  —  Xj. 
Il  résulte  de  là  et  de  la  formule  (rig)  que  la  valeur  absolue  de  la 
dislance  du  troisième  sommet  à  cette  droite  aura  pour  expression 
Tune  des  deux  quantités 


X, 


Xr 


sinO 


±:  V  (^a  -  x^f  H-  (j^  -  jrj'  H-  2  (J^a  -  x^)  {j'^  -^3)  COS  0 . 

Mais  si  Ton  remarque  que  la  valeur  absolue  du  dénomina- 
teur est  précisément  la  distance  des  deux  autres  sommets,  on 
voit  que  le  numérateur,  affecté  de  celui  des  deux  signes  qui  le 
rend  positif,  est  égal  au  produit  des  valeurs  absolues  de  la  base 
et  de  la  hauteur,  c'est-à-dire  au  double  de  la  surface  ;  il  en 
résulte  pour  la  surface  l'expression 


s=- 


X, 
X. 


3 


7s 


sinO 


(49) 


à  la  condition  de  permuter  deux  lignes  dans  le  déterminant,  si  le 
second  membre  n'eSt  pas  positif.  En  rapprochant  cette  formule 
d'une  condition  déjà  trotivée.  Ton  voit  que,  lorsqu'on  exprime 
que  trois  points  sont  en  ligne  droite,  on  écrit  que  la  surface  du 
triangle  dont  ces  points  sont  les  sommets  est  nulle. 

5.  Déterminer  la  surface  d'un  polygone  en  fonction  des  coordon- 
nées des  sommets. 

Soient  (ar^,  y^),  [x^,  ya)-..  (^/i,  yn)  les  coordonnées  des  n  sommets  ; 
prenons  à  l'intérieur  du  polygone  un  point  dont  les  coordonnées 
seront  x^  et  y^,,  et  décomposons  le  polygone  en  triangles,  en  joi- 
gnant ce  point  à  tous  les  sommets  du  polygone.  Les  surfaces  de  ce6 
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dÎTers  triangles  seront,  au  facteur  près  -  sin  6,  et  aa  signe  près 


Je 


I 

ÎJT. 


et 


La  surface  chercliée  devant  être  indépendante  des  coordonnées 
du  point  choisi  à  Tintérieur  du  polygone,  il  est  clair  qu'il  faudra 
faire  leur  somme  en  prenant  devant  chaque  déterminant  le  signe 
qui  fera  disparaître  x^  et  y^.  Or  on  Toit,  en  développant  chacun 
d'eux  par  rapport  aux  termes  de  la  troisième  colonne  et  faisant 
leur  somme  en  les  affectant  tous  du  signe  +,  que  les  termes  en  x^ 
et  y^  disparaissent  et  qu'il  reste  définitivement 


-f- 


-f-. •••-}- 


-^H— t       JfR  —  X 

^n  yn. 


^:l)''°' 


(5«| 


qui  est  la  surface  cherchée. 

On  voit  que,  dans  ce  qui  précède,  on  ne  s'est  appuyé  nulle  part 
sur  ce  que  le  point  (x^,  yj  a  été  choisi  à  Tintérieur  du  polygone  ; 
dans  le  cas  où  il  aurait  été  extérieur,  un  certain  nombre  de  trian- 
gles élémentaires  auraient  dû  être  pris  négativement,  pour  consti- 
tuer avec  la  somme  des  autres  la  surface  du  polygone.  Cela  prouve 
que,  quelle  que  soit  dans  le  plan  la  position  du  point  (x^,  y^),  en 
écrivant  les  déterminants  ainsi  que  cela  a  été  fait,  c'est-à-dire  en 
augmentant,  d'un  déterminant  a  l'autre,  d'une  unité  les  indices  des 
deux  dernières  lignes,  chacun  d'eux  prendra  de  lui-même  le  signe 
qui  doit  lui  être  attribué  pour  que  leur  somme  algébrique  fasst* 
la  surface  du  polygone;  de  telle  sorte  que  la  formule  trouvée  est 
générale.  • 

6.  Déterminer  la  surface  (Tun  triangle  dont  les  trois  côtés  sont 
donnés  par  leurs  équations. 

Soient 

a^x-^bj^-^-c^  —  o 
a.^-^h^y  -h  Cj  =  o 


4es  équations  des  trois  côtés;  si  l'on  désigne  respectiTement  par 
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Ap  Bf ,  C^ ....  les  mineurs  correspondant  aux  éléments  a^yb^yC^,... dans 
le  déterminant 


a. 


a., 


Co 


la  résolution  des  trois  systèmes  de  deux  équations  fournis  par  les 
équations  précédentes  donne  pour  les  coordonnées  des  trois  sommets 


X 


4—       J\  — 


A. 


«ÛC>.] 


i y  2 


A, 


3 ^3 


A3 


1 

^»_ 

I 

Br 

"C, 

J3_ 

b;- 

I 

"C3 

Remplaçant  ces  coordonnées  par  leurs  valeurs  dans  Texpression 
de  la  surface  du  triangle  en  fonction  des  coordonnées  des  sommets, 
il  vient 

c.       c, 

A.         B, 
B. 


S=- 

2 


A, 


'3 


sinO. 


Multipliant  la  première  ligne  par  C^,  la  seconde  par  Q,  la  troi- 
sième par  C3  et  changeant  les  signes,  ce  qui  est  indifférent^  puisque 
ToQ  doit  prendre  définitivement  celui  qui  rendra  la  surface  posi- 
tive, on  a 

A,      B,      C, 


S= 


2C1C2C 


3 


A, 
A 


3 


B, 
B, 


"2 


sinO; 


mais  le  déterminant  du  second  membre  n*est  autre  que  le  récipro- 
que du  premier  et  comme  tel  égal  à  son  carré;  on*a  donc  enfin  en 
îalcur  absolue 


S= 


2C4C2C 


3 


a, 


a. 


a. 


'2 


sinO, 


(5.) 


3 
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relation  homogène  séparément  par  rapport  aux  trois  séries  de  coef- 
ficients et  par  suite  par  rapport  à  leur  ensemble,  comme  on  peut 
le  vérifier  immédiatement  eu  égard  aux  valeurs  de  C^,  C^  et  C3. 

36.  Courbes  et  points  imaginaires.  —  On  dit  qu*une  courbe 
est  imaginaire  lorsqu'il  n'existe  aucune  suite  de  points,  reliés  les 
uns  aux  autres  par  des  arcs  de  la  courbe,  dont  les  coordonnées 
réelles  satisfassent  son  équation.  Si  les  coefficients  de  l'équation 
sont  imaginaires,  il  est  clair  que  la  courbe  sera  imaginaire,  car  si 
Ton  sépare  les  parties  réelles  des  parties  imaginaires,  l'équation 
pourra  toujours  s'écrire 

P  et  Q  étant  des  expressions  réelles  en  x  et  y.  Pour  que  cette 
équation  soit  satisfaite  par  des  valeurs  réelles  de  x  et  y,  il  faudrait 
que  Ton  eût  en  même  temps 

P=30       Q  =  o, 

ce  qui  fait  voir  que  les  seuls  points  réels  de  la  courbe  sont  les  points 
d'intersection  de  deux  autres  courbes,  et  ne  sont  par  conséquent 
reliés  entre  eux  par  aucun  arc  de  la  courbe,  à  moins  que  P  et  Q 
n'aient  un  facteur  commun  en  x  et  y,  auquel  cas  la  courbe  se 
compose  de  deux  parties  distinctes,  l'une  dont  l'équation  a  ses  coef- 
ficients réels,  et  l'autre  à  coefficients  imaginaires  et  à  laquelle  le 
raisonnement  s'applique.  Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie  ;  les  cour- 
bes imaginaires  que  nous  rencontrerons  auront  en  général  leurs 
coefficients  réels.  S'il  s'agit  d'une  ligne  droite,  il  faudra,  pour 
qu'elle  soit  imaginaire,  que  les  coefficients  de  l'équation  soient 
imaginaires,  car,  s'ils  ne  l'étaient  pas,  nous  avons  appris  à  construire 
la  droite,  toujours  réelle,  qui  est  représentée  par  l'équation. 

Un  point  est  dit  imaginaire,  lorsque  Tune,  au  moins,  de  ses 
coordonnées  est  imaginaire.  Une  droite  imaginaire  passe  toujours 
par  un  point  réel.  Si  en  effet  on  ordonne  son  équation  par  rap- 
port à  Y  —  I,  on  pourra  toujours  la  mettre  sous  la  forme 


Ph-Qv-i=û, 

dans  laquelle  P  et  Q  sont  des  fonctions  du  premier  degré  en  x  et  y. 
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Mio  équolion  sera  satisfaite  parle  point  d'intersection  des  deux 

droites 

P  =  o,       Q  =  o, 

\ri\uo\  peut  d'ailleurs  être  à  distance  finie  ou  àTinfini.  La  droite  n'a 
pas  d'autre  point  réel,  puisque  la  droite  qui  joint  deux  points  réels 
»»st  réelle. 
l>eux  points  sont  imaginaires  conjugués,  lorsque  les  coordonnées 

(le  l'un  s'obtiennent  respectivement  en  changeant  ^  —  i  en  —  y/—  i 
<lans  les  coordonnées  de  l'autre.  De  même  deux  droites  sont  ima- 
dnnires  conjuguées  lorsque  l'équation  de  Tune  d'elles  s'obtient  en 

changeant  \  i  en  —  y^  —  i  dans  l'équation  de  l'autre.  Lorsque 
les  paramMres  qui  déterminent  une  droite  ont  été  déterminés  par 

certaines  conditions  analytiques^  il  est  clair  qu'en  changeant  \/  —  i 

en  —  y  —  i  dans  les  équations  qui  les  traduisent,  on  obtiendra  la 
<ln»itc  imaginaire  conjuguée  de  la  première.  Si  par  exemple  la 
•Imite  est  assujettie  à  passer  par  deux  points  imaginaires,  la  droite 
imaginaire  conjuiruée  sera  celle  qui  joindra  respectivement  les 
!'<»mts  imaginaires  conjugués  des  points  donnés.  En  particulier  si 
ce<  points  soni  imaginaires  conjugués,  la  droite  sera  à  elle-même 
Ni  conjuguée,  c'est-à-dire  que,  son  équation  ne  changeant  pas  lors- 

«|u'oQ  y  change  v  —  i  en  —  V  —  i,  la  droite  sera  réelle.  On  voit 
<l<mc  que  /^  droite  qui  joint  deux  points  imaginaires  conjugués  est 
^'■rllf;  ce  dont  on  aurait  pu  s'assurer  d'une  façon  moins  élégante 

en  cherchant  son  équation  et  vérifiant  que  le  symbole  y^  —  ^  en 
'lisparaît. 

Do  même,  si  un  point  imaginaire  est  défini  par  l'intersection 
'l^^  deux  droites  imaginaires,  il  est  clair  que  les  deux  droites  respec- 
tivement  conjuguées  donneront  par  leur  intersection  le  point  ima- 
ginaire conjugué.  Si  les  deux  droites  données  sont  imaginaires  con- 
juîînéos,  le  point  sera  à  lui-même  son  conjugué,  [par  [conséquent 

"^'^  coordonnées,  ne  changeant  pas  lorsqu'on  y  changera   sj  —  i 

*  '•  \  I ,  seront  nécessairement  réelles.  D'où  Ton  voit  que  le 
point    f/'i/ffers^rtion    de  deux    droites  imaginaires   conjuguées   [est 

rf'rl, 

L-ne  droite  réelle  passe   par  une  infinité  de  points  imaginai- 
'■^  mais  conjugués  deux  à  deux.  11  suffit  en  effet  de  donner  à 
nne  (les  coordonnées  une  valeur  imaginaire  quelconque  pour 
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en  déduire  pour  l'autre  une  valeur  imaginaire.  Mais  il  est  clair 
que  si  Ton  a 

a(x^H-XjV/^)4-*Cr,H-JaV/-  i)h-c  =  o, 

on  aura  séparément,  a,  b  eic  étant  réels, 


par  suite 


c'est-à-dire  que  la  droite  passe  par  le  point  imaginaire  conjugué. 

De  même  un  point  réel  estTintersection  commune  d'une  infinité 
de  droites  imaginaires,  mais  conjuguées  deux  à  deux. 

36.  Ligne  droite  en  coordonnées  polaires.  —  Soient  OX 
Taxe  polaire  et  AB  la  droite  donnée  (fig.  a3)  ;  soient  p  la  Ion- 


^  Fig.  33 

gueur  OP  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la  droite 
et  a  l'angle  que  fait  la  direction  OX  de  l'axe  polaire  ayec  la  direc- 
tion OP.  Si  l'on  appelle  p  et  o)  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  droite,  et  si  l'on  projette  le  contour  OPM  sur  la 
perpendiculaire  OP,  on  a 


d'où  l'on  tire 


p  =  p  COs(a  — (i)), 


_         P 

^     COs(a  — (i)) 


relation  générale,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  quelle  que  soit 
la  position  du  point  M  sur  la  droite. 
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Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme 

(52) 


^     acos(i)  +  &sino) 


représente  une  ligne  droite,  dont  les  paramètres/)  et  a  sont  donnés, 
au  moyen  d'une  identification,  par  les  formules 

a cosa        &_sina 

c       p  c       p 

Où  en  tire 


cosa 


_sina_^ 


abc         yja^^b^ 

expressions  qui  répondent,  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  OX  et  OY,  à  la  droite  dont  l'équation  est 

ax+ij-  — c=o, 

comme  on  le  yérifie  du  reste  en  remplaçant  dans  cette  équation  x 
et  y  par  les  valeurs  (22)  p  coso)  et  p  sino). 

Si  la  droite  est  parallèle  à  Taxe  polaire,  le  coefficient  a  est  nul; 
si  elle  lui  est  perpendiculaire,  c'est  le  coefficient  b  qui  s'évanouit. 
Enfin,  si  elle  passe  par  l'origine,  la  distance  p  étant  nulle,  le 
coefricient  c  devient  égal  à  zéro,  et  p  n'étant  pas  nul  pour  toute 
valeur  de  <a>,  l'équation  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  dénomina- 
teur; d'où  l'on  tire,  comme  c'était  évident  directement 


O) 


=k. 


L'équation  générale  (Sa)  peut  s'écrire 


a  cosw-i-^  sino)  —  =  0. 


Si  Ion  veut  que  la  droite  passe  par  un  point  donné  dont  les  coor- 
données seraient  pf  et  (i)|,  on  aura  la  condition 


a  coso)|H-^  sino). =  0, 


74 


LIVRE  I.  —   CHAPITRE   II. 


d'oii  il  résulte^  en  multipliant  la  première  par  p,  la  seconde  parp^ 
et  retranchant  la  seconde  de  la  première 

p(a  cosw-f-i  sinw)  -  p^  (r/  cos(i)^-f-A  sinoj^) 

qui  est  l'équation  générale  des  droites  passant  par  un  point  donne 
et  qui  ne  renferme  plus  qu'un  paramètre  variable,  le  rapport  r- 
Si  la  droite  doit  passer  par  un  second  point  (p^,  w^),  on  aura 


c 


a  costo.>-l-A  sino)., —  o, 

'         ?2 


d'où  l'on  tire^  par  l'élimination  de  a.  h,  r 


1 
cos(i)        sinw        — 

P 


coso)^       smo)^ 


Pi 


COSOi^         SUld)^,         — 


I 

P2 


—  o, 


qui  est  l'équation  de  la  droite  passant  par  les  deux  points  don- 
nés. 
Si  le  second  point  est  à  l'infini  dans  la  direction  w^,  on  a  alors 


et  il  \ient 


—  — -  <» 

P2 


1 

cosg)       smti)        — 


coso)^       smo)^ 


C0SW2      sm(.)^ 


9^ 


o 


o, 


qui  est  l'équation  de  la  parallèle  menée  par  le  point  (p^,  w,)  à  la 
direction  o).,. 


Si  le  second  point  est  à  l'infini  dans  la  direction  w^-f--,  Téqua- 
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lion  devient 


COStù 

sino) 

ï 
P 

COSa)^ 

COScjf 

_o; 

sino).) 

COS(.)., 

o 

i'(^sl  IVqualion  de  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  (p^,  w^)  à 
la  direction  w^. 

L'équation  de  la  droite  qui  joint  deux  points  peut  encore  s'é- 
rrire^  on  développant 


— sin  (o)^  —  (1)2)  H —  sin  (toj  —  0))  -f-  —  sin  (w  —  ^ù^)  -=  o. 
P  9i  9-2 

Exercices,  i.  —  Lieu  des  points  égalenient  distants  de  deux 
points  donnés: 

3.  —  Lieu  des  points  dont  la  différence  des  carrés  des  distances 
a  <\ou\  points  fixes  est  constante. 

H.  —  Par  un  point  variable  de  la  base  d'un  triangle  on  mène 
|>nrallèlement  à  une  direction  donnée  un  segment  de  longueur  fixe 
«lo  façon  qu'il  soit  partagé  par  la  base  dans  un  rapport  donné  ;  trou- 
ver le  lieu  du  point  d'intersection  des  droites  qui  joignent  ses  extré- 
mités à  celles  de  la  base. 

h  —  Si  les  71  côtés  d'un  polygone  tournent  autour  de  n  points 
lixos  en  ligne  droite,  tandis  que  n  —  i  sommets  décrivent  ;i  -i  droites 
lixes,  le  71""  sommet  décrit  une  ligne  droite. 

y  —  Si  les  71  sommets  d'un  polygone  décrivent  n  droites  fixes 
concourantes,  tandis  que  n—  i  côtés  pivotent  autour  de  n—  i  points 
fixes,  lew*'  côté  passe  par  un  point  fixe. 

<).  —  Les  points  de  rencontre  des  hauteurs  des  quatre  triangles 
obtenus  en  combinant  trois  à  trois  quatre  droites  quelconques  sont 
en  ligne  droite. 

7-  —  Dans  le  cas  de  la  môme  figure,  il  y  a  trois  segments  de 
droites  qui  joignent  le  point  de  rencontre  de  deux  des  quatre  droites 
au  point  de  rencontre  des  deux  autres  ;  les  milie^ix  de  ces  trois 
^ep:ments  sont  sur  une  mémo  ligne  droite  perpendiculaire  à  celle 
l'û  joint  les  quatre  points  de  rencontre  des  hauteurs. 

S.  —  Dans  tout  triangle,  le  point  de  rencontre  des  médianes,  le 
point  de  concours  des  hauteurs  et  le  point  de  concours  des  perpen- 
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diculâires  élevées  sur  chaque  côté  en  son  milieu  sont  en  ligne 
droite.  La  distance  du  premier  point  au  second  est  double  de  celle 
du  premier  point  au  troisième. 

9.  —  Si  Ton  appelle  Aj,  Ag,  A3  les  trois  hauteurs  d'un  triangle, 
et  si  Ton  pose 

l'expression  de  la  surface  du  triangle  en  fonction  des  trois  hauteurs  est 
la  suivante 


g^  'M".'8 


fiîhlh 


/; 


y/p»{p^  -  h  A)  {p'  -  /^A)  ip'  -  f'A) 


10.  —  Si  Ton  coupe  les  trois  côtés  d'un  triangle  par  une  ligne 
droite,  et  si  Ton  construit  les  trois  points,  symétriques  respective- 
ment par  rapport  au  milieu  de  chaque  côté  du  triangle,  des  trois 
points  d'intersection,  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

11.  —  Si  Ton  appelle  médiane  antiparallèle  d'un  triangle  la 
droite  issue  d'un  sommet  qui  passe  par  les  milieux  des  cordes  anti- 
parallèles au  côté  opposé,  les  trois  médianes  anti parallèles  sont  con- 
courantes en  un  point  {centre  des  médianes  antiparallèles).  Ce  point 
est  tel  que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  trois  côtés  du 
triangle  est  un  minimum.  Il  est  le  point  de  concours  des  médianes  du 
triangle  dont  les  sommets  sont  les  pieds  de  ces  distances  ;  enfin  les 
trois  droites  qui  joignent  les  milieux  d'un  côté  du  premier  triangle 
au  milieu  de  la  hauteur  tombant  sur  ce  côté,  concourent  en  ce  point. 

12.  —  Etant  donnés  deux  points  fixes  P  et  Q,  et  un  trian- 
gle ABC,  les  couples  de  droites  PA,  QB  et  PB,  QA  interceptent  sur 
les  côtés  AC  et  BC  deux  cordes  qui  concourent  sur  la  droite  PQ. 

i3.  —  Trouver  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  droites  dont  l'en- 
semble est  représenté  par  l'équation 

et  faire  voir  qu'il  est  toujours  réel,  si  les  coefficients  a,  A,  c  sont 
réels,  même  si  les  deux  droites  sont  imaginaires. 

14.  —  Démontrer  par  des  considérations  analogues  à  celles  qui 
ont  été  développées  (§  35),  que  le  cosinus  de  l'angle  de  deux  droites 
imaginaires  conjuguées  est  réel;  tandis  que  son  sinus  et  sa  tangente 

sont  imaginaires  et  de  la  forme  b^—i.  Vérifier  qu'alors  le  cosinus 
est  plus  grand  que  Tunité. 
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COORDONNÉES  TANGENTIELLES  DE  LA  LIGNE  DROITE.  —  ÉQUA- 
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37.  —  L'objet  principal  du  présent  chapitre  est  de  signaler  la 
première  manifestation  d'un  grand  principe  qui  régit  toutes  les 
propriétés  de  l'étendue,  qui  est  connu  sous  le  nom  de  principe  de 
dua/ité,  et  qu'il  est  actuellement  nécessaire  de  démontrer  en  ce 
qui  concerne  le  point  et  la  ligne  droite,  vu  sa  grande  importance 
en  géométrie. 

Quelques  considérations  préliminaires  sont  indispensables  à  cet 
effet.  On  a  vu  dans  le  chapitre  précédent  que  l'équation  générale 
de  la  ligne  droite  (que  nous  écrirons  maintenant 

UX-hifjr'hW=:0  (53) 

parce  que  nous  voulons  faire  varier  les  coefficients,  et  que  les  let- 
tres a,  bjC, .,,  sont  plus  habituellement  employées  pour  désigner  des 
grandeurs  constantes  ou  connues),  on  a  vu  que  cette  équation  est  ho- 
mogène par  rapporta  trois  paramètres  u,  v,  w,  et  qu'il  faut  par  con- 
séquent deux  relations  entre  ces  trois  paramètres  pour  fixer,  en  fai- 
sant connaître  leurs  valeurs  proportionnelles  (^),  la  position  de  la 

(*}  Toute  relation  entre  u,  t;  et  w  est  nécessairement  homogène  par  rapport  à  ces 
paramètres;  car,  la  droite  restant  la  mémo  si  tous  les  termes  de  son  équation  sont  mul- 
tipliés par  un  même  nombre,  la  solution  u,  v,  vo  entraîne  la  solution  Xu,  ).v,  Xu;,  quel  que 
soit  X.  On  peut  encore  s'en  rendre  compte  en  remarquant  que,  en  réalité,  Téquation  (53) 
ne  renferme  que  deux  paramètres  qui  sont  les  rapports  de  deux  d'entre  eux  au  troisième  ; 
or  toute  relation  entre  ces  deux  paramètres  devient  homogène  si  l'on  chasse  le  troisième 
q«i  est  en  dénominateur. 
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droite  dans  le  plan.  Si  Ton  appelle  condition  toute  donnée,  géomé- 
trique ou  analytique,  qui  se  traduit  par  une  relation  entre  les  para- 
mètres, on  peut  dire  que  la  ligiie  droite  est  déterminée  par  deux  con- 
ditions. On  en  a  vu  plusieurs  exemples  simples  dans  lesquels  le 
problème  n'admet  qu'une  seule  solution.  Le  même  fait  se  représente 
évidemment  toutes  les  fois  que  les  relations  qui  lient  les  paramètres 
sont  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  paramètres.  En  général, 
si  ces  relations  sont  respectivement  de  degrés  m  et  /?,  la  solution 
ne  sera  plus  unique  et  le  nombre  des  droites,  réelles  ou  imagi- 
naires^ distinctes  ou  confondues,  à  distance  finie  ou  à  TinGni,  qui 
répondent  à  la  question  est  précisément  égal  au  produit  mp^ 
comme  l'indique  le  théorème  de  Bezout  (*).  Si  maintenant,  au  lieu 
de  donner  deux  relations  entre  les  paramètres,  on  n'en  donnait 
plus  qu'une,  la  droite,  sans  être  une  droite  quelconque  du  plan, 
ne  serait  plus  déterminée.  Elle  occuperait  dans  le  plan  une  suite 
continue  de  positions,  puisque,  la  relation  donnée  étant  toujours 
supposée  algébrique,  les  paramètres  de  la  droite  varient  d'une 
façon  continue.  On  recherchera  plus  loin  suivant  quelle  loi  se 
succèdent  les  diiïérentes  positions  d'une  droite  dont  les  paramètres 
ne  sont  assujettis  qu'à  une  relation,  mais  Ton  peut  remarquer  dès 
à  présent  que  le  degré  de  cette  relation  par  rapport  aux  para- 
mètres est  encore  un  élément  important  de  la  question.  Si,  en 
effet,  pour  achever  de  déterminer  la  droite,  on  veut  l'assujettir 
à  passer  par  un  point  fixe,  on  aura  entre  les  paramètres  une  nou- 
velle relation  qui  sera  du  premier  degré,  et  qui,  jointe  à  l'équa- 
tion donnée,  fournira  un  nombre  de  droites  égal  au  degré  de  cette 
équation  par  rapport  aux  paramètres.  On  peut  donc  dire  que,  lors- 
que les  coefficients  d'une  droite  sont  assujettis  à  une  seule  condition, 
la  droite  varie  suivant  une  loi  telle  que,  par  un  point  pris  arbitrai- 
rement  dans  le  pla?i,  elle  passe,  réelle  ou  imaginaire,  un  nombre  de 

(*)  On  supposo  ce  théorème  démontré  en  algèbre,  au  moins  pour  le  cas  do  deux 
équations  à  deux  inconnues  qui  est  celui  dont  il  s'agit  ici.  Pour  le  rappeler,  il  consiste  en 
ce  que  deux  équations  à  deux  inconnues  admettent  des  systèmes  de  solutions  communes 
en  nombre  égal  au  produit  de  leurs  degrés,  si  Ton  compte  les  solutions  réelles  et  imagi- 
naires, les  solutions  multiples  avec  leur  degré  de  multiplicité,  et  enfln  les  solutions  infinies. 
Ici  les  deux  inconnues  sont  les  rapports  de  deux  des  paramètres  au  troisième  ;  si  une  solu- 
tion est  infinie,  cela  yeut  dire  que  le  troisième  paramètre  est  nul,  et  comme  les  équations 
fournissent  en  même  temps  le  rapport  des  inconnues  qui  sont  devenues  infinies,  en 
remplaçant  le  troisième  paramètre  par  zéro,  on  aura  en  général  une  droite  déterminée 
à  distance  finie,  puisqu'on  connaît  le  rapport  des  deux  autres  paramètres.  La  droite  ne 
s'éloignera  à  Tinfini  que  si  les  deux  paramètres  u  et  v  sont  simultanément  nirls,  car  il 
faut,  pour  qu'elle  prenne  cette  position  limite»  que  les  segments  qu'elle  intercepte  sur 
les  axes  de  coordonnées  grandissent  indéfiniment,  ce  qui  exige  u  =  o,  v  =»  o. 


COORDONNÉES  TANGENTIELLKS  DE  LA  LIGNE  DROITE.  79 

fois  égal  au  degré  de  la  condition  par  rapport  aux  coefficients. 
Examinons  ce  qui  arrive  si  la  relation  donnée  est  du  premier 
degré,  et  soit 

au-\-hs>-{-cw^^i)  (54) 

cette  relation.  Si  l'on  élimine  Tuh  des  coefficients, it;  par  exemple,  en- 
tre elle  et  Téquation  de  la  droite,  cette  dernière  n'en  renfermera  plus 
que  deux,  et  passera  nécessairement  par  un  point  fixe.  Son  équation 
deyient  en  effet,  si  on  l'ordonne  par  rapport  aux  paramètres  qui  res- 
tent 

u{cx  —  a  )  -h  \>[cj  -—  A)  =  o 

elle  est  satisfaite,  quels  que  soient  u  et  u,  par  le  point  dont  les 
coordonnées  annulent  les  parenthèses^  c'est-à-dire  sont 

a  b  ,^^. 

t 

% 

Ainsi  toute  relation  du  premier  degré  entre  les  paramétres  d'une 
ligne  droite  exprime  qu'elle  passe  par  un  point  fixe. 

On  pouvait  d'ailleurs  aussi  -^'en  assurer  en  identifiant  l'équa- 
tion (54)  avec  l'équation 

qui  exprime  que  la  droite  (53)  passe  par  le  point  {x^,  y^)  et  en  tirant 
de  là  les  valeurs  de  x^  et  y^. 

On  peut,  si  Ton  veut,  dire  que  les  paramètres  w,  w,  iVf  dont  les 
valeurs  proportionnelles  fixent  dans  le  plan  la  position  de  la 
droite  (53),  sont  les  coordonnées  de  cette  droite.  En  réalité,  elles  ne 
sont  que  deux,  savoir  :  les  rapports  de  deux  des  paramètres  au  troi- 
sième; mais  rien  n'empêche,  afin  de  conserver  l'homogénéité  dans 
les  calculs,  de  mettre,  ainsi  que  cela  a  toujours  été  fait,  l'équation 
de  la  ligne  droite  sous  forme  homogène  par  rapport  à  trois  para- 
mètres, dont  il  suffit  alors  de  connaître  les  valeurs  proportionnelles 
et  non  pas  les  valeurs  absolues,  et  ce  qui  ne  change  pas  le  nombre 
des  équations  nécessaires  pour  déterminer  ces  paramètres.  Ainsi, 
si  Ton  dit  que  les  paramètres  u  et  v  qui  fixent  la  position  de  la 
droite 

w,r  -h  ♦'T^  H-  I  =  o 
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sont  les  deux  coordonnées  absolues  de  celle  droite,  on  pourra  dire 
aussi  que  les  paramètres  t/,  v,  w,  dont  les  valeurs  proportionnel- 
les déterminent  la  droite 

« 

uX'\'vy'\'W  =  o  (53) 

sont  ses  coordonnées  homogènes.  Si  la  droite  est  donnée,  Tune  d'en- 
tre elles  est  tout  à  fait  arbitraire,  et,  lorsqu'elle  a  été  choisie,  les 
deux  autres  sont  connues  en  valeurs  absolues  :  on  peut  en  effet 
multiplier  le  premier  membre  de  Téquation  (53)  par  un  nombre 
arbitraire,  sans  qu'elle  cesse  de  représenter  la  même  droite.  Dans 
tous  les  cas,  coordonnées  absolues  ou  homogènes  d*une  droite  sont 
dites  coordonnées  tangentielles  ;  le  sens  de  celte  expression  sera 
expliqué  plus  loin  ;  il  est  inutile  de  s'en  préoccuper  pour  le 
moment. 

38.  —  Ce  qu'on  a  fait  pour  la  droite,  rien  n'empêche  de  le 
faire  pour  le  point.  On  a  vu  jusqu'à  présent  que  la  position  d'un 
point  dans  le  plan  est  déterminée  par  deux. éléments  qui  sont  ses 
coordonnées  x  et  y;  on  pourra  substituer  aux  valeurs  absolues  de 
ces  deux  éléments,  trois  éléments  ar',  y',  z'  dont  il  suffira  alors  de 
connaître  les  valeurs  proportionnelles.  On  posera  pour  cela 

x=Â     y^A  (56) 

et  l'on  dira  alors  que  les  quantités  x\  y\  z'  sont  les  coordonnées 
homogènes  du  point,  dont  l'une  z  est  tout  à  fait  arbitraire,  tandis 
que  le  rapport  des  deux  autres  est  le  même  que  celui  des  coor- 
données absolues.  Ces- dernières  étant  données,  l'indétermination 
de  z'  permet  d'en  cohclure  une  infinité  de  valeurs  pour  les  coor- 
données homogènes,  tandis  que,  réciproquement,  si  l'on  connaît 
les  coordonnées  homogènes,  les  coordonnées  absolues  s'en  dédui- 
sent par  les  formules  (56). 

Exemple.  —  Trouver  les  coordonnées  homogènes  du  point  dont 

les  coordonnées  absolues  sont  tr  et  — . 

O  12 

Il  suffira  de  prendre  des  valeurs  proportionnelles  à  8,  à  7  et 
à  12.  Réciproquement,  si  l'on  demande  les  coordonnées  absolues 
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du  point  dont  les  coordonnées  homogènes  sont  8^  7  et  12,   on 

trouve  —  et-2.*  ou  w  et  — . 
12      12         o       12 

Si  l'on  remplace  x  et  y  par  les  valeurs  (56)  et  si  l'on  supprime 

les  accents,  l'équation  de  la  ligne  droite  devient 

C'est  l'équation  qui  détermine  dans  le  plan  la  ligne  droite  dont 
les  coordonnées  homogènes  sont  m,  v,  w.  Mais  l'équation  (54)  dé- 
termine dans  le  plan  le  point  dont  les  coordonnées  absolues  sont 

-  et  -•  c'est-à-dire  dont  les  coordonnées  homogènes  sont  a,  b  et  c. 

On  peut  donc  dire  que  cette  équation  représente  le  point  au  même 
titre  que  l'équation  (07)  représente  la  droite.  Celle-ci  est  la  condi- 
tion pour  que  la  droite  dont  les  coordonnées  homogènes  sont  u,  v, 
w  passe  par  le  point  [x^  y  y  2),  tandis  que  celle-là  est  la  condition 
pour  que  le  point  dont  les  coordonnées  homogènes  sont  a^  b,  c 
soit  sur  la  droite  (w,  u,  w).  Un  point  sera  donc  représenté  par  une 
équation  du  premier  degré  entre  les^  coordonnées  tangentielles 
w,  r,  w;  et  l'on  dira  que  l'équation  (54)  est  Téquation  tangentielle 
du  point. 

39.  —  L'on  se  trouve  ainsi  en  possession  des  coordonnées  de  la 
droite  et  de  l'équation  du  point,  au  moyen  desquelles  on  peut 
faire  la  théorie  du  point,  comme  on  a  fait  la  théorie  de  la  ligne 
droite  au  moyen  des  coordonnées  du  point  et  de  l'équation  de  la 
droite.  Pour  en  donner  un  exemple,  cherchons  la  condition  pour 
que  trois  points  donnés  par  leurs  équations  soient  en  ligne  droite.  On 
peut  pour  cela  procéder  de  deux  façons. 

1*  On  peut  supposer  connue  la  condition  (46)  qui  exprime  que 
trois  points  donnés  par  leurs  coordonnées  sont  en  ligne  droite.  Si  en 
effet  les  équations  des  trois  points  sont 

a^u  -f-  b^ç  •+■  c^tv  =  o 
a^u-hb^if'i-c^w  =  o 

leurs  coordonnées  absolues  sont  données  par  les  formules  (55) 

PiCQUiT,  Géom,  analyf.  6 
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a, 


C 

••a 


b, 

^^=7 


\ 


Substituant  dans  la  condition  (46)  et  multipliant  par  c^,  c^,  c^^  elle 
devient 

b^      c 


a, 


«. 


a. 


h 


a 


3 


=  0 


(58) 


2""  On  peut  procéder  directement  en  remarquant  que  les  para- 
mètres de  la  droite  qui  joint  les  trois  points  doivent  satisfaire  à  la 
fois  leurs  trois  équations,  et  que  pour  qu'elles  soient  satisfaites  par 
un  même  système  de  valeurs  de  xiy  Vj  w,  il  faut  que  le  déterminant 
précédent  soit  nul. 

Cherchons  encore  la  condition  pour  que  trois  droites  données  par 
leurs  coordonnées  soient  concourantes.  Si  les  trois  systèmes  de  coor- 
données homogènes  sont  (w^  v^  w^,  (1/3,  v^,  w.^  et  (t/3,  t;^,  w^,  il 
résulte  de  la  condition  (39)  que  la  condition  cherchée  est 


u, 


u., 

Ilo 


—  O 


Mais  on  peut  aussi  l'établir  directement  en  remarquant  que  si 

au-i-bç-i-cw  -o 


est  réquation  du  point  de  concours,  on  devra  avoir  identiquement 


au, 


au. 


au 


z 


bif^-}-  ctv^  =  o 
bv^-}-ctv.2~=o 

Ai'j  4-0^3  =  0 


d'où  résulte  par  l'élimination  de  a,  b,  c,  la  condition  précédente. 

Si  Ton  y  regarde  u^,  v^y  w^  comme  des  coordonnées  courantes, 

on  obtient  Yéquation  du  point  d'intersection  de  deux  droites  don- 
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néesy  puisqu'elle  exprime  la  condition  pour  qu'une  droite  variable 
passe  par  ce  point. 

40.  —  De  ce  qui  précède  ressort  clairement  le  principe  de  dualité, 
pour  ce  qui  concerne  le  point  et  la  ligne  droite.  Supposons  en  effet 
que  l'on  ait  démontré  un  théorème  ou  résolu  un  problème  dans 
lequel  il  n'entre  que  des  points  et  des  lignes  droites;  et  cela,  dans 
le  système  de  coordonnées  que  Ton  s'était  borné  à  considérer 
jusqu'à  présent  sous  le  nom  de  coordonnées  cartésiennes,  et  que 
l'on  désigne  fréquemment,  lorsque  Ton  fait  en  même  temps  usage 
de  coordonnées  tangentielles  ou  coordonnées  de  droites^  par  le 
nom  de  coordonnées  poiictuelles  parce  que  dans  ce  système  c'est 
le  point  qui  est  déterminé  par  ses  coordonnées,  homogènes  ou  non. 
Dans  ce  calcul,  Ggurent  des  équations  de  droites  et  des  relations 
entre  les  coordonnées  des  points.  Si,  sans  y  rien  changer,  on  les 
interprète  différemment  en  donnant  aux:  variables  x,  y,  z  la  signi- 
fication des  variables  w,  r,  w,  et  réciproquement,  si  l'on  a  consi- 
déré les  unes  et  les  autres,  c'est-à-dire  en  supposant  que  les  équa- 
tions, au  lieu  de  représenter  des  droites^  représentent  des  points, 
en  supposant  en  d'autres  termes  qu'on  ait  employé  les  coordon- 
nées tangt'nlielles  et  non  pas  les  coordonnées  ponctuelles,  le  théo- 
rème démontré  ou  le  problème  résolu  sera  totalement  différent  du 
premier,  et  l'on  en  découvrira  l'énoncé  si  l'on  sait  interpréter  par 
rapport  aui  points  et  aux  droites  de  la  nouvelle  figure,  et  dans 
leur  nouvelle  signification,  les  relations  qui  existaient  en  coordon- 
nées ponctuelles  entre  les  droites  et  les  points  de  l'ancienne  figure. 
Cette  interprétation  va  faire  l'objet  d'une  étude  spéciale;  mais, 
quelle  qu'elle  soit,  il  est  dès  à  présent  démontré  qu'à  toute  pro- 
|»riélé  entre  des  points  et  des  droites,  en  correspond  une  nouvelle 
entre  des  droites  et  des  points;  à  cette  seconde  correspond  évi- 
demment la  première,  puisque  le  nouveau  mode  d'interprétation 
appliqué  à  la  seconde  figure  rend  à  toutes  les  variables  leur  an- 
cienne significaticAl.  Les  deux  propriétés  sont  dites  corrélatives  et 
le  principe  qui  énonce  leur  co-existence  est  le  principe  de  dualité 
qui  se  trouve  ainsi  démontré  en  ce  qui  concerne  le  point  et  la 
ligne  droite. 

Pour  pouvoir  appliquer  ce  principe,  et  en  faire  saisir  l'impor- 
lance  par  quelques  applications,  il  est  nécessaire  de  trouver  les 
nouvelles  significations  qui  s'attachent  à  toutes  les  relations  qui 
ont  été  démontrées  dans  la  théorie  de  la  ligne  droite  lorsqu'on 
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vient  à  y  supposer  que  les  paramètres  de  droites  sont  des  coor- 
données de  points  et  inversement. 

a,  —  A  des  points  en  ligne  droite  dans  la  première  figure  corres- 
pondent des  droites  concourantes  dans  la  seconde^  et  réciproquement, 

La  relation  qui  exprime  que  le  point  dont  les*  coordonnées 
homogènes  sont  x^^  y^,  z^  est  sur  la  droite  (Sj)  est  en  effet 

ux^  +  vjr^  -f-  loz^  =  o 

Si  Ton  y  considère  OTp  y^,  z,  comme  les  coordonnées  homogènes 
d'une  droite  et  w,  v,  iv  comme  les  paramètres  de  l'équation  tan- 
gentielle  d'un  point,  elle  exprime  que  l'équation  du  point  est 
satisfaite  par  les  coordonnées  de  la  droite,  c'est-à-dire  que  la 
droite  passe  par  le  point.  Donc  à  tous  les  points  de  la  droite  (57) 
correspondent  des  droites  concourantes  en  un  même  point,  qui 
est  le  point  correspondant  à  la  droite  (Sj),  c'est-à-dire  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  les  paramètres  de  la  droite. 

11  est  clair  que  la  réciproque  a  lieu,  puisque  la  première  figure 
est  celle  qui  correspond  à  la  seconde. 

b.  —  Si  deux  droites  font  un  certain  angle  y  les  deux  points  cor- 
respondants sont  vus  de  l'origine  des  coordonnées^  supposées  rec- 
tangulaires  sous  un  angle  égal  ou  supplémentaire. 

On  a  vu  que  l'équation  qui  exprime  que  les  deux  droites 

Uj^X'hV^^=^0 

m  ^ 

font  l'angle  V  est,  en  coordonnées  rectangulaires 

cos  V — ^         *  ^ — *  ^ 


Mise  sous  forme  entière,  elle  est  du  second  degft  par  rapport  aux 
coefficients  de  chaque  droite,  ce  qui  prouve  (§  87),  si  Ton  suppose 
que  l'une  d'elles  est  connue  et  que  l'autre  ne  l'est  pas,  qu'il  y  a 
deux  droites  passant  par  un  point  et  faisant  avec  une  droite  donnée 
un  angle  donné  ou  son  supplémentaire.  Les  deux  droites  coïn- 
cident si- l'angle  donné  est  nul 

U^V^—U.^V^^zO 
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OU  droit 

et  la  condition  exprime  alors  que  la  droite  passe  par  le  point  à 
rinfini  sur  la  direction  de  Tautre  ou  sur  la  direction  perpendicu- 
laire. En  général,  le  point  représenté  par  Téquatîon  générale  (54) 
s'éloigne  à  FinGai  toutes  les  fois  que  c  étant  nul,  elle  ne  ren- 
ferme pas  de  terme  en  w^  puisque  les  coordonnées  (55)  deviennent 
infinies. 

Cela  posé,  si  Ton  remarque  que  Téquation 

représente  la  droite  qui  joint  l'origine  au  point  (ic^,  yj,  on  voit 
que  la  relation 

COS  V=±:        -^^-^a+nra 

exprime  que  les  droites  qui  joignent  l'origine  aux  points  (a:^,  y^), 
i>„  y^)  font  l'angle  V  ou  son  supplémentaire.  Si  donc  dans  la  pre- 
mière relation  on  suppose  que  les  u  et  les  Vy  au  lieu  d'être  des 
paramètres  de  droites,  sont  des  coordonnées  de  points,  on  voit  que 
les  deux  points  correspondants  sont  vus  de  l'origine  sous  l'angle  V 
ou  son  supplémentaire. 

Remarque.  —  11  faut  observer  que  lorsque  la  première  figure 
n*aura  trait  qu'à  des  propriétés  descriptives  (lesquelles  consistent, 
lorsqu'il  ne  s'agit  que  de  points  et  de  lignes  droites,  en  ce  que  les 
premiers  sont  sur  des  droites  tandis  que  celles-ci  passent  par  des 
points  déterminés)  la  seconde  figure  ne  renfermera  absolument 
que  les  éléments  correspondant  à  ceux  de  la  première.  L'on  voit 
au  contraire  que  si  la  première  figure  renferme  des  relations 
d'angles,  l'origine  des  coordonnées  s'introduira  dans  la  seconde 
figure  et  le  nouvel  énoncé,  sans  être  dépourvu  d'intérêt,  n'aura 
pas  la  simplicité  du  premier.  Si  même  on  n'avait  pas  supposé  les 
axes  de  coordonnées  rectangulaires,  l'un  d'eux  se  serait  introduit 
dans  la  nouvelle  figure;  aussi  faudra- t-il  toujours,  en  pareil  cas, 
faire  la  même  hypothèse  ;  faute  de  quoi  le  nouvel  énoncé,  pour 
ôlre  trop  général,  perdrait  sa  simplicité  et  cesserait  d'être  inté- 
ressant. Les  relations  d'angles  rentrent  dans  la  catégorie  des  pro- 
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priétés  que,  par  opposition  aux  propriétés  descriptives,  on  appelle 
souvent  métriques^  c'est-à-dire  qui  renferment  des  éléments  sus- 
ceptibles de  mesure,  tels  que  segments  de  droites,  angles,  etc.  En 
général,  ces  dernières  sont  d'une  transformation  moins  simple 
que  les  premières  ;  la  théorie  du  rapport  anharmonique  en  four- 
nira cependant,  un  peu  plus  loin,  toute  une  classe  dont  la  trans- 
formation est  immédiate. 

« 

41.  Droite  de  l'infini.  —  On  a  vu  que,  pour  que  le  point 
représenté  par  l'équation  générale 

au-^-bv-^-cw^^o  (54) 

s'éloigne  à  l'infini,  il  faut  que  le  terme  en  w  disparaisse  et  qu'elle 

se  réduise  à 

au-\-bv=zo  (Sg) 

Sa  direction  est  alors  déterminée  par  les  formules  (55)  qui  donnent 

a        b 

équation  de  la  droite  sur  laquelle  le  point  s'est  éloigné  à  l'infini. 
Si  maintenant^  dans  l'équation  (Sg),  on  vient  à  considérer  t/  et  v 
comme  des  coordonnées  de  points,  cette  équation  représente, 
quels  que  soient  a  et  6,  des  droites  concourantes  (à  l'origine).  Il 
suit  de  là  {a)  que  tous  les  points  dont  l'équation  tangentielle  est 
l'équation  (ag)  sont  en  ligne  droite. 

On  peut  s'en  rendre  compte  d'une  façon  non  moins  évidente 
en  remarquant  que  si  l'on  donne,  par  leurs  équations,  trois  points 
à  rinfini 

a^u-\-b^v=io 

a^u-i-b2V=o 

a^u-i-b^v=zo 

la  condition  (58)  est  satisfaite  puisque  tous  les  termes  d'une  même 
colonne  du  déterminant  sont  nuls,  et  les  trois  points  sont  en  ligne 
droite. 

L'on  est  conduit  par  là  à  une  proposition  qui  semble  paradoxale 
au  premier  abord,  mais  dont  la  démonstration  est  rigoureuse  et 
serait,  à  vrai  dire,  presque  inutile  dès  que  l'on  a  admis  le  postu- 
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latum  d'Euclide,  c'est-à-dire  la  notion  du  point  unique  à  Tinfini 
sur  une  droite.  Cette  proposition  peut  s'énoncer  ainsi  :  tous  les 
points  de  finfini  sont  sur  une  ligne  droite.  Elle  s'appelle  la  droite 
de  rinfini;  ses  coordonnées  sont,  ainsi  qu^on  Ta  vu  dans  une  note 
précédente 

w  étant  d'ailleurs  quelconque  ;  et  par  suite  son  équation,  en  coor- 
données homogènes,  se  réduit  à 

Cette  équation  représente  en  effet  le  lieu  des  points  dont  les  coor- 
données absolues  (56)  sont  infinies.  La  droite  de  l'infini  est  la 
seule  qui,  en  coordonnées  absolues,  ne  peut  pas  être  représentée 
par  une  équation^  et  c'est  peut-être  dans  ce  fait  qu'il  faut  cher- 
cher la  raison  de  l'avantage  que  présentent  souvent  les  coordon- 
nées homogènes. 

Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que  : 

c.  —  Le  point  correspondant  à  la  droite  de  Finfini^  dans  une  trans- 
formation par  voie  de  dualité,  est  l'origine  des  coordonnées  ;  car  à 
tout  point  de  Tinfini  correspond  une  droite  passant  par  l'origine. 

48.  Bxercioes.  —  i.  Transformer  le  théorème  d'après  leqtiel 
les  trois  hauteurs  d'un  triangle  sont  concourantes. 

Aux  trois  sommets  A,  B,  C,  du  triangle  correspondent  trois 
droites  que  l'on  peut  désigner  par  les  mêmes  lettres  ;  au  côté  AB 
qui  joint  les  sommets  A  et  B  correspond  {a)  le  point  d'intersection 
AB  des  droites  A  et  B  ;  de  même  aux  deux  autres  côtés  du  pre- 
mier triangle  correspondent  les  deux  autres  sommets  du  second 
(fig.  24).  A  la  hauteur  AU  issue  de  A  correspond  en  vertu  du 
même  principe  un  point  AH  situé  sur  la  droite  A,  et  comme  la 
hauteur  est  perpendiculaire  sur  le  côté  opposé,  ce  point  et  le  som- 
met BC  seront  vus  de  l'origine  sous  un  angle  droit  ;  on  l'obtiendra 
donc  en  joignant  le  point  0  au  sommet  BC  et  menant  en  0  une 
perpendiculaire  à  cette  droite  jusqu'à  sa  rencontre  AH  avec  le 
côté  A.  On  aura  de  même  les  points  BH,  CH,  correspondants  aux 
deux  autres  hauteurs  par  la  condition  que  les  angles  (BH)  0  (CA) 
et  (CH)  0  (AB)  sont  droits.  Les  trois  points  AH,  BH,  CH,  qui  cor- 
respondent à  trois  droites  concourantes,  sont  en  ligne  droite,  et 
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le  théorème  pourra  s'énoncer  ainsi  :  Etant  donms  un  triangle  et  U7i 
point  fixe;  les  trois  points,  situés  respectivement  sur  chaque  côté  du 
triangle,  et  tels  que  les  segments  de  droites  qui  les  joignent  respec- 


Fig.  !i4 


tivement  au  sommet  opposé  sont  vus  du  point  fixe  sous  un  angle 
droit,  sont  en  ligne  droite. 

La  figure  formée  par  quatre  droites  indéfinies  s'appelle  un  qua- 
drilatère complet  ;  il  y  a  trois  droites  qui  joignent  le  point  d'in- 
tersection de  deux  des  quatre  droites  à  celui  des  deux  autres,  ce 
sont  les  trois  diagotiales  du  quadrilatère  ;  la  longueur  de  la  diago> 
nale  est  la  dislance  des  deux  sommets  du  quadrilatère  qu'elle 
joint;  les  quatre  droites  indéfinies  déterminent  par  leurs  inter- 
sections mutuelles  six  points^  trois  à  trois  en  ligne  droite  qui  sont 
les  six  sommets  du  quadrilatère. 

Dans  la  figure  précédente,  les  quatre  droites  A,  B,  G,  H  donnent 
lieu  à  un  quadrilatère  complet  dans  lequel  les  diagonales  sont  les 
droites  qui  joignent  chaque  sommet  du  triangle  avec  le  point  d'in- 
tersection de  la  droite  H  avec  le  côté  opposé.  Chacune  des  trois 
diagonales  est  vue  du  point  0  sous  un  angle  droit.  L'énoncé  ainsi 
modifié  ne  distingue  en  aucune  façon  la  droite  H  des  trois  autres, 
ce  qui  devait  avoir  lieu  puisque  dans  la  première  figure  formée 
par  les  sommets  d'un  triangle  et  le  point  de  coupeurs  des  hauteurs^ 
Tun  quelconque  des  quatre  points  est  le  point  de  concours  des 
hauteurs  du  triangle  dont  les  trois  autres  sont  les  sommets. 

On  démontre  en  géométrie  élémentaire,  et  on  vérifiera  dans  la 
théorie  du  cercle,  que  les  cercles  ayant  pour  diamètres  respectifs 
les  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  ont  les  mêmes 
points  d'intersection.  C'est  dire  que,  réciproquement,  étant  donné 
un  quadrilatère  complet,  il  y  a  deux  points  (réels  ou  imaginaires) 
d'où  l'on  voit  les  trois  diagonales  sous  un  angle  droit  ;  on  leur 
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donne  quelquefois  le  nom  de  sommets  orthoptiques  du  quadrila- 
tère, et  le  théorème  précédent  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 

La  figure  corrélative  des  trois  sommets  d'un  triangle  et  du  point 
de  concours  des  hauteurs  est  un  quadrilatère  complet  dont  forigine 
est  un  des  sommets  orthoptiques. 

Réciproquement,  un  quadrilatère  complet  transformé  en  prenant 
pour  origine  un  des  sommets  orthoptiques  donnerait  lieu  à  quatre 
points  dont  Tun  quelconque  serait  le  point  de  concours  des  hau- 
teurs du  triangle  dont  les  trois  autres  seraient  les  sommets. 

2.  Transformer  la  figure  formée  par  un  triangle  et  les  points  de 
concours  des  trois  couples  de  bissectrices. 

L'énoncé  est  le  suivant  : 

Etant  donnés  un  triangle  et  un  point,  si  Ton  mè?ie  les  trois  couples 
de  bissectrices  des  angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  fixe  les  trois 
côtés  d^un  triangle,  elles  rencojitrent  respectivement  les  côtés  corres- 
pondants en  trois  couples  de  points  qui  sont  trois  à  trois  en  ligne 
droite  sur  les  côtés  d'un  quadrilatère  complet  dont  le  point  fixe  est  un 
sommet  orthoptique. 


THÉORIE  DU  RAPPORT  ANHARMONIQUE 

43.  Rapport  anharmonique  de  quatre  points.  —  Cette 
théorie  va  nous  fournir  toute  une  série  de  propriétés  métriques  qui  se 
transforment  par  le  principe  de  dualité  avec  la  plus  grande  facilité. 

Etant  donnés  quatre  points  en  ligne  droite,  a,  b,  c,  d,  on  appelle 
rapport  anharmonique  de  ces  quatre  points  le  quotient  du  rapport 
des  distances  de  l'un  d'eux  à  deux  des  trois  autres  par  le  rapport 
des  distances  du  quatrième  aux  deux  mêmes  points,  par  exemple 

ac     bc 

_  •    _ 

ad  '  bd 

on  dit  alors  que  les  points  a  et  6  sont  conjugués^  ainsi  que  les 
points  c  et  cf  ;  il  y  a  réciprocité  entre  les  deux  couples  de  points; 
car  le  rapport  précédent  est  évidemment  égal  en  grandeur  et  en 
signe  à 

ca    da 

7b' db 
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En  conjuguant  les  points  de  la  même  façon^  on  aurait  encore  pu 
prendre  le  rapport  inverse  du  précédent,  mais  il  est  clair  que  si  le 
premier  est  connu,  le  second  Test  également;  et  comme  il  y  a 
trois  façons  de  former  deux  couples  avec  quatre  points.  Ton  voit 
que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  peut  prendre  six 
valeurs  différentes,  inverses  deux  à  deux.  Mais  Ton  va  voir  aussi 
que  si  Tune  d'elles  est  connue,  toutes  les  autres  le  sont  en  même 
temps.  Remarquons  pour  cela  que  Ton  a  généralement,  quel  que 
soit  Tordre  des  quatre  points  a,  ô,  c,  rf,  la  relation  symétrique 

ab.cd-i-ac.db'i-ad,bc=:o  (60) 

entre  les  six  segments  que  ces  points  déterminent  deux  à  deux, 
relation  dans  laquelle  on  observe  la  règle  des  signes  des  segments. 
Si  en  effet  Ton  rapporte  ces  points  à  une  même  origine  0  prise  sur 
la  droite  qui  les  joint,  et  si  leurs  abscisses  sont  x^yX^,  x^,  x^  la  rela- 
tion précédente  devient  en  tenant  compte  de  la  formule  générale 

ab  =  0b-0a 

(Xj  -  a- J  (x^  -  j^j)  4- (0:3 -- JT  J  (^a -- j:J  H- (x^  -  x^)  (^3  -  ^2)  =  o 

qui  est  une  identité. 

Cela  posé,  si  Ton  désigne  par  X,  pi,  v  trois  des  six  rapports  anharmo- 
niques  des  quatre  points,  dont  deux  ne  sont  pas  inverses,  on  a 


^      ac     bc 

ad    cd 

ab    db 

ad'  bd 

|X  = 

—,                   m 

ab  '  cb 

ac    de 

et  Ton  vérifie  immédiatement,  en  tenant  compte  de  la  relation  (60), 
les  équations 

-=1— X         =:i— ijL      -=zi— V  (61) 

\L  VA 

qui  permettent  d'exprimer  deux  rapports  en  fonction  du  troisième. 
A  l'avenir,  nous  parlerons  donc  du  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  comme  s'il  était  unique,  puisque  la  connaissance  de 
Tun  d'eux  entraine  celle  des  cinq  autres. 

Lorsque,  trois  des  points  étant  donnés,  le  quatrième  d  vient  a 
varier  sur  la  droite  qui  les  joint,  leur  rapport  anharmonique  a  passe 


COORDONNÉES  TAN6ENTIËLLES  DE  LA  LIGNE  DROITE.  .    9i 

par  toutes  les  valeurs  possibles^  positives  ou  négalives,  et  une  fois 
par  chaque  valeur;  Ton  a  en  effet 

ac    hc ac  ^  (la 

ad'  bd~  bc'  db 

or  on  a  vu  que  le  rapport  —,  passe  une  fois  par  toutes  les  valeurs 

lorsque  le  point  d  décrit  la  droite,  il  en  sera  donc  d&  même  du 
rapport  X.  On  peut  dès  lors  se  proposer,  étant  donnés  trois  des 
points^  de  trouver  la  position  du  quatrième  pour  laquelle  leur  rapport 
anharmonique  acquiert  une  valeur  donnée. 

Au  fond,  le  problème  revient  à  partager  un  segment  donné  dans 
un  rapport  donné,  rapport  qui  est  fonction  du  rapport  anharmo- 
nique donné  et  des  distances  mutuelles  des  trois  points  donnés  ;  la 
question  est  donc  résolue  analytiquement  par  les  formules  (4^)  : 
l'on  a  en  effet 

da      1    ne 
db      X   bc 

il  suffira  donc  d'y  remplacer  le  rapport  -^  par 

le  signe  —  provenant  de  ce  que,  dans  rétablissement  de  ces  formu- 
les, le  rapport  ~  est  égal  et  de  signe  contraire  au  rapport  des  dis- 

tances  du  point  cherché  aux  points  donnés.  On  aura  alors  pour 
l'abscisse  du  point  d 

*  X3  —  X,  —  \{x^  —  xj  x^{  1  —  X)  —  (r^  -  Xxj) 

Si  l'on  résout  par  rapport  à  X,  on  trouve  facilement 

^  ■__  (-^3      ■^J  y^\ """ •^2)  _,  "^3 "^ "^f .  "^3 ~ •^a  ig^) 

qui  donne  l'eipression  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points 
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en  fonction  de  leurs  abscisses,  et  qu'on  aurait  pu  trouver  directe- 
ment en  remplaçant  la  projection  de  chaque  segment  sur  Taxe  OX 
par  sa  valeur  dans  celle  de  X. 

La  solution  géométrique  du  problème  précédent,  due  à  M.  Chas- 
les,  est  plus  intéressante:  soient  a,  b,  c  les  trois  points  (fig.  25);  par 
le  conjugué  c  du  point  cherché  menons  une  droite  quelconque  sur 

laquelle  on  prendra  les  longueurs  ca,  col   dont  le  rapport  —,  soit 

égal  au  rapport  donné,  dans  le  même  sens  si  ce  rapport  est  positif. 


Fig.  25 


et  en  sens  contraire  s'il  est  négatif  J  Si  l'on  joint  aa  et  da  qui  se 
coupent  en  p,  et  si  par  le  point  p  l'on  même  une  parallèle  à  cxx, 
elle  passera  par  le  point  cherché,  car  les  triangles  semblables 
donnent  entre  les  valeurs  absolues  des  segments 

bc ca'       ac ca 

d'où 

ac     hc ca 

ad  '  bd      ex 

L'on  voit  de  plus-  facilement  qu'en  toute  hypothèse  le  rapport 

-1  :  -r--,  est  positif  si  les  longueurs  ca,  ca',  ont  été  portées  dans  le 

même  sens,  et  négatif  dans  le  cas  contraire. 

Si  l'on  recherche  toutes  les  valeurs  que  peut  prendre  le  rapport 
anharmonique  X  quand  le  point  d  décrit  toute  la  droite  abcy  on 
trouve  que  les  trois  points  étant  dans  l'ordre  a,  ô,  c,  il  est  positif 
toutes  les  fois  que  le  point  d  n'est  pas  situé  entre  a  et  6,  variant  de 
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o  à  I  de  6  en  c,  de  I  à  ^  lorsque  d  parlant  de  c  s'éloigne  indéfini- 

ment  à  droite,  auquel  cas  les  segments  ad  et  bd  peuvent  être  con- 
sidérés comme  égaux.  Lorsqu'ensuite  d  passe  à  gauche  et  vient  en 

a,  X  varie  de  ^  à  +00  .  Enfin  de  a  en  6,  il  prend  toutes  les  valeurs 

négatives  de  —  00  à  o  ;  pour  une  certaine  position  du  point  d  entre 
a  et  by  il  est  égal  à  —  i  ;  on  dit  alors  que  les  quatre  points  forment 
un  rapport  harmonique ,  ou  encore  que  d  est  conjugué  harmonique 
de  c  par  rapport  à  a  et  d. 

Rapport  anharmonique  de  quatre  droites. 

Théorème.  —  Quatre  droites  concourantes  sont  rencontrées  par 
une  transversale  quelconque  suivant  quatre  points  dont  le  rapport 
anharmonique  est  constant. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  de  concours  des 
quatre  droites  dont  les  équations  seront 

u^x-^v^=o 
u^x-h^^y=o 
et  soit 


a 


=  P 


réquation  d'une  droite  variable,  passant  par  un  point  fixe  (x^,  y^). 
La  distance  p  de  ce  point  au  point  d'intersection  de  la  droite 
variable  avec  la  première  droite  fixe  sera  donnée  par 

u^{x^  +  ap)  -h  v^{y^  +  ip)  =  o 
d'où 

On  aura  de  morne,  par  un  changement  d'indices,  les  longueurs 
p2»  p3»  p4  ®*  1®  rapport  anharmonique  des  quatre  points  d'intersec- 
tion sera 

(P3-P|)(P4-P2) 
(P4-h)(p3-p2) 
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Substituant  et  chassant  les  dénominateurs,  il  devient 

^{u^x^-^-v^y^){u^a-hv^b)^~[u^x^-^-v^yt){u^a-^-*'40)j     [(«3^1 -»-«'3ri)(»J« -»"•'»*)  — («J^i -»-«'ïri)(»i«-»-«'»*)J 

Si  d'ailleurs  Ton  remarque  que  chacune  des  quatre  parenthèses 
renferme  le  facteur  bx^  —  ay^  et  si  on  le  supprime  deux  fois  au 
numérateur  et  deux  fois  au  dénominateur,  il  reste 

expression  indépendante  de  a  et  de  d,  ainsi  que  de  x^  et  de  y^,  et  ne 
dépendant  que  des  directions  des  quatre  droites  données  ;  d'où 
résulte  la  proposition  en  question.  Cette  expression  est  dite  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  droites.  Elle  peut  s'écrire 

«4^3-^W.'^a^3-'¥^ 

et  l'on  voit  sous  cette  forme,  eu  égard  à  l'expression  (34)  du  sinus  de 
Tangle  de  deux  droites,  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
droites  est  formé,  en  grandeur  et  en  signe,  avec  les  sinus  de  leurs 
angles,  comme  celui  de  quatre  points  avec  les  segments  qu'ils  déter- 
minent. 11  est  égal,  en  désignant  par  AC  l'angle  que  fait  la  droite  A 
avec  la  droite  C,  à 

sinAC    sinBC 


sinAD    sinBD 

comme  d'ailleurs  la  géométrie  le  fait  voir  immédiatement,  si  l'on 
coupe  par  une  droite  quelconque  et  si  l'on  applique  le  théorème  re- 
lutit'à  la  proportionnalité  entre  les  côtés  d'un  triangle  et  les  sinus  des 
angles  opposés.  11  est  susceptible,  comme  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  points,  de  six  valeurs  inverses  deux  à  deux  et  liées  par  les 
mêmes  relations. 

11  résulte  de  là  que  si  Pon  joint  un  point  variable  du^plan  à  quatre 
points  fixes  en  ligne  droite,  le  faisceau  des  quatre  droites  aifisi  obte- 
nues a  un  rapport  anharmonique  constant,  qui  est  celui  des  quatre 
points. 

rf.  —  Lors  de  la  transformation  d'une  figure  par  le  principe  de 
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dualité,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite^ 
ou  de  quatre  droites  concourantes  de  la  nouvelle  figure^  est  égal  à 
celui  des  quatre  droites  ou  des  quatre  points  correspondants  de 
l'ancienne. 

Remarquons  en  effet  que  le  rapport  anharmonique  (63)  ne  change 
pas  si,  au  lieu  des  quatre  droites  données,  on  considère  les  quatre 
droites 

V|X  ~  M^  =  O 
V.^T—U.^'=zO 
Sf^X  —  M3J)  -  :  C) 
V^X  —  l/j^l  1^  O 

qui  joignent  respectivement  Toriginc  aux  pointsdontles  coordonnées 
sont  (t/^,  «;<),  (î/j,  Va),  (M3, 1^3),  (»/4,  t'J.  Si  donc,  dans  l'expression  (63), 
on  regarde  les  u  et  les  v  comme  des  coordonnées  de  points,  elle 
représente  le  rapport  anharmonique  des  droites  qui  joignent  Tori- 
gine  aux  quatre  points  considérés,  qui  n'est  autre  que  le  rapport 
anharmonique  de  ces  quatre  points,  lesquels  sont  eux-mêmes,  dans 
la  transformation  de  la  figure  où  se  trouvaient  les  quatre  premières 
droites,  les  points  correspondants  à  ces  droites. 

44.  —  Un  exemple  va  en  même  temps  faire  saisir  l'importance  du 
théorème  et  faire  voir  comment  on  peut  procéder  dans  certains  cas 
pour  ramener  une  relation  métrique  à  ne  renfermer  que  des 
rapports  anharmoniques.  Supposons,  pour  cela,  qu'il  s'agisse  de 
transformer  le  théorème  exprimé  (fig.  22)  par  l'égalité 


Ac.  Bfl.  Cbr^-Kh.  Ca.  Bc  (4;) 


On  peut  récrire  . 


Ar  Brt   CA  __ 
Bc'  C«' Ai  ~     * 


ou,  en  désignant  par  I,  J,  K  les  points  respectivement  à  l'infini  . 
sur  les  trois  côtés  du  triangle 

/Ac  Al\  /B^  BJ\  (Çh   CK\ 

Vbc  *  BiJ  \Ca  '  u)  \\b  '  ak;  "    ' 

On  a  vu  en  effet  que  lorsqu'un  point  s'éloigne  à  l'infini  sur  une 
droite  le  rapport  des  distances  du  point  à  deux  points  quelconques 
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de  la  droite  devient  égal  à  1/unité.  L'égalité  (47)  ainsi  transformée 
ne  renferme  plus  que  des  rapports  anharmoniques^  et  Ton  obtien- 
dra dès  lors  sans  difficulté  la  proposition  corrélative.  Aux  trois 
côtés  du  triangle  correspondent  les  trois  sommets  d'un  nouveau 
triangle.  Sur  chaque  côté  du  premier,  il  y  a  quatre  points  qui  sont  : 
deux  sommets  du  triangle,  le  point  d'intersection  du  côté  avec  une 
certaine  droite  D  issue  du  sommet  opposé,  et  enfin  le  point  a 
l'infini.  A  ces  quatre  points  correspondent  quatre  droites  issues 
dans  le  second  triangle  du  sommet  correspondant  au  côté  considéré 
dans  le  premier  triangle;  ce  sont:  deux  côtés  du  triangle,  une 
droite  allant  rencontrer  le  côté  opposé  en  un  certain  point  P  et 
une  droite  allant  passer  par  l'origine,  qui  correspond,  ainsi  qu'on 
l'a  vu,  à  la  droite  de  l'infini.  Seulement  il  faut  observer  que  les 
trois  droites  D  concourant  dans  la  première  figure  en  un  point 
donné,  les  trois  points  correspondants  P  de  la  seconde  sont  sur  une 
droite  donnée.  Les  quatre  droites  issues  du  sommet  considéré  du 
second  triangle  ont  un  certain  rapport  anharmonique,  qui  est  le 
même  que  celui  des  quatre  points  correspondants  de  la  première 
figure,  par  suite  le  produit  des  trois  rapports  anharmoniques 
auxquels  donnent  lieu  les  trois  sommets  du  second  triangle  est 
égal  à  —  I.  Le  théorème  pourrait  donc  s'énoncer  ainsi  : 

Etant  donnés  un  trianglcy  une  droite  fixe  et  un  point  fixe^  si'l'on 
joint  chaque  sommet  du  triangle  au  point  fixe  d'une  part,  au  point 
d'intersection  du  côté  opposé  avec  la  droite  fixe  d'autre  part,  ces 
denx  droites  et  les  deux  côtés  du  triangle  issus  du  sommet  considéré 
forment  un  faisceau  tel  que  le  produit  des  trois  rapports  anharmoni- 
ques des  trois  faisceaux  obtenus  avec  les  trois  sommets  du  triangle  est 
égal  à  —  i. 

Mais  l'énoncé  de  ce  théorème  peut  se  simplifier  considérablement 


a' 
Fig.  _>6 


si  l'on  tient  compte  de  l'égalité  (47).  Soit  en  effet  ABC  le  triangle, 
0  le  point  fixe  et  ab'c'  la  droite  fixe  (fig.  26)  ;  si  l'on  remplace  le 
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rapport  anharmonique  de  chaque  faisceau  par  celui  des  points 
d'intersection  des  droites  du  faisceau  avec  le  côté  opposé  au  sommet 
du  triangle  point  de  concours  des  droites  du  faisceau,  le  théorème 
s'exprime  par  Tégalité 

/B«    C^\  /CA    Ab\  /Ar    Bç^V  _ 
\Ba  '  CaJ  \Cb'  ''  kb'}  \kc'  '  Bc)^     ' 
ou 

Ba.  Ca\  CA.  Ab\  Ac.  Bc'=r  -  Bn.  Ca.  Cb\  kb.  kc  .  Br. 

Divisant  celte  égalité  par  Tégalilé  (47),  il  reste 

kb\  Ca'.  Bcr^kc.  Ba\  Cb\  (64) 

relation  indépendante  du  point  Rxe,  que  l'on  démontre  facilement 
en  géométrie  pure,  et  qui,  avec  la  relation  (47),  est  le  point  de 
départ  de  la  théorie  des  transversales.  Elle  s'énonce  ainsi  :  Une 
trafisversale  tracée  dans  le  plan  (i\m  triaiigle  donne  lieu  sur  les  côtés 
du  triangle  à  six  segments^  tels  que  le  produit  de  trois  segments  non 
adjacents  est  égal  en  grandeur  et  en  signe  au  produit  des  trois  autres. 
A  peine  est-il  besoin  d'ajouter  que  la  façon  dont  les  points  ont 
été  conjugués  sur  chaque  côté  du  triangle  pour  former  les  rapports 
anharmoniques  était  forcée,  eu  égard  au  mode  de  groupement  dans 
le  premier  théorème.  L'on  voit  aussi  que,  pour  que  les  deux  mem- 
bres de  l'égalité  (64)  soient  égaux  en  grandeur  et  en  signe,  il  faut 
qu'il  y  ait  toujours  un  nombre  pair  de  points  de  partage  sur  les 
côtés  du  triangle  et  un  nombre  impair  sur  leurs  prolongements. 

45.  Bzercices.  — '  Étant  données  les  quatre  droites  concourantes 

X  =  u^x  4-  ^\j  -h  tv^s  —  o 

A^X  4-  JJL^'  ^  n  j.r  4-  v;  j  4-  </;  j^  —  b 

iroitver  en  fonction  de  X,,  [a,,  Xg,  [jl^,  fexpressiofi  de  leur  rapport 
enharmonique. 
Si  l'on  identifie  a,X4-(x,Y  avec  u.^x-^v^-\'W^z^  il  vient 

\u^-\-\}.^U.^  _  \^Vy-^\J.^V.,  _  \^U\-\-\h^U\,  _ 


"3  ^a  ^\ 


PiCQCiT,  Géom.  anahjt. 
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en  représentant  par  —  v^  la  valeur  commune  des  trois  rapports.  Il 
eu  résulte 

équations  qui  se  réduisent  à  deux,  puisque^  les  trois  droites  étant 
concourantes,  on  a 


=  o. 


". 

"s 

«3 

"< 

♦•a 

♦-3 

^t 

w.. 

w. 

Les  deux  premières  fournissent  pour  X|  et  \l^  les  valeurs  propor 
tionnelles 


''2^3 -«'a^a      —^4^3 -+-«'3^4 


On  aurait  de  même 


^^a [Î3 

Remplaçant  les  binômes  qui  expriment  ces  valeurs  proportionnelles 
dans  l'expression  (63)  du  rapport  anharmonique  des  parallèles 
menées  par  Torigine  aux  droites  données,  on   obtient  pour   le 

rapport  cherché  ^^. 

Si  l'on  suppose 


y 


4 


X  .  .  • 

ce  rapport  devient-^,  et  Ton  a  par  là  Tinterprétation  géométrique 

du  rapport  -,  lorsqu'étant  données  deux  droites 

X=o  Y=o 

on  considère  une  troisième  droite,  passant  par  leur  point  de  con- 
cours, et  ayant  pour  équation 
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« 

Ce  rapport  est  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  des  trois 
droites  considérées  et  de  la  droite 

X-hY=:0. 

Un  calcul  analogue  et  se  déduisant  du  précédent  par  voie  de 
dualité  donnerait  la  même  expression  pour  le  rapport  anharmo- 
nique de  quatre  points  en  ligne  droite  dont  les  équations  tan- 
gentielles  seraient  respectivement 

U  =  o       V=o       X,\]-i-iLS  =  o       XaU-hp.y  =  o, 

c'est-à-dire  dont  les  systèmes  de  coordonnées  homogènes  seraient 
par  exemple 

et 

A^i  -f-  (A^2  >       ^iXi  "^  l*2.Xa>        ^2^i  ~^  Ha^a 

et  Ton  en  conclurait  comme  précédemment  que  si,  étant  donnés 
les  deux  premiers,  on  considère  le  point  de  la  droite  qui  les  joint 
dont  les  coordonnées  sont  . 

le  rapport  -  n*est  autre  que  le  rapport  anharmonique  du  système 
des  trois  points  considérés  et  du  point  dont  les  coordonnées  sont 

Si,  en  particulier,  pour  revenir  aux  coordonnées  absolues,  on  sup- 
pose que  le  coefficient  de  w  soit  égal  à  Funité  dans  les  équations 
des  deux  premiers  points,  ce  coefficient  devient  égal  à  a  +  [x  dans 
Téquation  du  troisième,  et  à  12  dans  celle  du  quatrième  ;  il  en  ré- 
sulte que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 

est  égal  à  -.  Or  le  quatrième  est  le  milieu  des  deux  premiers  et 
1* 
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le  rapport  de  ses  distances  aux  deux  premiers  est  égal  à  —  i  (page 

60,  note);  l'expression  -  est  donc  égale  au  rapport  changé  de  signe 

des  distances  du  troisième  point  aux  deux  premiers,  c'est-à-dire 
au  rapport  suivant  lequel  le  troisième  point  partage  le  segment 
des  deux  premiers,  ce  qui  est  conforme  aux  formules  (45). 

46.  Théorie  du  rapport  harmonique.  —  Propriétés  du 
quadrangle  et  du  quadrilatère  complets. 

On  a  vu  que  quatre  points  er,  b^  c,  ef  en  ligne  droite  sont  en  rapport 
harmonique,  oa  encore  forment  une  division  harmonique,  \orsque  les 
segments  qu'ils  déterminent  sur  la  ligne  droite  sontliéspar  la  relation 

ac  ad 

b'c~^~bd' 


Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  conjugue  le  point  a  avec  le  point  b  et  le 
point  c  avec  le  point  e/,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
est  égal  à  —  I .  Le  point  a  est  dit  conjugué  harmonique  du  point  b  par 
rapport  aux  points  c  et  dj  et  réciproquement  ;  pour  la  même  raison 
le  point  c  et  le  point  d  sont  conjugués  harmoniques  l'un  de  l'autre 
par  rapport  aux  extrémités  du  segment  ab. 

La  théorie  du  rapport  harmonique  n'est  donc  qu'un  cas  particu- 
lier que  celle  du  rapport  anharmonique.  Si  l'on  joint  un  point  du 
plan  aux  quatre  points  a,  b,  Cjd,  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
droites  ainsi  obtenues  sera  égal  à  —  i ,  elles  formeront  un  faisceau 
harmonique  y  et  si  on  coupe  ce  faisceau  par  une  droite  quelconque, 
on  obtiendra  quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  sera 
égal  à  —  I,  et  qui  seront  par  conséquent  en  rapport  harmonique. 

On  voit  facilement  que,  pour  que  les  deux  membres  de  la  relation 
indiquée  soient  égaux  en  grandeur  et  en  signe,  il  faut  que  les  deux 
segments  ab,  cd  formés  par  les  couples  de  points  conjugués 
empiètent  l'un  sur  l'autre.  L'un  d'eux,  ab,  étant  donné,  les  extré- 
mités de  l'autre,  c  A  d,  sont  les  points  qui  partagent  le  premier 
suivant  des  rapports  égaux  et  de  signes  contraires,  et  l'on  sait  que 
l'un  d'eux  est  à  l'intérieur  du  segment  tandis  que  l'autre  est  à  l'exté- 
rieur. Si  celui  qui  est  à  l'intérieur  vient  à  coïncider  avec  le  milieu 
du  segment,  celui  qui  est  à  l'extérieur  s'éloignera  a  l'infini  et 
réciproquement;  d'où  il  résulte  que  les  extrémités  et  le  milieu  d'un 
segment  forment  avec  le  point  à  tinfini  une  division  harmonique. 
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Si,  dans  un  faisceau  harmonique,  on  mène  une  parallèle  à  Tun  des 
rayons  du  faisceau,  les  points  d'intersection  avec  les  trois  autres 
rayons  devront  former  avec  le  point  à  Tinfini  une  division  harmo- 
nique, donc  l'un  d'eux  (celui  qui  correspond  au  rayon  conjugué 
du  rayon  parallèle  à  la  droite)  sera  le  milieu  des  deux  autres.  11  en 
résulte  une  construction  simple  de  la  droite  conjuguée  harmonique 
d'une  droite  donnée  par  rapport  à  deux  autres  droites  données, 
toutes  les  trois  concourantes,  il  suffira  de  joindre  le  point  de  con- 
cours au  milieu  du  segment  intercepté  par  une  parallèle  à  la 
première  droite  sur  les  deux  autres. 

On  a  déjà  trouvé  quelle  est  la  condition  pour  que  quatre  points 
en  ligne  droite,  et  donnés  par  leurs  abscisses  rapportées  à  une  ori- 
gine fixe  prise  sur  la  droite,  forment  une  division  harmonique: 
x^y  x^y  Tj,  x^  étant  les  quatre  abscisses,  cette  condition  est,  en 
conjuguant  les  deux  premières  elles  deux  dernières, 

9.(.r,.r3  -f-  ,r,^x,)  =  {jr^  H-  .r^)  (  X3  -h  x,) .  (48) 

Cette  relation  importante  est  d'un  usage  fréquent  :  on  peut  en 
déduire,  pour  certaines  positions  particulières  de  l'origine,  deux 
relations  non  moins  utiles.  Si  l'on  suppose  d'abord  que  l'origine 
est  l'un  des  quatre  points,  il  suffit  d'y  faire  x^  —  o,  elle  devient 

ou 

(65) 


'*-2       '*  :i       •*  ; 


c'est-à-dire  que  la  distaiice  d'un  point  à  son  conjugué  est  tinverse  de 
la  moyenne  des  inverses  des  distances  du  même  point  aux  deux  autres, 
ou  encore  est  la  moyenne  harmonique  des  distances  du  même  point 
aux  deux  autres,  en  appelant,  comme  on  le  fait  souvent,  moyenne 

Aanwomyw^  des  distances  d'un  point  0  àw  points  donnés,a,  ô,  c , 

la  distancQ  Om  déduite  de  la  relation 


/2  I  I  I 


Om      Ort      Oi      Or 

dans  laquelle  les  longueurs  sont  prises  en  grandeur  et  en  signe. 
Si  l'on  prend  ensuite  pour  origine  le  milieu  de  deux  points  conju- 
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gués,  il  faut  dans  la  relation  (48)  faire  a:^  4-0:3  =  o.  Elle  devient  alors 

x^XJ^=xl,  (66) 

c'est-à-dire  que  le  carré  de  la  moitié  du  segment  dont  les  extrémités 
sont  deux  points  conjugués  est  égal  au  produit  des  distances  du  milieu 
de  ce  segment  aux  deux  autres  points. 

Si  l'on  veut  trouver  aussi  la  condition  pour  que  quatre  droites 
concourantes  forment  un  faisceau  harmonique,  il  suffira  de  leur 
mener  des  parallèles  par  l'origine  et  d'écrire  que  le  rapport  anhar- 
monique  (63)  est  égal  à  —  i  ;  ce  qui  donne 

formule  susceptible  de  simplification  et  qui  devient  analogue  à  la 
précédente  si  Ton  divise  tout  par  le  produit  v^  v.^  v^  v^,  et  si  l'on  pose 
comme  on  le  fait  quelquefois 

u^  lu  w,  u. 

elle  devient  alors 

^{m^m.^'^m^mj^={m^  H-  m^)  [m^-^m^)  (67) 

et  l'on  voit  que  la  relation  est  la  même,  soit  entre  les  abscisses  de 
quatre  points  en  ligne  droite,  soit  entre  les  coefficients  angulaires 
de  quatre  droites  concourantes. 
Si  les  quatre  droites  sont  données  sous  la  forme 

X=o,      Y=o,      X^Xn-p-iY^o,      >.2X-f-[jLy=o, 

on  sait  (§  45)  que  leur  rapport  anharmonique  est  égal  à  r^-  Pour 
qu'elles  forment  un  faisceau  harmonique,  on  devra  donc  avoir 

XjfAi+X^iJLj^o; 

et  comme  on  peut  toujours  supposer  X,  ^Xj,  ce  qui  revient  à  multi- 
plier Tune  des  deux  dernières  équations  par  un  coefficient  conve- 
nable, il  faudra  alors  que  l'on  ait 
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D'où  il  résulte  que  :  étant  données  deux  droites  X=  o,  Y  =  o, 
deux  autres  droites  issues  de  leur  point  de  concours  formeront  avec 
elles  un  faisceau  harmonique  si  leurs  équations  sont  de  la  forme 

XX4-[JlY=:0  XX~p.Y  =  0. 

Si  la  première  est  Téquation  de  Tune  des  bissectrices  de  Tangle 
des  droites  X  =  o,  Y=:o,  on  sait  que  la  seconde  est  Téquation  de 
l'autre  bissectrice,  d'où  Ton  conclut  que  les  côtés  d'un  angle  et  ses 
bissectrices  forment  un  faisceau  harmonique  comme  cela  se  voit 
immédiatement  en  coupant  par  une  droite  quelconque  et  appliquant 
le  théorème  relatif  aux  bissectrices  d'un  angle  d^un  triangle.  On 
peut  encore  dire  que  les  côtés  d^un  angle  droit  et  deux  droites  symé- 
triques par  rapport  à  ces  côtés  forment  un  faisceau  harmonique, 
puisque  les  premiers  sont  les  bissectrices  des  dernières. 

De  même,  si  les  coordonnées  homogènes  de  trois  points  en  ligne 
droite  sont  respectivement 

i^vj^-i)^    (•^2^^2^-2)1     (>^<+i^2i  \ri-^[hr2y  >^^< -+-1^^2)1 

celles  du  conjugué  harmonique  du  dernier  par  rapport  aux  deux 
premiers  sont 

'kx^  —  [Lr^y       XX|  — [xja,       'kz^  —  [LZ^. 

Si  ensuite,  pour  revenir  aux  coordonnées  absolues,  on  fait 
2^=Zj=  I,  on  retrouve  un  résultat  déjà  énoncé  (§  82),  savoir  que  le 
point  conjugué  harmonique  du  point 

X-h|JL      '  X-f-|l. 

par  rapport  aux  points  {x^,J^),  (^2,^3)  a  pour  coordonnées 

X  —  [x  X  —  ix 

47.  —  Le  quadrangle  complet  a  été  défini  (§  3o)  comme  étant  la 
figure  formée  par  quatre  points  A,B,G,D,  et  les  trois  couples  de 
droites  qui  les  joignent  deux  à  deux.  Deux  droites  d'un  même 
couple  sont  dites  deux  côtés  opposés  du  quadrangle,  par  exemple  AB 
et  CD.  Les  deux  autres  couples  sont  AD  et  BC  d'une  part,  AG  et  BD 


u); 
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de  l'autre.  Les  points  de  concours  de  deux  droites  d'un  même  couple 
E,F,G,  sont   dits  les   points  diagonaux  du  quadrangle  {ûg,  a;). 


On  considère  encore  souvent  la  figure  formée  par  quatre  droites, 
qui  est  la  corrélative  de  la  précédente,  et  que  l'on  a  appelée  (§  4'*) 
quadrilatère  complet.  Aux  trois  couples  de  droites  du  quadrangle 
correspondent  trois  couples  de  points. du  quadrilatère;  ces  points 
sont  les  six  sommets  du  quadrilatère.  Deux  sommets  sont  dits  opposés 
lorsque  l'un  d'eux  est  le  point  de  concours  de  celles  des  quatre 
droites  qui  ne  passent  pas  par  l'autre.  Ainsi,  dans  le  quadrilatère 


complet  formé  par  quatre  droites  A,B,C,D  (fig.  î>-8),  le  point  de  con- 
cours des  droites  A, B,  et  le  point  de  concours  des  droites  C,D,  sont 
deux  sommets  opposés.  Aux  points  diagonaux  du  quadrangle  corres- 
pondent dans  le  quadrilatère  les  trois  droites  E,F,G,  qui  joignent 
deux  sommets  opposés.  Ces  droites  sont  les  diagonales  du  quadri- 
latère. Les  deux  figures  considérées  ne  diffèrent  donc  pas  essen- 
tiellement et  on  les  confond  souvent  l'une  avec  l'autre,  ce  qui  peut 
quelquefois  se  faire  sans  inconvénient.  Mais  Ton  remarquera  que, 
toutes  les  fois  que  la  figure  sera  déterminée  par  quatre  points,  ce 
qui  est  le  cas  du  quadrangle,  on  aura  à  considérer  le  triangle  dont 
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les  sommets  sont  les  trois  points  diagonaux;  tandis  que,  si  elle  est 
déterminée  par  quatre  droites,  ce  qui  est  le  cas  du  quadrilatère,  on 
aura  à  considérer  le  triangle  dont  les  côtés  sont  les  trois  diagonales. 
Théorème.  —  Deux  côtés  opposés  d'un  quadrangle  complet  et  les 
droites  qui  joignent  leur  point  de  concours  aux  deux  autres  points 
diagonaux  forment  un  faisceau  harmonique. 

Le  triangle  ABE  (fig.  27)  coupé  par  la  transversale  DGF  donne 
en  effet 

AF.BC.ED^^-hAD.EC.BF 
d  où 

AF     AD.EC 
BF~BC.ED' 

d'autre  part^  dans  le  même  triangle,  les  trois  droites  concourantes 
au  point  G  donnent 


d'où 


et  par  suite 


AH.BC.ED=:~AD.EC.BH, 

AH        APEC 
BH  "     BC.  ED' 

AH__AF 
BH^     BF' 


Il  résulte  de  là  que  les  quatre  points  A,B;F,H  forment  une  division 
harmonique  et  que,  par  conséquent,  les  quatre  droites  qui  les  joi- 
gnent au  point  E  forment  un  faisceau  harmonique  (*). 

Le  théorème  corrélatif  se  trouvera  sans  peine  par  voie  de  dualité 
et  peut  s'énoncer  ainsi  :  Dans  un  quadrilatère  complet^  chaque  dia- 
gonale est  partagée  harmoniquement par  les  deux  autres. 

Ces  deux  théorèmes  complètent  la  théorie  du  rapport  harmonique 
et  permettent  de  construire  :  le  premier,  la  conjuguée  harmonique 
d'une  droite  donnée  par  rapport  à  deux  droites  données  ;  le  second, 
le  conjugué  harmonique  d'un  point  donné  par  rapport  à  deux  points 
donnés. 

On  a  déjà  vu  plus  haut  une  solution  du  premier  problème,  mais 
celle  dont  il  s'agit  dispense  de  mener  une  parallèle  à  une  droite 

(*)  On  pourrait  croire  que  cette  démonstration  est  purement  géométrique.  Elle  repose 
au  contraire  sur  la  Juxtaposition  de  deux  relations  analytiques,  démontrées  analytique- 
ment  (§  34  et  44),  et  est  par  conséquent  purement  algébrique. 
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donnée.  Soient  en  effet  OA,  OC  (fig.  2g),  les  deux  droites  données 
et  OG,  celle  dont  on  veut  trouver  la  conjuguée  harmonique.  Par 
un  point  quelconque  G  de  cette  droite  on  mènera  deux  sécantes  ren- 
contrant les  deux  première's  droites  respectivement  aux  points  A,B 


Fig.  39 

et  C,D;  et  si  Ton  joint  AD  et  BC,  le  point  d'intersection  E  de  ces 
deux  droites  appartiendra  à  la  droite  cherchée,  qui  sera  la  droite  OE. 
Dans  le  quadrangle  complet  ABGD,  les  quatre  droites  OA,  OG,  OG, 
OE  forment  en  effet  un  faisceau  harmonique. 

On  appelle  quelquefois  polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  angle 
le  lieu  des  points  conjugués  harmoniques  du  point  donné  par 
rapport  aux  deux  points  d'intersection  avec  les  côtés  de  Tangle 
d'une  sécante  variable  tournant  autour  du  point  donné.  11  est  clair 
que  ce  lieu  est  la  conjuguée  harmonique  par  rapport  aux  deux  côtés 
de  Tangle  de  la  droite  qui  joint  le  point  donné  au  sommet  de 
l'angle;  on  l'obtiendra  par  la  construction  précédente. 

Corrélativement,  si  l'on  veut  construire  le  conjugué  harmonique 


d*un  point  par  rapport  à  deux  points  donnés,  le  second  théorème 
fournira  la  construction  qui  se  déduit  de  la  précédente  par  voie  de 
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dualité  et  qui  est  la  suivante  :  soient  A  et  B  (fig.  3o)  les  deux  points 
donnés  et  C  le  troisième  point  ;  par  le  point  C  on  mènera  une  droite 
quelconque  sur  laquelle  on  prendra  arbitrairement  deux  points 
D  et  E  ;  on  joindra  AE  et  BD  qui  se  couperont  en  G  ;  AD  et  BE  qui 
se  couperont  en  F,  la  droite  FG  passera  par  le  point  cherché. 

48.  Coordonnées  homogènes  ou  trilinéaires.  —  Une  se- 
conde démonstration  des  théorèmes  précédents  va  fournir  Toccasion 
de  signaler  une  nouvelle  notation  qui  est  souvent  utile  par  les  sim- 
plifications qu'elle  apporte  dans  les  calculs.  Lorsque  les  variables 
X  et  y  ne  figurent  que  dans  les  premiers  membres  des  équations 
des  droites  qui  jouent  un  rôle  dans  la  question,  on  peut  souvent  se 
borner  à  représenter  synthétiquement  par  une  lettre  le  premier 
membre  de  chaque  équation.  On  en  a  déjà  vu  un  exemple  lorsqu'on 
a  mis  réquation  générale  des  droites  qui  passent  par  le  point  d'in- 
tersection de  deux  droites  données  par  leurs  équations  X  =  o,  Y=o, 
sous  la  forme 

XX-+-|xY  =  o. 

Pour  généraliser  cette  notation,  on  démontre  le  théorème  sui- 
vant :  Etant  données ,  dam  le  plan^  trois  droites  non  concou- 
ranteSj  par  leurs  équations  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o;  il  existe  toujours 
pour  X,  [A,  V,  un  système  de  valeurs  proportionnelles  telles  que  t équa- 
tion d'une  droite  donnée  soit  : 

XX  +  IaYh-vZ:=o.  (68) 

En  d'autres  termes,  Téquation  (68)  représente  toutes  les  droites  du 
plan  lorsqu'on  y  fait  varier  X,  p.,  v,  de  toutes  les  façons  possibles. 
Ce  théorème  important,  qui  parait  presque  évident  si  l'on  re- 
marque que  l'équation  (68)  est  du  premier  degré  en  x^  y,  et  homo- 
gène par  rapport  à  trois  paramètres  X,  [a,  v,  peut  se  démontrer 
rigoureusement  de  deux  façons  également  simples.  Il  est  d'abord 
évident  que,  si  les  trois  droites  étaient  concourantes,  Z  étant  une 
combinaison  homogène  de   X  et  de  Y,  on  aurait,  par  exemple, 

identiquement 

Z  =  aX^-pY  (69) 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  Z  dans  l'équation  (68),  elle  se  rédui- 
rait elle-même  à  la  forme 

X,X  H-  |XiY=  o 
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et  ne  représenterait  par  conséquent  que  les  droites  passant  par  le 
point  de  concours.  Supposons  donc  que  cela  n'ait  pas  lieu  :  et  soit 
ABC  le  triangle  formé  parles  trois  droites  données  (fig.  3i).  Soit  D 


Fig.  3i 

le  point  où  la  droite  dont  on  cherche  Téquation  rencontre  la  droite 
Z  =  o;  la  droite  CD  passant  par  le  point  C,  point  de  concours  des 
droites  X  =  o,  Y  =  o,  aura  une  équation  de  la  forme 

XX  +  ixY  =  o,' 

d'où  il  résulte  que  Téquation  cherchée,  représentant  une  droite 
passant  par  le  point  D,  sera  une  combinaison  homogène  de  cette 
équationetde  l'équation  2=0,  c'est-à-dire  qu'elle  aura  la  forme(68). 
On  peut  procéder  d'une  autre  façon  et  trouver  les  valeurs  de 
X,  \K,  V,  en  fonction  des  paramètres  des  équations  des  trois  droites  et 
de  ceux  de  la  quatrième.  Soient  en  effet 

et 

aX  -+-  hj  -h  C  =::  O 

l'équation  de  la  droile  que  Ton  veut  mettre  sous  la  forme  (68).  Pour 
que  ces  deux  équations  représentent  la  même  droite,  il  faudra 
que  leurs  coefficients  soient  proportionnels  ;  ce  qui  donne,  après 
avoir  remplacé  X,Y,Z,  par  leurs  valeurs  dans  l'équation  (68), 


\Uy  -h  |xi/2  -h  VW3      \v^  -h  (/.t'a  +  vi»,      \w^  H-  [jLWïj  -h  ^n\ 
a 


b  ~  c  ~     P 
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en  représentant  par  —  p  la  valeur  commune  des  trois  rapports  ;  d'où 

l'on  tire 

Xu^  H-jA^a -hve/3 +pa  =  o 

\v^  -i-ii.^2  -l-v^3  -i-pb  =  o  (70) 

Al^i  H- 'jLti^a -h  vi^3  +  p  c  =  o 

équations  qui  donnent  pour  X,  [a,  v,  les  valeurs  proportionnelles 


A 

"i 

"3 

a 

"i 

^3 

b 

M,'j 

t«. 

c 

t* 

«. 

"3 

a 

*'( 

^3 

b 

w, 

î«3 

c 

V 

», 

"a 

a 

**. 

^a 

b 

u.\ 

it'i 

c 

Pour  ces  valeurs  de  X,  [jl,  v,  l'équation  (68)  représente,  en  général, 
la  droite  donnée.  Mais  si  les  trois  droites  X,Y,Z,  sont  concourantes, 
ces  valeurs  substituées  dans  l'équation  (68)  fournissent  une  identité, 
ce  qui  tient  a  ce  que  le  déterminant 


Wi 


1/ 


2 


u. 


3        '^a 

est  nul. 

Le  résultat  de  l'élimination  de  X,  (jl,  v,  p  entre  les  équations  (68) 
et  (70)  est  en  effet 

X      Y      Z      o 


tix 

U., 

î/s 

n 

^1 

^â 

^â 

b 

W, 

w. 

a;T 

c 

-=  o 


(70 


D*ailleurSy  le  mineur  qui  correspond  à  l'élément  zéro  étant  nul, 
et  à  cause  de  Tidentité  (6g),  on  a  entre  les  éléments  des  trois  der- 
nières lignes  et  des  trois  premières  colonnes  du  déterminant  (71) 
les  relations 

1/3=  al/,  -h^i/a 

Ce  déterminant  ne  peut  donc  être  nul  que  si  Ton  a  la  même 
relation  entre  les  éléments  correspondants  de  la  première  ligne, 


no  LIVRE  I.  —  CHAPITUE  III. 

ce  qui  donne  Tidentité  (69).  On  peut  encore  s'en  assurer  en  rem- 
plaçant 2/3,  P3,  u;,  par  les  \aleurs  précédentes  dans  celles  de  X,  {jl,  v  ; 
chacune  de  ces  dernières  se  décompose  alors  en  deux  détermi- 
nants dont  Tun  est  nul,  et  il  reste,  en  supprimant  l'autre  qui  est 
facteur  commun, 

X {A 


de  telle  sorte  que  Téquation  (68)  se  réduit  à  l'identité  (69). 

On  donne  souvent  à  cette  notation  le  nom  de  violation  abrégée; 
mais,  si  l'on  considère  synthétiquement  les  expressions  X,Y,Z,  elle 
constitue,  à  proprement  parler,  un  nouveau  système  de  coordonnées 
que  l'on  appelle  homogènes  on  /rtVm^atr^^  et  dans  lequel  un  point  est 
déterminé  par  les  rapports  des  quantités  X|,  Y,,  Zi,  résultats  obtenus 
en  substituant  ses  coordonnées  dans  les  expressions  X,Y,Z  ;  c'est- 
à-dire  par  des  valeurs  proportionnelles  à  ses  distances  à  trois  droites 
fixes.  Les  trois  droites  auxquelles  on  rapporte  ainsi  toutes  les 
droites  du  plan  forment  un  triangle  qu'on  appelle  triangle  de 
référence. 

Si  l'on  suppose  que  l'un  des  côtés  du  triangle  s'éloigne  à  Tinfini, 
on  retombe  sur  le  cas  particulier  des  coordonnées  cartésiennes, 
dans  lequel  les  deux  axes  ont  pour  équations  a:=o,  y  =  0,  et  la 
droite  de  l'infini,  par  l'introduction  d'une  troisième  variable,  z=o. 
Il  est  manifeste  qu'un  grand  avantage  de  cette  notation  sera  de 
permettre  de  supposer  alternativement  que  Tun  des  côtés  du  triangle 
de  référence  est  à  l'infini  ou  à  distance  finie,  c'est-à-dire  de  réaliser 
analytiquement  l'opération  géométrique  de  la  perspective  ou  pro^ 
jection  conique,  dans  laquelle  on  projette  d'un  point  fixe  tous  les 
points  d'une  figure  sur  un  autre  plan  non  parallèle  à  celui  de  la 
figure  ;  et  qui  permet  de  généraliser  les  théorèmes  qui  n'ont  trait 
qu'à  des  propriétés  projectives,  en  introduisant  une  nouvelle  droite 
qui  est  celle  qui  correspond  à  la  droite  de  l'infini  :  d'où  l'on  con- 
clut déjà  que  l'emploi  des. coordonnées   homogènes  sera  surtout 
utile  lorsqu'il  ne  s'agira  que  de  propriétés  projectives,  au  nombre 
desquelles  il  faut  placer  les  propriétés  descriptives  et  celles  des  pro- 
priétés métriques  qui  ne  renferment,  explicitement  ou  non,  que  des 
rapports  anharmoniques. 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  l'équation  de  la  droite  de  l'infini  dans 
ce  nouveau  système  de  coordonnées,  il  suffit  de  supposer  a  =  o, 
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6^=0,  on  obtient  alors,  en  remplaçant  X,  [x,  v,  par  leurs  valeurs 
proportionnelles, 

49.  —  Un  exemple  fera  ressortir  le  mode  d'emploi  de  cette  nou* 
Telle  notation.  Si  Ton  considère  un  quadrilatère  complet  (fig.  32), 


Fig.  33 

dont  trois  côtés  seront  pris  pour  former  le  triangle  de  référence, 
on  peut  se  proposer  de  chercher  les  équations  des  trois  diagonales. 
D'abord,  le  quatrième  côté  étant  donné,  son  équation  aura  la 
forme 

XX-hixY  +  vZr^o  (68) 

dans  laquelle  X,  [a,  v,  sont  des  quantités  connues.  La  diagonale  ÂB, 
passant  par  le  point  A,  sera  de  la  forme 

aXH-pY  =  o. 

Passant  par  le  point  B,  elle  devra  en  outre  être  une  combinaison 
de  (68)  et  de  Z  =  o.  Mais,  pour  être  de  la  première  forme,  elle  ne 
doit  pas  renfermer  de  terme  en  Z,  on  obtiendra  donc  son  équation 
en  faisant  Z  =  o  dans  (68),  ce  qui  donne 

XX-+-iJiY  =  o. 

On  aurait  de  même,  pour  l'équation  de  la  diagonale  EG 

XX  -h  vZ  =  o 
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et  pour  celle  de  la  diagonale  DF 

de  telle  sorte  que  les  équations  des  trois  diagonales  s'obtiennent 
successivement  en  supprimant  un  terme  dans  l'équation  (68). 

Cherchons  l'équation  de  la  droite  AG  ;  cette  droite  passe  par  le 
point  A,  son  équation  ne  doit  donc  pas  renfermer  de  terme  en  Z  ; 
la  droite  passe  aussi  par  le  point  G,  par  suite  Téquation  doit  être  une 
combinaison  homogène  de  celles  des  deux  droites  qui  déterminent 
le  point  G,  c'est-à-dire  qu'elle  sera  de  la  forme 

a(>vX  -h  vZ  j  +  g(;;T  -f-  vZ)  =  o  ; 

si  on  égale  à  zéro  le  terme  en  Z,  il  vient 

et  l'équation  cherchée  devient  alors 

c'est-à-dire  que  la  droite  AG  est  la  conjuguée  harmonique  de  la 
droite  AB  par  rapport  aux  deux  droites  AC  et  AD,  ce  qui  est  le  pre- 
mier des  deux  théorèmes  précédemment  démontrés. 

Si,  au  lieu  de  prouver  cette  proposition,  on  avait  voulu  prouver 
la  suivante  :  le  faisceau  formé  par  deux  côtés  adjacents  d'un  parallé- 
logramme, la  diagonale  qui  passe  par  leur  point  de  concours  et  la 
parallèle  à  Vautre  diagonale^  est  harmonique,  proposition  évidente, 
et  si  Ton  avait  pris  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  côtés  adja- 
cents, en  appelant 

>uc  4-  |ij)^'  4-  v^  =  o 

J'équation  de  l'autre  diagonale,  le  calcul  eût  été  identiquement  le 
même  ;  l'on  voit  donc  bien  que  la  notation  trilinéaire  a  eu  Tavan^ 
tage  de  prouver  par  le  même  calcul  un  théorème  plus  général, 
puisque  c'est  celui  qui  se  déduit  par  projection  conique  de  la  pro- 
position qui  vient  d'être  énoncée.  On  s^en  assure  aisément,  en 
remarquant  que  deux  droites  parallèles  et  la  droite  de  l'infini  se 
perspeçtivent  suivant  trois  droites  concourantes,  et  que  les  extré- 
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mités  d'un  segment  d'une  part,  son  milieu  et  le  point  à  Tinfini  de 
Tautre,  se  projettent  suivant  quatre  points  en  rapport  harmonique. 
Tout  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  les  coordonnées  homogènes 
pourrait  se  répéter  identiquement  en  considérant  les  équations 

X=o,      Y  =  o,      Z  =  o 

comme  étant  celles  de  trois  points,  en  coordonnées  tangentielles, 
pourvu  que  ces  trois  points  ne  soient  pas  en  ligne  droite.  L'équa- 
tion générale  d'un  point  du  plan  serait  alors  l'équation  (68)  et  le 
calcul  qui  vient  d'être  fait  démontrerait,  non  plus  le  théorème 
précédent,  mais  son  corrélatif,  qui  a  également  été  énoncé  plus  haut, 
lequel  peut  lui-même  se  déduire  par  projection  conique  du  suivant  : 
dans  un  parallélogramme  les  diagonales  se  coupent  en  parties 
égales. 

60.  —  Un  dernier  exemple  achèvera  de  faire  comprendre  le 
mode  d'application  de  cette  méthode,  en  même  temps  qu'il  fournira 
une  nouvelle  occasion  d'invoquer  le  principe  de  dualité.  Conservant 
les  mêmes  notations,  désignons  comme  précédemmentpar  Xi,  Yi,Zi, 
les  résultats  des  substitutions  dans  les  fonctions  X,  Y,  Z,  des  coor- 
données d'un  point  donné  P  du  plan.  L'équation  de  la  droite  PÂ 
sera  de  la  forme 

aX-+-pY=o 
avec  la  condition 

c'est-à-dire  que  cette  équation  sera 

XY,~xy=o 

sa  conjuguée  harmonique  par  rapport  aux  deux  droites  X = o,  Y  =  o 
sera  donc 

xY,4^xy=o  (7a) 

de  même,  l'équation  de  la  droite  PB  sera  de  la  forme 

a(XX4-|JLY-4-vZ)-f-pZ  =  o 

avec  la  condition 

a(XX^  +  II.Y,  -4-  vZ  J  -h  pZ^  =  o 
PuQUST.  Géom.  anatyt,  8 
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dans  laquelle  il  suffira  de  changer  le  signe  de  3  si,  au  lieu  de  la 
droite  PB,  on  cherche  sa  conjuguée  harmonique  par  rapport  aux 
droites 

Z  =  0,  /JC-h|xY-{-vZ=:0 

on  en  tire  pour  cette  droite  Téquation 

Z,(aX  -h  |jlY  -h  vZ)  -h  Z(XX,  -h  piY,  +  vZ,)  =  0  (73) 

Enfin  Téquation  de  la  droite  PG  sera  de  la^forme 


a(XX-hvZ)H-g(ixY-hvZ)  =  o 


avec   la  condition 


a(XX, -i-vZ,)H-3(iJLY, -{-vZ,)  =  o 


ce  qui  donne  pour  sa  conjuguée  harmonique  par  rapport  aux  droites 

XX4-vZ  =  o,        |jlY  +  vZ  =  o 


réquation 


(ijlY,  +  vZ,)  (XX + vZ)  H-  (ixY  +y  Z)  {>J(,  -h  vZ,)  =  o  (74) 


Or  si  on  multiplie  Téquation  (72)  par  Xpi,  l'équation  (73)  par  v,  et 
si  on  les  ajoute,  on  retrouve  précisément  Téquation  (74).  On  en 
conclut  que  les  trois  droites  représentées  par  ces  équations  sont 
concourantes,  d*où  ce  théorème  : 

Si  l'on  joint  un  point  du  plan  respectivement  aux  trois  points 
diagonaux  d'un  quadrangle  complet  et  si  fon  prend  la  conjuguée 
harmonique  de  chacune  de  ces  droites  respectivement  par  rapport 
aux  deux  côtés  opposés  du  quadrangle  avec  lesquels  elle  concourt^  ces 
trois  droites  sont  concourantes. 

Le  théorème  corrélatif  est  le  suivant  :  Si  sur  chaque  diagonale 
d'un  quadrilatère  complet  on  prend  le  point  conjugué  harmonique  par 
rapport  aux  extrémités  de  la  diagonale  du  point  de  rencontre  de  cette 
droite  avec  une  droite  donnée  du  plan,  les]  trois  points  ainsi  obtenus 
sont  en  ligne  droite. 

Ces  quelques  exemples  et  les  explications  qui  les  précèdent  suffi- 
ront peut-être  pour  faire  comprendre  les  deux  modes  généraux  de 
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transformation  que  Ton  peut  déduire  de  la  seule  géométrie  de  la 
ligne  droite  ;  dont  Tun  procède  par  l'application  pure  et  simple 
du  principe  de  dualité,  et  Tautre  par  voie  de  projection  conique,  en 
ramenant  à  distance  finie  les  éléments  à  Tinfini,  et  réciproquement. 
L'étude  des  figures  homographiques  achèvera,  dans  le  chapitre 
qui  Ta  suivre,  de  mettre  en  lumière  les  propriétés  et  Tusage  de  la 
transformation  par  projection. 

Bxercices.  —  1.  Former  les  équations  des  six  côtés  d'un  qua- 
drangle  complet  en  prenant  pour  triangle  de  référence  le  triangle 
ayant  pour  sommets  les  trois  points  diagonaux. 

2.  —  On  coupe  par  une  droite  les  trois  côtés  d'un  triangle,  on 
prend  sur  chaque  côté  le  conjugué  harmonique  du  point  d'inter- 
section par  rapport  aux  extrémités  du  côté  et  on  le  joint  au  sommet 
opposé  ;  les  trois  droites  ainsi  obtenues  sont  concourantes. 


CHAPITRE   IV 


NOTIONS  SUR  LA  TRANSFORMATION  HOMOGRAPHIQUE  DES 
FIGURES  PLANES  ET  SUR  LES  TRANSFORMATIONS  QUI  EN 
DÉRIVENT. 


61.  Divisions  homographiques  sur  une  môme  droite.  — 

On  dit  que  deux  séries  de  points  sur  une  même  droite  ou  sur  deux 
droites  différentes  forment  deux  divisions  homographiques,  lorsque 
ces  points  se  correspondent  un  à  un  de  telle  façon  qu'à  un  point 
de  la  première  série  correspond  un  seul  point  de  la  seconde  et 
réciproquement.  Deux  points  correspondants  sont  dits  Aomo/o^t/^5. 
Si  les  points  sont  sur  la  même  droite,  et  si  Ton  rapporte  tous  les  points 
deladroiteàunemêmeorigineprisesurcettedroite,iiestfaciied'après 
cela  de  trouver  la  forme  de  la  relation  générale  qui  doit  exister  entre 
Tabscisse  variable  x^  d'un  point  de  la  première  série  etTabscisse  x^ 
du  point  homologue  de  la  seconde.  Si  ei^  effet  dans  cette  rela- 
tion on  donne  à  a:^  une  valeur  arbitraire,  on  doit  en  tirer  pour  x^ 
une  seule  valeur,  elle  est  donc  du  premier  degré  en  x^,  par  exemple 

Ax|-i-B=c. 

pour  la  même  raison  elle  est  du  premier  degré  en  x^,  A  et  B  sont 
donc  des  polynômes  de  la  forme  : 

Oa  +  D 

dans  lesquels  G  et  D  sont  des  constantes;  finalement  la  relation 
cherchée  aura  la  forme  générale  : 

ax^x^  -h  bx^  -h  cxj + rf = o  (75) 
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et  cette  relation,  résolue  par  rapport  à  Tune  des  yariables,  donnera 
Tabscisse  du  point  de  la  droite  qui  correspond  à  Tautre,  c'est-à-dire 
qu^elle  permettra  de  trouver  le  point  d'une  série  qui  correspond  à 
un  point  donné  de  l'autre.  11  est  évident  par  là  qu'à  un  point  de  la 
droite  correspondent  deux  points  difierenls  suivant  qu'on  le  considère 
comme  appartenant  à  la  première  ou  à  la  seconde  série,  puisque 
l'équation  (jS),  résolue  soit  par  rapport  à  x^  soit  par  rapport  à  x^^  ne 
fournit  pas  les  mêmes  valeurs.  On  examinera  plus  loin  le  cas  par- 
ticulier 011  ce  fait  se  présente  et  qui  exige  b  =  c,  résultat  qui  ne 
peut  être  atteint  par  aucun  changement  d'origine  et  qui  est  tout  à 
fait  spécial. 

Théorème.  —  Deux  divisions,  homoçraphiques  à  une  troisième^ 
sont  homographiques  entre  elles.  Si  en  efTet  les  deux  séries  de  points 
X|  et  or,  sont  homographiques  à  la  série  des  points  x,,  on  a  en  même 
temps 

a^x^x^  -\-  h^x^  -h  c^x^  -{-  rf^  =  o 

a^^^  +  i  jJ:^  -h  c^^  +  rf^  =  o 
• 

d'où  résulte,  par  l'élimination  de  x^,  une  relation  homographique 
entre  x^  et  x^. 

Théorème.  —  Etant  données  deux  divisions  homographiques  sur 
une  même  droite^  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  quelcon- 
ques de  fune  d'elles  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  homologues  de  l'autre. 

Soient  en  effet  x^^,  x^2,  x^^y  x^^y  quatre  points  quelconques  de  la 
première  série,  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  points  est 
donné  par  l'expression  (62),  et  est  égal  à 

Or  l'équation  (70)  donne  pour  l'abscisse  x^l  d'un  point  quelconque 
de  la  première  série  en  fonction  de  l'abscisse  x^p  du  point  corres- 
pondant de  la  seconde,  la  valeur  : 


ax^  -\-  b 


Substituant  dans  le  rapport  anharmonique  précédent  à  la  place 
de  chaque  abscisse  sa  valeur  en  fonction  de  l'abscisse  du  point 
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homologue  de  la  seconde  série,  il  vient  en  chassant  les  dénomina- 
teurs : 

n^arj  s  -+-rf)  (a*a  i  -H  *)  —  («a:„  -h  b)  {cx^  |  -hrf)J  [^(cx^-hrf)  (««j,  -f-  *)  —  (axj^  -f-  b)  (fXjj  -hrf)! 
r(cx,4-4-rf)^«^i|-H^)  — (aa:,4-h6)(cx,,4-rf)J         [(cx,8-hd)(a«M4-*)— (aX23-4-6)(<r«,j-+-rf)"] 

Si  d'ailleurs  l'on  remarque  que  chacune  des  quatre  parenthèses 
renferme  le  facteur  bc  —  ad,  et  si  on  le  supprime  deux  fois  au  numé- 
rateur et  deux  fois  au  dénominateur,  il  reste 

\^2A  "~  -^îi  )  y^2$  "~  '^22) 

qui  est  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  de  la  se- 
conde série  homologues  des  quatre  points  donnés  de  la  première. 
C.Q.F.D. 

62.  —  Si  on  considère  deux  divisions  homographiques  sur  une 
même  droite,  elles  donnent  lieu  à  plusieurs  points  remarquables 
que  Ton  peut  prendre  successivement  pour  origine  de  façon  à  sim- 
plifier l'équation  générale  (75).  On  peut  d'abord  se  proposer  de 
chercher  s'il  n'existe  pas  sur  la  droite  de  point  qui,  considéré  comme 
appartenant  à  Tune  des  séries,  coïncide  avec  son  homologue  dans 
Tautre.  Il  est  clair  que' les  points  cherchés  s'obtiendront  en  faisant 
x^  =X2  dans  Téquation  (75)  et  que  leurs  abscisses  seront  données  par 
conséquent  par  l'équation  du  second  degré 

ax^+{b-hc)x'hd=o  (76) 

Il  y  a  donc  deux  points  réels  ou  imaginaires,  P  et  Q,  répondant 
à  la  question  ;  on  les  désigne  sous  le  nom  depoiîits  doubles  des  deux 
divisions  homographiques. 

Si  l'un  d'eux  est  pris  pour  origine,  le  terme  constant  devra  man- 
quer dans  l'équation  précédente  et  manquera  par  conséquent  aussi 
dans  l'équation  générale  (75).  Si  on  prend  pour  origine  le  milieu  0 
des  deux  points  doubles  dont  l'abscisse,  toujours  réelle,  est  donnée 
par  la  valeur 

b-hc 


x= 

2a 
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il  faut,  pour  savoir  ce  que  devient  Téquation  (75)^  y  remplacer  x^ 

b-i-c    .                     b-hc 
par  X. et  x^  par  x^ . 

Elle  devient  alors 

ax,x^^—-^  (^4  -^a)--^ J-^ =0  (77) 

où  Ton  voit  que  le  terme  indépendant  a  pour  numérateur  Texpres- 
sion  du  signe  de  laquelle  dépend  la  réalité  des  points  doubles  ; 
comme  cela  devait  être,  car  si  le  terme  indépendant  de  la  rela- 
tion homographique  (77)  s'annule,  c'est  que  Tun  des  points  doubles 
vient  à  Torigine  :  Torigine  étant  d'ailleurs  le  milieu  des  points 
doubles,  il  faudra  pour  cela  que  les  points  doubles  coïncident; 
d'où  il  suit  que  le  terme  indépendant  doit  s'annuler  en  même 
temps  que  les  points  doubles  coïncident. 

Réciproquement,  toute  relation  homographique, 

ax^x^  -h  h{^x^  —  X2)  4-  rf = o  (78) 

dans  laquelle  les  coefficients  de  x^  et  de  x,^  sont  égaux  et  de  signes 
contraires,  représente  deux  divisions  rapportées  au  milieu  de  leurs 
points  doubles  pris  pour  origine,  puisque,  si  Ton  y  fait  x^^=^x^^ 
l'équation  qui  donne  les  points  doubles  est 

ax^-\-d:=^o 

qui  donne  par  conséquent  pour  x  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires,  et  qui  seront  réelles  ou  imaginaires  suivant  que  les  coef- 
ficients a  et  d  auront  ou  n'auront  pas  des  signes  contraires.  Dans 
ce  qui  va  suivre  on  supposera  toujours  que  l'origine  est  le  milieu 
des  points  doubles. 

Il  y  a  encore  lieu  de  considérer  deux  couples  particuliers  de 
points  qui  sont  :  en  premier  lieu,  les  points  V  et  J  correspondants 
au  point  a  l'infini  de  la  droite  suivant  qu'on  le  considère  comme 
appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  division  ;  en  second  lieu,  les  points 
K'  et  H  correspondants  au  milieu  du  segment  des  points  doubles, 
suivant  que  Ton  considère  ce  milieu  comme  appartenant  à  l'une 
ou  à  l'autre  division. 

En  ce  qui  concerne  les  premiers,  on  aura  l'abscisse  du  point 
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homologue  du  point  à  Tinfini  considéré  comme  appartenant  à  la 
première  série,  en  annulant  le  coefficient  de  x^  dans  la  relation 
(78),  ce  qui  donne 


d'où 


ax2-hb=io 


*         a 


On  aura  de  même  Tabscisse  du  point  homologue  du  même  point, 
mais  considéré  comme  appartenant  à  la  seconde  série,  en  annulant 
le  coefficient  de  a:^,  d*oii  Ton  tire  : 


'     a 


et  les  deux  couples  de  points  homologues  qui  viennent  d'être  ainsi 
déterminés  sont  alors 

Infini  (  x.  =  00  J(j:|  =  - 

I             b  ] 

r  I  X2= Infini  /  072=00 

d'où  Ton  voit  que  les  deux  points  homologues,  respectivement  dans 
chaque  division^  du  point  de  Finfini  sont  situés  de  part  et  d^ autre 
du  milieu  des  poiîits  doubles  à  des  di  tances  égales.  Le  signe  de  b 
déterminera  quel  est  celui  des  deux  dont  l'abscisse  est  positive. 

Pour  avoir  les  deux  points  homologues  du  milieu  des  points 
doubles  considérés  comme  appartenant  à  l'une  ou  à  Tautre  série, 
on  annulera  les  termes  indépendants  de  x^  et  de  x^  au  lieu  d'an- 
nuler leurs  coefficients,  et  l'on  aura  de  même  les  deux  couples  : 

0  (  x.  =  o        H  l  x,=Y 
/         d  * 

KiX2=-7        '      0  1^2  =  0 

ce  qui  prouve  encore  que  ces  deux  points  sont  situés  de  part  et  d'au- 
tre du  milieu  des  points  doubles  à  des  distances  égales. 

Si  les  points  doubles  sont  réels,  les  coefficients  a  et  d  sont  de 
signes  contraires  ;  les  points  V  et  K'  sont  alors  situés  du  même  côté 
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du  point  0,  parce  que  le  produit  de  leurs  abscisses  est  positif  et 
égal  à ,  c'est-à-dire  à  OP*.  On  a  donc  : 

Or.OR'.  =  OP' 

ce  qui  fait  "voir,  si  l'on  se  reporte  à  la  relation  (66)^  que  les  deux 
points  doubles  et  les  points  qui  correspondent  dans  la  même  série  à 
leur  point  milieu  et  au  point  à  F  infini^  supposés  appartenir  à  l'autre 
sérte^  formait  une  division  harmonique. 

Si  les  points  doubles  sont  imaginaires,  le  produit  01'.  OR'  devient 
négatif,  mais  le  théorème  n'en  subsiste  pas  moins  ;  et  ce  n'est  que 
lorsque  les  quatre  points  d'une  division  harmonique  sont  tous 
réels  que  deux  d'entre  eux  sont  nécessairement  du  même  côté  par 
rapport  au  milieu  du  segment  des  deux  autres. 

Si  on  prend  le  point  l' pour  origine,  il  faut  dans  l'équation  (78) 

remplacer  x^  par  x^ ,  et  x^  par  x^ ;  ce  qui  fait  disparaître 

le  terme  en  x^  comme  c'était  à  prévoir,  puisque  si  l'on  fait  X2  =  o,  la 
valeur  correspondante  de  x^  doit  être  infinie.  Si  au  contraire  on  avait 
pris  le  point  J  pour  origine,  c'est  le  terme  en  X2  qui  aurait  disparu. 

On  a  ainsi  déterminé  la  signification  géométrique  de  l'absence 
dans  l'équation  générale  (75)  de  chacun  des  termes,  le  premier 
excepté.  Il  n'existe  en  effet  aucun  changement  d'origine  qui  pour- 
rait le  faire  disparaître  et  l'équation  te< -h  car^ -h  rf=o  représente 
deux  divisions  homographiques  d'une  espèce  particulière.  L'équa- 
tion qui  en  détermine  les  points  doubles  se  réduit  en  efiet  à 
(b-^c)x-k-d=o;  Tun  des  points  doubles  est  rejeté  à  l'infini,  et  si 
l'on  prend  l'autre  pour  origine  la  relation  homographique  se  réduit 
à  b'x^-hc'x2  =  o;  ce  qui  prouve  que  le  rapport  des  distances  de 
l'origine  à  deux  points  homologues  est  constant.  On  dit  alors  que 
les  divisions  sont  homothétiques  ;  et  le  point  double  à  distance  finie 
est  le  centre  d'homothétie. 

Si  l'on  avait  en  outre  6'-f-c'=o,  l'équation  se  réduirait  à  x^=x^ 
et  les  deux  divisions  seraient  identiques. 

63.  Théorème.  —  Deux  divisions  homographiques  à  points  dou- 
bles réels  peuvent  être  considérées  comme  se  composant  des  couples 
de  points  qui  forment  avec  les  points  doubles  un  système  dont  le 
rapport  anharmonique  est  constant. 
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Soient  en  effet  a^  et  o^  les  abscisses  de  deux  points  fi^es  de  la 
droite^  x^  et  x^  les  abscisses  de  deux  points  variables;  si  Ton 
exprime  que  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  points  est 
constant  et  égal  à  X,  on  aura  la  relation  : 

X  =  îi-Il^'  ^<  """  ^^  —  (^<  ""  ^^  (^3  ~  '^a) 

ou  en  ordonnant  par  rapport  aux  variables  x^  et  x.^ 

(  I  —  X)x^x^  -f-  (X»!  —  (x^)x^  -f-  (Xxj  —  «4)^:^2  "^  ('  ""  ^)h  «2=0 

qui  est  une  relation  homographique  entre  x^  et  x^,  ce  qui  prouve 
la  réciproque  du  théorème  énoncé.  Pour  démontrer  le  théorème 
lui-même,  il  faut  chercher  si  en  identifiant  la  relation  précédente 
avec  la  relation  générale 

[ax^x^  -f-  hx^  -i-  cx^  -i-  rf=  o  (75) 

on  peut  déterminer  les  valeurs  de  a^ ,  o^  et  X.  L*identificatîon  donne 

I  —  X Xa^  —  «2 Xa^  —  «4 (  I  —  X)a|a3 

abc  d 

en  ajoutant  respectivement  les  termes  du  second  et  du  troisième 
rapport,  on  voit  que  les  rapports  précédents  sont  encore  égaux  à 


(X      i)(a,-+-a,) 

i  +  c 

On  tire  de  là  : 

d                          4-+-C 
*  ^      a         *       ^    ^         a 

Ce  qui  prouve  que  a^  et  Oj  sont  les  racines  de  Téquation  du 
second  degré 

aa7^-f-(i-hc)x4-rf=o 

c'est-à-dire  les  abscisses  des  points  doubles  des  deux  divisions  ho- 
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mographiques.  Quant  au  rapport  anharmonique  X,  les  rapports  pré- 
cédents donnent 

En  substituant  dans  cette  yaleur  celles  des  racines  de  l'équation 
précédente,  dans  un  ordre  quelconque,  ce  qui  est  indifférent  puisque 
les  deux  combinaisons  donneront  pour  X  deux  valeurs  inverses  qui 
peuvent  toutes  les  deux  convenir  également  pour  un  rapport  anhar- 
monique,  on  obtient,  tout  calcul  fait, 


b-'C — V  (^ + ^y  ~~  4«^ 

On  voit  que  ce  rapport  peut  être  réel  ou  imaginaire,  et  qu'il 
sera,  en  général,  réel  en  même  -temps  que  les  points  doubles  : 
loutefois,  pour  6  =  c,  le  radical  disparaît  et  X  est  toujours  égal  à  —  i , 
que  les  points  doubles  soient  réels  ou  imaginaires.  Si  Ton  prend 
le  point  0  pour  origine,  sa  valeur  se  simplifie  et  devient,  en  rem- 
plaçant c  par  —  b,  et  divisant  les  deux  termes  de  la  fraction 
par  2 

b-i-^--ad 

A—  ^=- 

b  —  \J—ad 

valeur  réelle  en  même  temps  que  les  doubles,  car  on  se  rappelle 
que  pour  que  ceux-ci  soient  réels,  lorsque  le  point  0  est  pris  pour 
origine,  il  faut  que  les  coefficients  aeid  soient  de  signes  contraires. 
On  peut,  si  Ton  veut,  dans  la  valeur  de  X,  rendre  le  dénominateur 
rationnel  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le  numé- 
rateur ;  ce  qui  donne 

_b^  —  ad -^  ib  \J  —  cul 

11  est  facile  de  trouver  Texpression  géométrique  de  la  valeur 
de  X  :  si  on  considère  en  effet  le  couple  (oo  T),  il  forme  avec  les  deux 
points  doubles  un  système  pour  lequel  l'une  des  valeurs  du  rapport 

IT 

anharmonique  est  -pTr. 

L'une  des  valeurs  de  X  est  donc  le  rapport  des  distances  du  point  \ 
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aux  deux  points  doubles,  ou  son  inverse  suivant  la  façon  dont 
on  combine  les  quatre  points  pour  trouver  le  rapport  anharmonique. 
Si  Ton  considère  au  contraire  le  couple  (0,R')  il  forme  avec  les 
points  doubles  un  système  dont  le  rapport  anharmonique^  pris  dans 

le  même  sens,  est  —  «p^r . 

La  même  valeur  de  X  est  donc  encore  égale  au  rapport  cbangé 
de  signe  des  distances  du  point  K'  aux  points  doubles,  et  Ton  vériGe 
facilement,  en  remplaçant  les  segments  par  leurs  valeurs  algébri- 
ques, et  supposant  que  Tabscisse  du  point  double  P  est  celle  des 
racines  de  l'équation  (76)  qui  s'obtient  en  prenant  le  signe + devant 
le  radical,  que  cette  valeur  est  précisément  celle  qui  a  été  trouvée 
plus  haut  (79).  Ainsi,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'on  a 

,_1P_     RP 

^-ror    KO 

d'où  il  suit  que  les  quatre  points  P,Q,r  et  R'  forment  une  division 
harmonique,  ce  qui  a  déjà  été  démontré. 

,  54.  —  Théorème.  —  Deux  divisions  homographiques ,  à  points 
doubles  imaginaires^  peuvent  être  considérées  comme  engendrées  par 
les  points  cT intersection  de  la  droite  qui  les  porte  avec  les  côtés  res- 
pectifs  d'un  angle  de  grandeur  constante^  tournant  dans  le  même 
sens  autour  de  son  sommet  pris  en  un  certain  point  de  la  perpendicu- 
laire élevée  au  milieu  des  points  doubles,  sur  la  droite  qui  porte  les 
deux  divisions. 

Prenons  la  droite  pour  axe  des  abscisses,  la  perpendiculaire  au 
milieu  des  points  doubles  pour  axe  des  ordonnées,  et  considérons 
le  point  S  de  cette  perpendiculaire  dont  l'ordonnée  ^  est  égale  à 

l'abscisse  des  points  doubles,  au  coefficient  y/—  i  près.  Cette  der- 


nière étant  égale  à  i  / — ,  on  aura 


^\H- 


P= 


y/1 


et  p  sera  réel,  puisque  par  hypothèse  les  points  doubles  sont  ima- 
ginaires. Cela  posé,  l'équation  de  la  droite  joignant  le  point  S  au 
point  de  la  première  division  dont  l'abscisse  est  x^  sera 
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y      X 
P      x^ 
ou 

De  même»  réquation  de  la  droite  joignant  le  point  S  au  point  de  la 
seconde  division  dont  Tabscisse  est  a;,,  est 

Les  coordonnées  étant  rectangulaires,  le  cosinus  de  Tangle  de 
ces  deux  droites  est  donné  par  la  formule 

« 

cosV=±-=fiSiË 


ou^  en  remplaçant  p^  nar  sa  valeur,  élevant  au  carré  et  chassant  le 
dénominateur, 

{ax\^  d)  [axl-^  d) 
On  voit  facilement  que  le  dénominateur  peut  s'écrire  : 

[ax^x^  -i-  df-^-  ad{x^  —  x^ 

Si  maintenant  Ton  remplace  ax^x^  +  d  par  —  b(x^  —  x^),  quantité  qui 
lui  est  égale  en  vertu  de  la  relation  homographique,  et  si  Ton  sup- 
prime le  facteur  commun  {x^  —  x^ff  il  reste  : 

cosW= 


b^-i-ad 


quantité  constante.  On  en  conclut 


d'où 


.   «..         ad 

sinW=T5 ^ 

b^-i-ad 


tangV=:±:y/^=dzJV«rf 


valeur  réelle,  puisque  les  coefficients  a  et  (/sont  de  même  signe.  Les 
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deux  signes  conviennent  également  pour  la  tangente  trouvée,  et 
Ton  voit  sans  peine  que  l'angle  aigu  ne  peut  fournir  dans  chaque 
division  que  les  points  de  la  droite  qui,  partant  du  point  qui  corres- 
pond à  rinfini  dans  Tautre,  s'éloignent  à  l'infini  dahs  la  direction 
de  l'origine.  Ainsi,  si  les  points  de  la  droite  sont  rangés  dans  l'ordre 
—  00  ,  r,0,J,-i-oo  ;  au  segment —  oo  l' de  la  seconde  division  corres- 
pond parle  moyen  d'un  angle  obtus  le  segment  Joo  de  la  première, 
et  il  n'y  a  que  le  segment  Too  de  la  seconde  qui  fournisse,  par  le 
moyen  d'un  angle  aigu,  le  segment —  ooJ  de  la  première. 

Dans  le  cas  qui  vient  d'être  étudié,  où  les  points  doubles  sont 
imaginaires^  le  rapport  anharmonique  X  est  encore  constant,  mais 
il  est  imaginaire.  On  a  alors 


' b^  —  ad -h  ib  \J  —  ad b^  —  ad      ^b\Jad    . 

^^~"  b^^ad  ~~A^  +  flrf"^i^4-aûf^~'^ 

=  C0S2V±V™  I  sinaV^e*"^^^-' 

les  signes  =t=  correspondant  aux  deux  façons  inverses  de  compter  le 
rapport  X.  On  en  conclut 

V=± — L=L.X  (8o) 

i\J—i 


Si,  d'ailleurs,  on  remarque  que  les  droites  qui  joignent  le  point  S 

aux  deux  points  doubles,  ont  pour  coefficients  angulaires  ±  V—  i 
on  en  conclut  le  théorème  suivant,  d'une  grande  utilité  dans  les 
transformations  d'angles  par  voie  homographique  : 

V angle  de  deux  droites  est  égal  au  coefficient  — -=  multiplié  par 

le  logarithme  7iepérien  du  rapvort  anharmonique  formé  par  les  côtés 
de  l'angle  avec  les  deux  droites  issues  du  sommet  et  dont  les  coeffi- 
cients angulaires  sont  ±  y^  —  i . 

Les  directions  imaginaires  ainsi  déterminées  ont  une  importance 
particulière,  comme  cela  ressortira  de  la  théorie  du  cercle,  et  deux 
droites  parallèles  à  ces  directions  sont  dites  isotropes. 

Le  système  des  droites  isotropes  menées  par  Torigine  a  pour 
équation 
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et  si  les  coordonnées  sont  obliques 

x*-+-2.r7COs6-+-jr*=[x4-jK(cos8+ V—  i  sinO)]  [x-hj^(cos6  — V—  i  sinô)]=o 

Ces  droites  jouissent  de  deux  propriétés  caractéristiques  :  la  pre- 
mière consiste  en  ce  que  chacune  d'elles  est  perpendiculaire  à  elle- 
même;  on  le  vérifie  facilement  au  moyen  de  la  condition  de  per- 
pendicularilé  (37),  ou  de  la  condition  (36)  si  les  axes  sont  obliques.  En 
faisant  dans  ces  conditions  04  =  ^^,  d|  =  63,  on  démontre  que  ce  sont 
les  seules  droites  qui  jouissent  de  cette  propriété  (*).  Secondement, 
deux  points  quelconques  de  Fune  d'elles  sont  à  une  distance  nulle;  on 
a  en  effet,  si  Ton  désigne  par  {x^^y^)  et  (a:a,y2)>  '^s  coordonnées  rec- 
tangulaires des  deux  points,  et  en  faisant  correspondre  les  signes 

doii 

En  prenant  l'un  d'eux  pour  origine,  on  voit  aussi  que  cette  pro- 
priété caractérise  les  droites  isotropes,  car  on  a  pour  Tautre 

Si  Ton  fait  V=  -"dans  la  relation  (80),  on  en  tire 

ifoù  résulte  cette  troisième  propriété  des  droites  isotropes  :  deux 
droites  rectangulaires  et  les  droites  isotropes  issues  de  leur  point  d'in- 
tersection forment  un  faisceau  harmoyiique.  On  aurait  encore  pu 
5>n  assurer  en  faisant  dans  la  relation  (67) 

55.  —  11  reste  à  examiner  Je  cas  où  les  points  doubles  coïncident. 
Alors,  si  Ton  prend  toujours  leur  milieu  pour  origine,  ils  se  con- 

(*y'A  Trai  dire,  lo  cosinus  de  l'angle  que  fait  avec  elle-même  une  droite  isotrope  se 
présente  sous  la  forme'-;  on  peut  donc  considérer  cet  angle  comme  ayant  une  valeur 
quelconque,  arbitrairement  choisie. 
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fondent  avec  ce  point  et  leur  abscisse  est  nulle  ;  on  a  donc  d=Of 
et  l'équation  (78)  se  réduit  à 


On  en  conclut 

jc^x^            b 

x^  —  x^         a 

ou 

liai 
x^      x^      b      OJ 

Ainsi,  la  diflërence  des  inverses  des  abscisses  de  deux  points 
homologues  est  constante,  et  cette  constante  s'obtient  en  supposant 
Tun  d'eux  à  Tinfini.  Si  l'un  d'eux,  partant  de  l'origine,  s'éloigne 
vers  le  point  i,  par  exemple,  qui  correspond  à  l'infini  dans  l'autre 
division,  son  homologue,  d'abord  confondu  avec  lui,  s'en  éloigne 
dans  le  même  sens  jusqu'à  ce  que,  le  premier  étant  arrivé  en  J,  il 
soit  lui-même  à  l'infini.  Le  premier  continuant  son  mouvement 
jusqu'à  rinfini,  il  passe  de  l'autre  côté  de  la  droite  et  se  rapproche 
de  l'origine  jusqu'en  T;  enfin  il  parcourt  le  segment  TO  en  même 
temps  que  l'autre  décrit  le  chemin  —  00  0.  Les  points  K'  et  H,  homo- 
logues du  point  0  dans  chaque  division,  sont  confondus  avec  lui  ; 
enfin,  le  rapport  anharmonique  X  prend  une  valeur  limite  égale  à 
l'unité  et  l'angle  V,  dont  le  sommet  devient  l'origine,  est  é^al  à  zéro. 

56.  —  L'équation  générale  (jS)  est  homogène  par  rapport  à 
quatre  paramètres  variables  a,  d,  c,  d;  il  faudra  donc,  pour  la  dé- 
terminer et  faire  connaître  en  même  temps  les  deux  divisions 
homographiques,  trois  équations  entre  ces  paramètres.  Les  données 
peuvent  être  des  couples  de  points  homologues  ;  les  points  doubles» 
lorsqu'ils  sont  réels,  et  le  rapport  anharmonique  X ;  l'angle  Y  lors- 
qu'ils sont  imaginaires.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  donne 
trois  couples  de  points  homologues,  savoir  (^^oa:^^),  [x^^^x^^  (^43>^as)> 
les  premiers  indices  indiquant  comme  toujours  la  série  à  laquelle 
appartient  le  point  considéré.  On  aura  alors  pour  déterminer  la 
relation  homographique^  les  trois  équations 

ax^^x^i  4-  bx^  ^  -+-  cx^^  -\-d=o 
ax^^^  -i-  ix^a  -h  cx^  4-  é^ = o 
ax^jXjj  -H  bx^^  4-  cx^  -f-  é^= o 
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Lies  yaleurs  proportionnelles  de  a,  b^  c,  d^  tirées  de  ces  trois 
équations  et  substituées  dans  Téquation  (75)  fourniront  la  relation 
homographique  cherchée.  Mais  cette  substitution  revient  à  rélimi- 
nation  de  a^  b,  c,  d,  entre  Téquation  (75)  et  les  trois  équations  pré- 
cédentes ;  élimination  dont  le  résultat  est 


X^  Xj 

^4 

X, 

I 

X^lXji 

•^ll 

^24 

I 

•^42^22 

^« 

•^22 

I 

•2^18^23 

^18 

X^ 

I 

=  0 


Le  problème  est  ainsi  résolu  analytiquement,  puisque  la  relation 
homographique  permet  de  déterminer  tous  les  éléments  des  deux 
diTisions.  Pour  le  résoudre  géométriquement,  il  faut  savoir  cons- 
truire le  point  homologue  d*un  point  donné;  les  points  doubles» 
s'ils  sont  réels,  et  le  rapport  anharmonique  X  ;  Tangle  V,  s^ils  sont 
imaginaires. 

Pour  trouver^  par  exemple,  le  point  cF  homologue  d*un  point 
donné  d  de  la  première  série,  il  suffira  d'opérer  la  construction 
déjà  indiquée  (§  43)  du  point  qui,  avec  les  trois  points  donnés, 
a\b\c\  forme  le  même  rapport  anharmonique  que  les  quatre  points 
a^b^Cyd,  Cette  construction,  appliquée  au  point  à  Tinfini  considéré 
comme  appartenant  à  Tune  ou  à  Tautre  série,  fournira  les  points 
r  et  J  dont  le  milieu  0  est  aussi  le  milieu  des  points  doubles.  En 
cherchant  dans  l'une  ou  l'autre  série  les  homologues  du  point  0, 
on  aura  les  points  K'  et  H  ;  enfin,  les  points  doubles  P  et  Q  seront 
fournis  par  la  relation 

Or.OK'=OP" 

Il  en  résulte  que  les  points  doubles  seront  réels,  si  les  points 
l'et  K'  sont  située  du  même  côté  du  point  0.  Dans  ce  cas,  leur 
construction  revient  à  celle  de  la  moyenne  proportionnelle  OP  qu'on 
portera  de  part  et  d'autre  du  point  0.  Toutefois,  il  faut  remarquer 
que  le  problème  .duquel  dépend  leur  recherche,  devant  fournir  deux 
solutions,  diffère  essentiellement  par  sa  nature  de  tous  ceux  qui  ont 
été  traités  jusqu'à  présent,  dont  la  solution  est  unique,  et  qui  sont 
dits  linéaires  parce  que  c'est  la  théorie  de  la  ligne  droite  qui  les 
résout.  Les  points  doubles  une  fois  construits,  on  a  vu  que  le  rap- 

rp 

port  anharmonique  X  est  égal  à  pyr. 

Pkquet,  Géom,  analyt.  ^ 
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Si  les  points  V  et  K'  ne  sont  pas  du  même  côté  du  point  0,  les 
points  doubles  sont  imaginaires,  mais  alors  la  même  moyenne  pro- 
portionnelle portée  à  partir  du  point  0  sur  la  perpendiculaire  à  la 
droite  qui  porte  les  divisions,  fournit  le  point  S  du  plan  d'où  l'on 
voit  sous  Tangle  constant  Y  ou  son  supplémentaire  le  segment  de 
deux  points  homologues  quelconques.  Enfin,  si  le  point  K'  coïncide 
avec  le  point  0,  les  points  doubles  coïncident  avec  leur  milieu 
en  0. 

De  cette  solution,  on  passe  sans  difficulté  à  celle  des  problèmes 
dans  lesquels  les  données  ne  sont  pas  trois  couples  de  points  homo- 
logues. 

57.  Divisions  homographiques  sur  deux  droites  diffé- 
rentes. —  11  résulte  de  ce  qui  a  été  démontré  (§  43)  que  si,  d'un 
point  R  du  plan  (fig.  33),  on  projette  tous  les  points  d'une  droite  A 


Fig.  33 

sur  une  droite  B,  les  points  de  la  première  correspondent  un  à  un 
à  ceux  de  la  seconde,  de  telle  façon  que  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  points  de  la  première  est  égal  à  celui  des  quatre  points 
correspondants  de  la  seconde.  On  obtient  donc  ainsi  deux  divisions 
homographiques  situées  sur  des  droites  difl'érentes,  relativement 
auxquelles  il  faut  observer  que  le  point  d'intersection  des  deux 
droites  se  correspond  à  lui-même  dans  les  deux  séries.  Les  points 
doubles  n'existent  plus,  et  ne  peuvent  apparaître  que  si  l'on  fait 
coïncider  la  droite  A  avec  la  droite  B  :  leur  position  dépend  alors 
de  la  façon  dont  a  eu  lieu  la  coïncidence,  et  ils  varient  si  l'une  des 
droites  glisse  sur  Tautre,  comme  on  le  voit  en  remplaçant  dans 
l'équation  (jS)  l'une  des  variables,  x^  par  exemple,  par  x^•^\'h.  Le 
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point  r  de  la  droite  fi  qui  correspond  au  point  à  l'infini  de  la  droite 
A  s'obtient  en  menant  par  le  point  R  une  parallèle  à  la  droite  Â^  et 
le  point  J  de  la  droite  A  en  menant  par  le  point  R  une  parallèle  à 
la  droite  B. 

Réciproquement,  étant  données  deux  divisions  homographiques 
sur  une  même  droite^  que  l'on  peut  supposer  portées  par  des  droites 
différentes^  mais  coîncidenteSy  si  ton  fait  tourner  la  droite  B  qui 
porte  la  seconde  autour  de  tun  des  points  doubles  P,  de  telle  façon 
que  le  point  d'intersection  des  deux  droites  se  corresponde  à  lui-même 
dans  les  deux  séries,  les  droites  qui  joignent  deux  points  homologues 
quelconques  sont  concourantes.  Soient  en  effet  trois  couples  de  points 
homologues  {a^à),  (6,6')  et  [c^c');  soit  R  le  point  d'intersection  des 
droites  aa'  et  bb'  :  si  la  droite  Rc  rencontrait  la  droite  B  en  un  point 
c"  différent  de  c\  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
Vja,b,Cy  serait  égal  à  celui  des  quatre  points  P^a'^b^c";  ce  qui  est 
impossible  puisque,  par  hypothèse  c\  étant  l'homologue  de  c,  est  le 
seul  point  qui  puisse  former  avec  les  points  P,a\b\  un  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  points  P,a,6,c« 

On  peut  obtenir  facilement  les  coordonnées  du  point  R.  Si  Ton 
suppose  en  effet  les  deux  divisions  coïncidentes,  et  si  l'on  prend  le 
point  double  P  pour  origine,  l'équation  générale  (75}  se  réduit  à 

ax^x^  4-  bx^  4-  0^2  =  o  (81) 

Si  la  droite  qui  porte  la  seconde  division  vient  ensuite  en  PB^  on 
aura  toujours  la  même  relation  entre  les  x^  et  les  x^,  seulement  les 
premiers  seront  comptés  sur  PA  et  les  autres  sur  PB.  Prenant  ces 
deux  droites  pour  axes  de  coordonnées,  la  droite  qui  joint  deux 
points  homologues  aura  pour  équation 


OU  bien 


X  t  *^9 


Elle  est  homogène  et  du  premier  degré  par  rapport  à  trois  para- 
mètres variables  x^x^^  x^  et  x^  entre  lesquels  existe  la  relation  (81) 
homogène  et  du  premier  degré  ;  elle  passe  donc  par  un  point  fixe 

c  b 

(§  37)  :  ses  coordonnées  sont  x= — ,  y= — .  La  figure  fait  voir 


132  LIVRE  I.  —  CHAPITRE  IV. 

que  ces  coordonnées  doivent  être  celles  des  points  J  et  T;  on  le  vé- 
rifie en  faisant  successivement  x^=qo  ou  x^  =  oo  dans  Téqua* 
tion  (8i). 

Théouème.  —  Étant  données  deux  divisions  homographiques,  sup- 
posées  d'abord  coïncidentes^  si  lune  d'elles  vient  à  totimer  autour  de 
l'un  des  points  doubles,  le  point  de  concours  des  droites  qui  joignent 
deux  points  homologues  décrit  un  cercle. 

Il  suffit,  pour  s'en  assurer,  d'observer  que  dans  ce  mouvement 
le  parallélogramme  RJPr  se  déforme  sans  que  les  longueurs  de 
ses  côtés  subissent  de  variations  ;  d'ailleurs,  le  point  J  restant  fixe, 
le  point  R  décrit  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  J, 

Lorsque  le  point  d'intersection  des  deux  droites  qui  portent  deux 
divisions  homographiques  n'est  pas  à  lui-même  son  homologue 
dans  les  deux  séries^  les  droites  qui  joignent  deux  points  homolo- 
gues ne  sont  pas  concourantes  :  la  théorie  des  courbes  du  second 
degré  apprendra  suivant  quelle  loi  elles  sont  distribuées  dans  le 
plan.  Néanmoins,  lorsque  cetie  condition  n'est  pas  remplie,  on  peut 
toujours,  sans  changer  la  distribution  des  points  sur  Tune  des  droi- 
tes, la  faire  glisser  sur  elle-même  de  telle  façon  que  son  point  d'in- 
tersection avec  l'autre  soit  à  lui-même  son  homologue  dans  les  deux 
séries.  L'on  peut  donc  dire  que  la  transformation  homographique 
des  points  d'une  droite  n'est  pas  autre  chose  qu'une  transformation 
par  projection  conique  :  c'est  là  la  représentation  géométrique  la 
plus  claire  de  la  transformation  homographique.  Analytiquement, 
l'équation  (75)  résolue  par  rapport  à  x^  donne 

bx.-^d 

^  ax^  +  c 

OU,  en  supposant  que  l'on  fasse  usage  de  coordonnées  homogènes 


bx^  4-  dz^  ax^  -+-  cz^ 

La  transformation  revient  donc  à  remplacer  chaque  coordonnée  x 
et  z  par  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  mêmes  coordon-» 
nées  ;  c'est  ce  qu'on  appelle  en  algèbre  faire  une  substitution  li- 
néaire :  la  substitution  linéaire  est  donc  la  représentation  analyti- 
que de  la  transformation  homographique  des  points  d'une  droite. 
On  Terra  plus  loin  que  la  transformation  homographique  des  points 
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d*un  plan  se  traduit,  soit  géométriquement,  soit  analytiquement, 
par  les  mêmes  opérations  que  la  première. 

58.  Faisceaux  homographiques  &  sommet  commmi.  — 
Deux  faisceaux  de  droites  sont  dits  homographiques  lorsqu'à  une 
droite  d'un  faisceau  ne  correspond  qu'une  droite  de  l'autre,  et  réci- 
proquement. Si  les  faisceaux  ont  même  sommet,  il  est  clair  qu'une 
droite  quelconque  les  coupera  suivant  deux  divisions  homographi- 
ques. Lia  théorie  de  deux  faisceaux  homographiques  à  sommet  com- 
mun ne  diffère  donc  pas  de  celle  de  deux  divisions  homographi- 
ques sur  une  même  droite.  Les  rayons  d'un  faisceau  qui  sont  à 
eux-mêmes  leurs  homologues  dans  l'autre  sont  dits  les  rayons  dou- 
bles du  faisceau  :  il  y  en  a  deux,  réels  ou  imaginaires,  qu'on  ob- 
tiendra en  coupant  toute  la  figure  par  une  droite  quelconque  et 
cherchant  sur  cette  droite  les  points  doubles  des  deux  divisions 
homographiques  correspondantes. 

Comme  pour  les  divisions  homographiques,  les  deux  faisceaux 
peuvent  être  considérés  comme  constitués  par  les  couples  de  droites 
formant  avec  les  rayons  doubles  un  système  dont  le  rapport  anhar- 
monique  est  constant. 

Analytiquement,  si  l'on  suppose   que  le  sommet  commun  est 

déterminé  par  l'intersection  de  deux  droites  dont  les  équations 

seraient 

X=o      Y=o 

un  rayon  du  premier  système  aura  pour  équation 
et  un  rayon  du  second 

X,X4-Y=:0 

Une  relation  homograpliique  entre  \  et  \ 

aX^Xj -f- AX^ -f- cXj -h  J  ~  o 

exprimera  alors  qu'à  un  rayon  du  premier  système  correspond  un 
seul  rayon  du  second  et  réciproquement.  Toute  la  théorie  s'en 
déduit  comme  dans  le  cas  de  deux  divisions  homographiques  sur 
une  droite,  avec  cette  différence  que  la  droite  de  l'un  des  systèmes 
que  l'on  obtient  en  donnant  à  X  une  valeur  infinie  est  la  droite 
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X  =  o,  qui  ne  joue  aucun  rôle  particulier  dans  la  question,  comme 
c'était  le  cas  lorsqu'on  considérait  le  point  à  l'infini  sur  la  droite 
qui  portait  les  deux  divisions.  La  droite  correspondante  de  l'autre 
système  n'aura  donc  non  plus  rien  de  particulier. 

Si  Ton  avait  écrit  les  équations  du  rayon  variable  de  cliaque 
faisceau  sous  la  forme  homogène 

il  aurait  fallu  remplacer  dans  la  relation  homographique  \  et  \ 
par-^^et-^,  ce  qui  aurait  donné,  en  chassant  les  dénominateurs,  la 
relation  homographique  homogène 

analogue  à  celle  qu^on  aurait  obtenu  dans  le  cas  de  deux  divisions 
homographiques,  en  remplaçant  les  coordonnées a:^  et  j-^  par— et— , 
et  chassant  les  dénominateurs. 

Faisceaux  homographiques  &  sommets  différents.  —  U 

suit  de  laque  la  figure  corrélative  de  deux  divisions  homographiques 
eslformée  par  deux  faisceaux  homographiques.  Si  les  deux  divisions 
sont  sur  des  droites  différentes,  les  deux  faisceaux  auront  leurs  som- 
mets distincts  ;  et  Ton  pourra  énoncer  à  leur  sujet  le  théorème  sui- 
vant, corrélatif  de  celui  qui  a  été  énoncé  à  propos  de  deux  divisions 
homographiques  sur  deux  droites  différentes. 

Si  deux  faisceaux  homographiques  ont  leurs  sommets  distincts,  et 
si  la  droite  qui  joint  les  sommets  se  correspond  à  elle-même  dans  les 
deux  faisceaux,  le  lieu  des  poifits  d'intersection  de  deux  rayons  ho- 
mologues est  une  ligne  droite. 

On  verra  dans  la  théorie  des  courbes  du  second  degré  ce  que 
devient  ce  lieu  si  la  droite  qui  joint  les  deux  sommets  n'est  pas  à 
elle-même  son  homologue  dans  les  deux  faisceaux. 

59.  Figrures  homographiques  dans  un  même  plan.  — 

Deux  figures,  situées  dans  un  même  plan  ou  dans  deux  plans  dif- 
férents, sont  dites  homographiques  lorsqu'à  un  point  de  Tune  cor- 
respond un  seul  point  de  l'autre,  et  réciproquement  ;  et  lorsqu'à 
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des  points  en  ligne  droite  de  Tune  des  figures  correspondent  des 
points  en  ligne  droite  dans  l'autre  figure.  II  est  facile  d'après  cela 
d'obtenir  la  forme  générale  des  relations  qui  doivent  lier  les  coor- 
données de  deux  points  homologues  si  l'on  suppose  les  deux  figures 
situées  dans  le  même  plan. 

Puisqu'à  un  point  de  la  première  figure  correspond  un  seul 
point  de  la  seconde  et  réciproquement,  ces  relations  doivent  être 
du  premier  degré  tant  par  rapport  aux  coordonnées  {x^^  y^  d'un 
point  de  l'ancienne  figure  que  par  rapport  aux  coordonnées  (a:^,  y^ 
du  point  homologue  de  la  nouvelle.  Elles  seront  donc  de  la  forme 

P<'2:^  + 04X4-^^1  =  0 

Po  Ou  Rp  P2>  02>  Ra  étant  des  expressions  du  premier  degré  en 
x^  et  y^.  On  tire  de  là 

expressions  dans  lesquelles  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 
x^  et  de  y^  sont  des  fonctions  du  second  degré  de  x^  et  de  y^.  L'on 
voit  donc  que  si  Ton  conservait  aux  polynômes  P^,  0<>  Ri»  Pgt  O21  Rj 
toute  leur  généralité,  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation 
d*une  droite  altérerait  le  degré  de  l'équation,  puisqu'en  chassant 
le  dénominateur  commun  P^Q^  —  Pa04>  elle  deviendrait  du  second 
degré.  On  verra  des  exemples  de  transformations  de  cette  espèce, 
telles  qu'à  un  point  de  l'une  des  figures  ne  corresponde  qu'un 
point  de  l'autre,  mais  qu'à  une  droite  de  l'une  des  figures  corres- 
ponde en  général  une  courbe  du  second  degré  dans  l'autre.  Pour 
que  la  transformation  soil  homographique  et  n'altère  par  consé- 
quent pas  le  degré  de  l'équation,  il  est  nécessaire  que  les  poly- 
nômes P^,  04^  ^v  Pa»  Oa,  Ra  soient  tels  que  les  numérateurs  de 
x^  et  de  yj^y  ainsi  que  le  dénominateur  commun,  soient  des  fonc- 
tions linéaires  de  x^  et  de  y^.  On  posera  donc  d'une  façon  générale  : 

^  ^2jE2±ÈjIi±£i        y  —  ^aJ^a-h^aJa  +  ^a  /g^) 

On  peut  vérifier  que,  réciproquement,  à  un  point  {x^^  y^  de  la 
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première  figure  ne  correspond  qu'un  seul  point  [x^j  y^  de  la  se- 
conde. Les  équations  (82)  mises  sous  forme  entière  et  ordonnées 
par  rapport  à  x^  et  y^  deviennent  en  effet 

x^a^Y^  -  «a)  -hjr^[b^^  -  b^)  +  c^y^  -  c,  =  o 
d'où  Ton  tire 


Xo  = 


(«2*3  —  «3*2^  +  (^3*1  —  ^A  hV\  +  «4  *2  —  ^2*4       C^X^  +  C^^  +  Cj 


(^3<^2~^2g3)'^4  +  (^<<^3-"^3g4lrj+«2^^-^4^2^B4^4  +  B2j4+Ba 
(«2*3  — ^3*2)'^4+(«3*4  —^4*3174+ «4*2  — «2*4        ^^-^4  +  ^27^  +  03 

formules  dans  lesquelles  les  coefficients  A^,  Â^,  A3  de  x^  et  de  y^ 

désignent  précisément  les  mineurs  des  éléments  correspondants 

du  déterminant 

a^       b^       c^ 

«2       *2       ^a 


A  = 


'2 
«3  *3  ^3 


Ces  valeurs,  comparées  aux  valeurs  (82),  donnent  lieu  aux  remar- 
ques suivantes  :  si  l'équation  dans  laquelle,  pour  opérer  la  trans- 
formation de  la  courbe  qu^elle  représente,  on  substitue  à  la  place 
des  anciennes  coordonnées  x^  et  y^  les  valeurs  (82),  a  préalable- 
ment été  rendue  homogène  en  posant,  comme  on  l'a  déjà  fait, 

X  Y 

Z         "^        z 

la  substitution  (82)  revient  alors  à  remplacer  les  variables  x\  y\  z 
par  trois  fonctions  linéaires  qui  sont  respectivement  les  numéra- 
teurs et  le  dénominateur  commun  de  x^  et  de  y^.  C'est  ce  qu'on  a 
déjà  appelé  (§  57)  une  substitution  linéaire»  et  l'on  voit  que,  lorsque 
les  coordonnées  homogènes  d^un  point  subissent  une  telle  substi- 
tution, une  seconde  substitution  linéaire  rend  à  l'équation  sa  forme 
primitive. 

On  trouve  sans  peine  ce  qu'il  advient  des  coordonnées  d'une 
droite.  Si  en  effet 
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est  réquation  de  la  droite  dont  on  cherche  rhomologue,  réquation 
de  la  transformée  s'obtiendra  en  substituant  aux  anciennes  coor- 
données les  yaleurs  (82),  ce  qui  donne  la  nouyelle  droite 

d*où  Ton  conclut,  en  désignant  par  n^,  v^,  w^  ses  coordonnées 

1/3  ^a ^^2 


Les  coordonnées  d'une  droite  subissent  donc  aussi  une  substitu- 
tion linéaire  ;  mais  pour  comparer  cette  substitution  à  celle  qu^ont 
subie  les  coordonnées  d'un  point,  il  faut  résoudre  les  équations 
précédentes  comme  les  équations  (82)  par  rapport  aux  anciennes 
coordonnées^  ce  qui  donne 

u^  _  v^ w^ 

A4I/2 + B^  ^3  -h  C^w^  ~"  Aji/j  H-  Bji'a  -¥-  C^w^  "^  AjWa  4-  B^s^^  ■+-  C^w^ 

Cette  substitution,  dont  les  éléments  sont  les  mineurs,  ligne  par 
ligne,  des  éléments  correspondants  du  déterminant  A,  est  dite  la 
substitution  inverse  de  la  substitution  (82)  ;  le  déterminant  A  est  dit 
le  module  de  la  substitution,  et  Ton  énonce  alors  le  théorème 
suivant  : 

Lorsque  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  subissent  une  substi- 
tution linéaire^  les  coordonnées  homogènes  d'une  droite  subissent  la 
substitution  inverse. 

Théorème.  —  Deux  figures  homographiques  à  une  troisième  sont 
homographiques  entre  elles. 

Car  si  l'on  a  les  deux  séries  de  relations  homographiques 

Xy=\{a^x^+ b^^ + Ci^j) 

et 

x^~^  (aiXg  -H-  3,  j-3  -h  Yi  23) 
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on  en  conclut  la  troisième  série,  également  homographique 

dans  laquelle  les  coefficients /,  g,  h^  sont  les  éléments  du  détermi- 
nant qui  est  le  produit,  effectué  suivant  la  règle,  des  deux  déter- 
minants modules  des  deux  premières  substitutions. 

Théorème.  —  Étant  données  deux  figures  homographiques  dans 
un  même  plan^  le  rapport  aiiharmonique  de  quatre  points  en  ligne 
droite  ou  de  quatre  droites  concourantes  dans  fune  d'elles^  est  égal 
au  rapport  anharmonique  des  quatre  poiîits  ou  des  quatre  droites 
homologues  dans  F  autre. 

A  la  droite  D^  sur  laquelle  se  trouvent  les  quatre  premiers  points 
correspond  par  définition  la  droite  D^  qui  contient  les  quatre  au- 
tres, c'est-à-dire  que  le  point  homologue  d'un  point  quelconque 
de  Tune  est  située  sur  Tautre  ;  et,  puisqu'à  un  point  d'une  des 
figures  n'en  correspond  qu'un  dans  l'autre,  il  en  résulte  que  les 
deux  divisions  formées  sur  D^  et  sur  D^  par  les  points  homologues 
sont  homographiques  ;  la  première  partie  du  théorème  énoncé  en 
est  la  conséquence  ;  la  seconde  est  la  corrélative  et  en  résulte  par 
voie  de  dualité. 

Corollaire  I.  —  Quatre  droites  quelconques  de  la  première 
figure  déterminent  sur  une  cinquième  droite  de  la  même  figure 
quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  le  même  que  celui 
des  quatre  points  obtenus  au  moyen  des  cinq  droites  homologues 
dans  la  seconde  figure. 

Corollaire  II.  —  Si  l'on  joint  un  point  de  la  première  figure  à 
quatre  points  de  la  même  figure,  on  obtient  un  faisceau  dont  le 
rapport  anharmonique  est  égal  à  celui  du  faisceau  obtenu  de  la 
même  façon  avec  les  cinq  points  homologues  dans  la  seconde 
figure. 

60.  —  On  peut  se  proposer  de  rechercher  les  points  ou  les  droites 
remarquables  dans  chaque  figure.  11  est  d'abord  une  droite  remar- 
quable du  plan  qui  est  la  droite  de  l'infini  :  suivant  qu'elle  sera 
considérée  comme  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  figure,  elle  don- 
nera lieu  à  des  droites  homologues  différentes.  Si  elle  appartient 
à  la  première  figure,  son  homologue  est  le  lieu  des  points  de  là 
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seconde  dont  les  homologues  dans  la  première  sont  à  Tinfini.  On 
obtiendra  éyidemment  son  équation  en  annulant  le  dénominateur 
de  X|  et  y^,  ce  qui  donne 

Soit  r  cette  droite  :  on  aura  de  même  Téquation  de  la  droite  J  ho- 
mologue de  la  droite  de  Tinfini  supposée  appartenir  à  la  seconde 
figure  en  annulant  le  dénominateur  de  x^  et  de  y,,  ce  qui  donne 

Toute  droite  parallèle  à  Tune  des  deux  droites  l' et  J,  et  supposée 
appartenir  à  la  même  figure,  a  son  homologue  dans  Tautre  figure 
parallèle  à  Tautre.  Ainsi  toute  parallèle  à  la  droite  J  de  la  première 
figure  a  son  homologue  parallèle  à  T.  Ceci  est  évident  si  Ton  re- 
marque que  rhomologue  du  point  à  Tinfini  sur  J  est  sur  V  parce 
que  le  premier  est  à  Tinfini,  et  à  Tinfini  parce  que  le  premier  est 
sur  J,  c'est-à-dire  qu'elle  est  parallèle  à  T.  Ce  fait  peut  se  vérifier 
analytiquemeht  ;  si  l'on  considère  en  effet  une  parallèle  à  T  dont 
l'équation  serait 

son  homologue  dans  la  première  figure  s'obtiendra  en  y  remplaçant 
X  et  y,  coordonnées  d'un  point  de  la  seconde  figure  par  leurs  va- 
leurs, ce  qui  donne 

iI,(A^x^-AJy-^A,)^-43(B^x+B2r^-B3)^-(c3^-c)(C^x-f-Ca7+C5)=o 

et  en  remarquant  que  Ton  a  identiquement,  en  vertu  des  proprié- 
tés des  déterminants 

Aa«3  -f-  82^3  -f-  C2<^3  =  o 
A3a3  4-B3i3  4-C3C3  =  A 

il  reste 

c{C^x  -h  Cj  j+  C3)  -f-  A  =  o 

équation  d'une  parallèle  à  la  droite  J. 
Ces  considérations  mènent  à  la  recherche  des  couples  de  droites 
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homologues  qui  sont  partagées  de  la  même  façon  par  leurs  points 
homologues.  11  est  clair,  si  Ton  envisage  un  pareil  couple,  que  les 
points  à  rinfini,  sur  chaque  droite  du  couple,  sont  homologues  ; 
or  il  n*y  a  à  l'infini  que  les  points  situés  sur  V  ou  sur  J  qui  aient 
leurs  homologues  à  Tinfini  ;  il  suit  de  là  que  les  droites  cherchées 
sont,  dans  la  première  figure,  parallèles  à  J  et  dans  la  seconde  pa- 
rallèles à  r.  Pour  achever  de  les  déterminer,  il  faut  considérer 
deux  points  de  la  parallèle  à  1' 

et  chercher  le  paramètre  c  par  la  condition  que  la  distance  de  ces 
points  soit  égale  à  celle  de  leurs  homologues,  ce  qui  donne  en  sup- 
posant les  coordonnées  rectangulaires, 

»  pi^'-f-^iJ-'-hci       a^x'-hlif-hciV      r«2fj+:*221±f2.—  f2fl±iâ2l±£2l* 

OU,  en  simplifiant  et  tenant  compte  de  Téquation  de  la  droite  qui 
joint  les  deux  points 


72  [«a^'  -  -^  («3^'-^  ^3  +  <^)  -«2^'-+-  f  (û3^'+C3+c)J 


ou  bien  : 


-(c;+ci)(^'-x7 

Le  facteur  {x  —  x')^  disparaît  comme  cela  devait  être,  et  Ton  en 
tire  en  fonction  des  seuls  coefficients  de  la  transformation 


=-v^ 


Cî+Cî 


ce  qui  prouve  qu'iV  y  a  dam  chaque  figure  deux  droites  parallèles^ 
équidistantes  de  thomologue  de  la  droite  de  t infini  supposée  appar- 
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tenir  à  Vautre  figure j  telles  que  chacune  d'elles  et  son  homologue  sont 
partagées  identiquement  par  leurs  points  homologues.  Ces  droites 
soDt  toujours  réelles  puisque  la  quantité  sous  le  radical  est  essen- 
tiellem^^nt  positive.  Leurs  équations  peuvent  s^écrire  dans  la  se- 
conde figure 


et  si  Ton  y  substitue  à  la  place  de  x  et  y,  coordonnées  d'un  point 
de  la  nouvelle  figure,  leurs  valeurs,  on  trouve  respectivement  pour 
leurs  homologues  les  droites 


c,x+c:^+C3±AY^±|=o 


Les  droites  de  ces  deux  couples  particuliers  seront  représentées 
par  E,  E'  et  F,  F. 

On  peut  se  proposer  ensuite  de  rechercher  quels  sont  les  points 
du  plan  qui  sont  à  eux-mêmes  leur  homologue,  quelle  que  soit 
celle  des  deux  figures  dont  ils  soient  supposés  faire  partie.  Il 
est  clair  que^  pour  les  obtenir,  il  faut  faire  x^  =a:j,  y^=zy^^ 
dans  les  formules  (82),  de  telle  sorte  qu'ils  sont  donnés  par  les 
équations  simultanées 

x{a^  +  *a7+ C3)  —  a^x  —  4^j^  —  c^  =  o 
j{ayX'\'b^  +  c^  —  a^^b.^  —  c^  =  o  (83) 

Chacune  de  ces  équations,  considérée  isolément,  représente  une 
courbe  du  second  degré.  Les  coordonnées  des  points  cherchés  sont 
celles  de  leurs  points  communs.  On  verra  d'ailleurs  dans  la  théorie 
de  ces  courbes,  et  il  résulte  du  théorème  de  Bezout,  que  deux 
courbes  du  second  degré  se  coupent  en  quatre  points,  réels  ou  ima- 
ginaires conjugués  deux  à  deux,  distincts  ou  confondus,  à  distance 
finie  ou  à  l'infini.  11  semblerait  donc  qu'il  y  ait  quatre  points  répon- 
dant à  la  question  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que  l'un  d'eux  est  une 
solution  étrangère. 

Les  équations  (82),  rendues  homogènes  (*),  peuvent  s'écrire  en 
effet  sous  la  forme  symétrique 

(*)  Dans  ce  qui  va  suivre,  on  fera  généralement  emploi  de  coordonnées  homogènes. 
H  laat  observer  alors  que  les  équations  qui  ont  été  données  des  droites  l  et  J  ne  son 
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(84) 


et  si  Ton  y  fait,  pour  obtenir  les  coordonnées  des  points  doubles 
Xj  =  Xj,  y^  =  y^,  z^  =  Zj,  elles  deviennent 

^  _^  J^  _  z  ^ 

a^x■i'b^■^c^z'^a.^-hb^-hc^z'~a^'i'b^'^c^z      ^  ^ 

Les  coordonnées  des  points  cherchés  doivent  alors  satisfaire  à  la 
fois  les  équations  des  trois  courbes  du  second  degré  obtenues  en 
combinant  deux  à  deux  les  trois  rapports  (85). 

Les  deux  équations  (83),  rendues  homogènes,  s*obtiendraient  en 
combinrant  successivement  les  deux  premiers  rapports  avec  le  troi- 
sième, d'où  il  résulte  qu'elles  seraient  satisfaites  toutes  les  deux 
par  le  point  dont  les  coordonnées  annulent  les  deux  termes  du 
troisième  rapport,  c'est-à-dire  sont  données  par  les  équations 

point  qui  n*est  autre  que  le  point  situé  sur  la  droite 

a  l'infini,  si  les  coordonnées  sont  cartésiennes;  sur  un  côté  du  trian- 


«nctes  qa'aatant  qa'aa  des  côtés  du  trungle  de  référence  est  supposé  à  llnflai.  D*iue 
&Con  générale,  U  droite 

de  U  seconde  figore  correspond  dans  U  première  an  c6té 

«  =  o 
dn  triangle  de  référence,  de  même  qne  les  droites 

correspondent  aux  cdtés 

da  même  triangle.  Si,  an  contraire,  les  trois  côtés  da  triante  sont  supposés  appartenir 
à  la  seconde  figare,  ce  sont  les  trois  droites 

Aix-f- Ao^T'-h  A3S  =  o,      Bjx-h  B^v-hBjs  =  o,      Cj«-4-C,j4-C,«  s  o 

respondent  respecUrement  dans  la  première. 
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gle  de  référence,  si  on  a  adopté  les  coordonnées  homogènes  les 
plus  générales. 

Il  est  clair  que, si  l'on  combinait  maintenant  le  premier  rapport 
&yec  le  second,  on  obtiendrait  Téquation  d'une  troisième  courbe 
du  second  degré  dont  un  des  points  communs  avec  la  première 
serait  donné  par  les  équations 

tandis  qu'elle  aurait  avec  la  seconde  le  point  commun 

r=o       a^+b^-hc^z^o 

Ces  trois  courbes,  considérées  deux  à  deux^  ayant  un  point  d'in- 
lersection  qui  n'est  pas  sur  la  troisième,  ne  peuvent  donc,  considé- 
rées simultanément,  avoir  plus  de  trois  points  communs,  réels  ou 
imaginaires.  Pour  faire  voir  qu'elles  les  ont  effectivement,  appelons 

-la  valeur  commune  des  rapports  (85),  il  vient  alors 

X  y  z  \ 


a^x-^h^-^-c^z      a^-i-b^-^c^z      a^x-hb^-^c^z      p 

d'où  l'on  lire 

(a^  — p)x-f-  ii74-         c^z  =  o 

ayr-f-(42  — pî^^-h         c^z=zo  (86) 

«3^+  *3/  +  (c3  — p)^  =  0 

L'élimination  de  j:,  y,  z  entre  ces  trois  équations  donne 


a^  -  p       b^  c^ 

«2  *2  -  P        <^2 

«3  *3  ^3-p 


(87) 


équation  du  troisième  degré  en  p,  pour  chacune  des  racines  de 
laquelle  les  équations  (86)  se  réduisent  à  deux  qui,  étant  linéaires 
et  homogènes  en  a:,  y,  z,  fourniront  les  coordonnées  du  point 
double  correspondant  ;  réelles  ou  imaginaires  en  même  temps  que 
p.  D'où  il  suit  que  ces  points  sont,  en  général,  au  nombre  de  trois; 
deux  d'entre  eux  sont  réels  ou  imaginaires  conjugués,  le  troisième 
est  nécessairement  réel. 
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La  droite  qui  joint  deux  de  ces  points  est  à  elle-même  son  ho- 
mologue dans  les  deux  figures,  puisque  Thomologue  d'une  droite 
s'obtient  en  joignant  les  homologues  de  deux  de  ses  points.  Elle 
est  donc  porteur  de  deux  divisions  homographiques  dont  les  points 
doubles  sont  les  points  considérés.  Réciproquement,  toute  droite 
double,  étant  à  elle-même  son  homologue  dans  les  deux  figures, 
est  porteur  de  deux  divisions  homographiques,  distinctes  en  général, 
et  admettant  par  conséquent  deu](  points  doubles  :  la  droite  passe 
donc  par  deux  des  trois  points  précédemment  déterminés  et  il  n'y 
en  a  pas  d'autres. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  recherche  des  trois  droites  doubles  se 
résout  par  la  même  équation  que  celle  des  trois  points  doubles.  On 
a  vu  en  effet  (§  Sg)  que  si  les  relations  entre  les  coordonnées  de 
deux  points  homologues  sont  les  relations  (84),  on  a  entre  celles  de 
deux  droites  homologues  les  suivantes  : 


**  n  V  «  %Ây  n 


Si  Ton  exprime  que  les  deux  droites  coïncident,  et  si  Ton  appelle 

-la  valeur  commune  des  trois  rapports,  il  vient 
P 

V  V  ÎV  l 


a^u-\-a^v-k-a^w      b^u-^b.^v-\-b^w      c  ^u -\- c^v -\- Cjuo       p 


d'où 


b^u-^{b.^  —  p)v-+-  b^w  =  o  (88) 

ce  qui  donne,  par  l'élimination  de  t/,t;,t^,  Téquation  (87)  ;  de  telle 
sorte  que,  si  la  substitution  d*une  valeur  de  p  dans  les  équations  (86] 
donne  les  coordonnées  d'un  des  trois  points  doubles,  la  substitution 
de  la  même  valeur  dans  les  équations  (88)  fournit  celles  d*une  des 
trois  droites  doubles.  On  va  voir  que  cette  droite  est  le  côté  opposé 
au  point  double  correspondant  à  la  valeur  considérée  de  p,  dans  le 
triangle  dont  les  sommets  et  les  côtés  sont  les  trois  points  et  les 
trois  droites.  Il  suffit,  pour  s'en  assurer,  de  faire  voir  que,  si  Ton 
envisage  deux  valeurs  distinctes  de  p,  p,  et  p^,  racines  de  l'équation  (8-\ 
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le  point  fourni  par  Tune  d'elles  est  sur  la  droite  correspondant  à 
Tautre  ;  car  alors,  pour  la  même  raison,  il  est  sur  la  droite  corres- 
pondant à  la  troisième  racine,  et  se  trouve,  par  conséquent,  dans 
le  triangle  des  points  doubles,  le  sommet  opposé  à  la  droite  corres- 
pondant à  la  même  racine  que  lui.  Multipliant  pour  cela  les  équa- 
tions (86),  dans  lesquelles  on  aura  remplacé  p  par  p^,  respectivement 
par  UyVfWf  faisant  leur  somme  et  retranchant  de  là  les  équations  (88) 
dans  lesquelles  on  aura  remplacé  p  par  p^  et  multipliées  de  même 
par  x,y,2 ,  il  vient,  en  supprimant  le  facteur  p^  —  pj,  différent  de 
zéro  par  hypothèse, 

ce  qui  prouve  la  proposition  en  question. 

Le  cas  où  deux  racines  de  l'équation  (87)  seraient  égales  est  tout 
à  fait  particulier  et  sera  examiné  à  part.  Les  deux  cas  généraux 
sont  les  suivants  : 

!•  Les  trois  racines  de  l'équation  (87)  sont  réelles,  et,  par  suite, 
le  triangle  tout  entier  des  points  et  droites  doubles. 

2*  Deux  racines  sont  imaginaires  conjuguées,  et  la  troisième 
réelle  ;  alors  le  triangle  a  seulement  un  sommet  et  le  côté  opposé 
réels  ;  ceux  qui  correspondent  à  la  valeur  réelle  de  p.  Les  deux 
autres  sommets  imaginaires  conjugués  sont  sur  le  côté  réel,  de 
même  que  les  deux  autres  côtés  imaginaires  conjugués  se  coupent 
au  sommet  réel. 

Ces  deux  cas  vont  faire  séparément  l'objet  d'une  étude  spéciale. 

61.  Premier  cas.  — Soient  PQR  le  triangle  des  points  doubles 
(fig.  34)^  et  11,12,13;  ii,i2>h  1^^  points  d'intersection  respectifs  des 
droites  V  et  J  avec  les  côtés  du  triangle.  Dans  les  divisions  homo- 
graphiques  dont  chacun  de  ces  côtés  est  porteur,  ces  points  corres- 
pondent respectivement  au  point  à  l'infini  pris  dans  l'une  ou  l'autre 
série  :  ils  donnent  donc  lieu  sur  chacun  d'eux  à  un  segment  dont 
le  milieu  est  le  même  que  celui  des  points  doubles.  Les  droites 
r  et  J  déterminent  donc  sur  les  côtés  du  triangle  des  points  respec- 
tivement symétriques  par  rapport  aux  milieux  des  côtés.  Si  l'on 
veut^  maintenant,  sur  le  côté  QR  par  exemple,  les  homologues  Kl  et 
H,  du  point  milieu  O4  considéré  comme  appartenant  à  la  première 
où  à  la  seconde  figure,  il  suffira  (§  S2)  de  construire' respectivement 
les  conjugués  harmoniques  des  points  \[  et  J^  par  rapport  aux 
points  doubles  Q  et  R.  D'ailleurs,  les  points  Ii,l8,l3  étant  en  ligne 
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droite,  le  point  K^  et  les  analogues  Ks,K^  sur  les  deux  autres  côtés 
du  triangle  sont  tels  que  les  droites  qui  les  joignent  respectivement 
aux  sommets  opposés  du  triangle  sont  concourantes  (§  44)  en  un 


Fig.  34 


point  K\  De  même  les  droites  PH^^QH^^RH,  sont  concourantes  en 
un  point  H.  On  verra  que  les  points  K'  et  H  sont  les  homologues  du 
point  de  concours  0  des  médianes  du  triangle  PQR,  suivant  qu'on  le 
considère  comme  appartenant  à  la  première  ou  à  la  seconde  figure. 

Théorème.  —  Le  produit  des  trois  rapports  ankarmoniques,  formés 
respectivement  sur  chaque  côté  du  trianqle  PQR  par  deux  points  ho- 
mologues quelconques  et  les  deux  points  doubles  des  divisions  homo- 
graphiques  situées  sur  ce  côté^  est  égal  à  l* unité. 

Le  choix  des  points  homologues  étant  en  effet  arbitraire,  on  peut 

sur  le  côté  QR,  par  exemple,  choisir  si  Ton  veut  le  point  J^,  et  le 

j  Q 
pointa  l'infini;  le  rapport  anharmonique  est  alors y-g.  On  obtiendra 

de  même  par  une  permutation  sur  le  côté  RP  le  rapport  anhar- 
monique Yôj  et  enfin  sur    e  côté  PQ  le  rapport  anharmonique 
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-pTT.  Leur  produit  i  ^  /p  Va  ^^'  ^&^^  ^  Tunité  parce  que  les  trois 

points  iifizyh  ^^^^  ^Q  ligne  droite  (§  44)* 

La  transformation  homographique  est  déterminée  si  Ton  se  donne 
le  triangle  PQR  et  les  trois  rapports  anharmoniques  X^XgîXg.  II  suffît, 
pour  le  faire  voir,  de  démontrer  que  ces  données  permettront  de 
construire  l'homologue  m  d'un  point  m  arbitrairement  choisi  dans 
le  plan.  Joignons,  en  effet,  le  point  donné  m  au  sommet  P  du 
triangle  ;  puisque  le  point  P  est  un  point  double,  la  droite  homo- 
logue de  la  droite  mP  passera  également  par  le  point  P  ;  d'autre 
part,  tout  point  de  la  droite  QR  ayant  son  homologue  sur  ladite 
droite,  la  droite  mP  et  son  homologue  intercepteront  sur  la  droite 
QR  deux  points  a  et  a  homologues.  11  suit  de  là  qu'elles  formeront 
avec  les  droites  PQ  et  PR  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmo- 
nique  est  égal  à  X^  ;  ce  qui  permettra  de  construire  la  droite  homo- 
logue de  la  droite  mP.  On  aurait  de  même,  au  moyen  des  rapports 
anharmoniques  X^  et  X3  les  homologues  des  droites  twQ  et  mR.  Les 
trois  droites  ainsi  déterminées  devant  passer  par  le  point  m  cherché, 
seront  concourantes  et  détermineront  ce  point.  La  construction  cor- 
rélative donnera  la  droite  homologue  d'une  droite  donnée  et  on 
peut  alors  énoncer  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Lorsque  le  produit  de  trois  rapports  anharmoniques  est  égal  à 
l'unité',  les  trois  droites  obtenues  en  joignant  un  point  arbitrairement 
choisi  dans  le  plan  aux  trois  sommets  d'un  triangle,  et  traçant  par 
chaque  sommet  la  droite  qui  forme  avec  les  deux  côtés  du  triangle 
issus  de  ce  sommet  et  la  droite  qui  le  joint  au  point  fixe  un  faisceau 
dont  le  rapport  anharmonique  est  un  des  rapports  donnés,  ces  trois 
droites  sont  concourantes. 

Lorsque  le  produit  de  trois  rapports  anharmoniques  est  égal  à 
Punitéj  les  trois  points  obtenus  en  prenant  les  points  d^ intersection 
des  côtés  d'un  triangle  avec  une  droite  fixe,  et  construisant  sur  chaque 
côté  du  triangle  le  point  qui,  avec  les  sommets  du  triangle  et  le  point 
de  la  droite  fixe  situé  sur  ce  câté^  forme  tm  rapport  anharmonique 
égal  à  fun  des  rapports  donnés,  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

Le  calcul  permet  de  vérifier  facilement  ces  théorèmes.  Si  l'on 
prend  en  effet  pour  triangle  de  référence  le  triangle  PQR,  ^t  si 
l'on  appelle  x^,y^,z^  les  coordonnées  homogènes  d'un  point,  la  droite 
qui  joint  ce  point  au  point  R  a  pour  équation 


148  LIVRE  I.  —  CHAPITRE  IV. 

Une  droite  quelconque,  passant  parle  point  R,  et  dont  Téquation 
serait 

forme  avec  la  précédente  et  les  côtés  RP,RO  du  triangle  un  faisceau 
dont  le  rapport  anharmonique  est  (§  4^) 

X  =-  — 
d'où  l'on  tire 

et  l'équation  de  la  seconde  droite  deyient  alors 

V'i^-^ij=q  (89) 

On  aurait  de  même,  pour  les  deux  droites,  issues  respectivement 
des  points  Q  et  R  et  correspondant  aux  rapports  anharmoniques 
X3  et  X3,  les  équations 

\XiZ  —  z^x  =  o  (89) 

Les  trois  dernières  droites  seront  concourantes  si  l'on  a 


hjl 

-Xl 

0 

0 

Aj^i 

y^ 

•9 

0 

=  0 


ou,  en  supprimant  le  facteur  x^y^i^^  qui  n'est  pas  nul  en  général 

ce  qui  est  l'hypothèse. 

Gomme  cas  particulier,  si  l'on  fait  X^  =1X2= —  i  et  par  suite,  X3  =  i 
on  a  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  joint  un  point  M,  à  deux  sommets  P  et  Q  d'un  triangle  PQR, 
les  deux  droites  M'P,M'0  respectivement  conjuguées  harmoniques  des 
précédentes  par  rapport  aux  côtés  du  triangle^  se  coupent  en  un  point 
M'  de  la  droite  MR  qui  joint  le  point  donné  au  troisième  sommet  du 
triangle. 
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En  permutant  les  trois  sommets  du  triangle  et  répétant  la  même 
construction,  on  obtient  une  figure  analogue  à  celle  qui  est  formée 
par  le  triangle  et  ses  trois  couples  de  bissectrices.  Le  théorème  re- 
latif aux  points  de  concours  de  ces  trois  couples  de  droites  n'est 
qu'un  cas  particulier  du  précédent,  qui  peut,  à  son  tour,  s'en 
déduire  par  la  perspective  :  deux  droites  et  leurs  bissectrices  se 
projettent  en  effet  suivant  un  faisceau  harmonique. 

Si  Ton  résout  les  équations  (89)  par  rapport  kx^y^Zj  coordonnées 
du  point  homologue  du  point  donné,  l'on  voit  qu'en  prenant  pour 
triangle  de  référence  le  triangle  des  points  et  des  droites  doubles^ 
les  équations  générales  (84)  qui  définissent  la  correspondance  homo- 
graphique  prennent  la  forme  simple 

a,  by  c  étant  trois  constantes  qui  déterminent  les  trois  rapports  anhar- 
moniques  X^iX^^Xj  par  les  relations 

6  c  a 

Xi=:-         ^=T         ^3  =  1 


et  l'équation  du  troisième  degré  (87}  est  alors  résolue  par  les  racines 
a,  b,  c;  ce  qui  n'a  rien  d'étonnant,  puisque  les  points  doubles  sont 
connus. 

Si  l'on  applique  la  construction  du  point  homologue  d'un  point 
donné,  indiquée  par  le  premier  des  deux  théorèmes  énoncés  plus 
haut^  au  point  de  rencontre  0  des  médianes  du  triangle  PQR,  on 
obtient  le  point  K'  ou  le  point  H,  suivant  que  le  point  0  est  con- 
sidéré comme  appartenant  à  la  première  ou  à  la  seconde  figure. 

Il  suit,  de  ce  qui  précède,  que  la  transformation  homographique 
exige,  pour  être  déterminée,  la  connaissance  de  huit  éléments  qui 
sont  les  six  coordonnées  des  points  P,Q,R;  et  les  trois  rapports 
anharmoniquesX|,X;i,X3  dont  deux  seulement  sontdistincts,  puisque 
leur  produit  est  égal  à  l'unité,  ou  bien  les  rapports  des  trois  cons- 
tantes a^6,c.  Cela  est  d'accord  avec  le  nombre  des  indéterminées 
qui  figurent  dans  les  équations  générales  (84),  lequel  est  égal  à  neuf 
en  apparence,  mais  se  réduit  à  huit  si  l'on  remarque  que  l'on  peut 
multiplier  les  trois  rapports  par  un  même  nombre,  tel  que  l'un 
des  neuf  coefficients  prenne  une  valeur  donnée. 
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62.  Second  cas.  —  Considérons  maintenant  le  cas  où  deux  des 
racines  de  l'équation  du  troisième  degré  (87)  sont  imaginaires  conju- 
guées. A  ces  deux  valeurs  de  X  correspondent  deux  points  imagi- 
naires conjugués  Q  et  R  ;  mais,  comme  on  sait,  la  droite  QR  est  réelle. 
On  peut  encore  dire,  si  Ton  considère  cette  équation  comme  déter- 
minant les  coordonnées  des  droites  doubles,  qu'aux  deux  valeurs 
imaginaires  de  X  correspondent  deux  côtés  PQ,  PR  du  triangle  qui 
sont  imaginaires  conjugués,  mais  dont  le  point  d'intersection  P 
est  réel.  Ainsi  le  triangle  PQR  a  un  sommet  P  et  le  côté  opposé 
QR  réels.  A  toute  droite  passant  par  le  point  P  correspond  une 
autre  droite  passant  par  le  même  point,  ce  qui  détermine  deux 
faisceaux  homographiques  ayant  leur  sommet  en  P;  à  tout  point 
situé  sur  le  côté  QR  correspond  un  point  situé  sur  la  même  droite, 
ce  qui  donne  lieu  sur  cette  droite  à  deux  divisions  homographiques 
que  Ton  obtient  également  en  considérant  les  couples  de  points 
d'intersection  de  cette  droite  avec  les  faisceaux  homographiques 
ayant  leur  sommet  en  P.  Les  points  Q  et.R  étant  imaginaires,  les 
points  doubles  de  ces  divisions  homographiques  sont  imaginaires  ; 
il  existe  donc  un  point  du  plan  d^ù  l'on  voit  sous  un  angle  cons- 
tant les  extrémités  du  segment  formé  par  deux  points  homologues. 
Si,  pour  déterminer  la  transformation,  on  se  donne,  outre  le  point 
P  et  la  droite  QR,  le  sommet  S  et  la  valeur  constante  de  cet  angle, 
cela  fera  en  tout  sept  conditions;  il  en  manquera  une  pour  que  la 
transformation  soit  complètement  déterminée.  On  pourra,  pour 
achever  de  la  déterminer,  se  donner  par  exemple  un  couple  de 
points  homologues  a  et  a  :  mais  comme  les  substitutions  dans  les 
équations  (82)  des  coordonnées  (a:^,  y^,  [x^,  y^  des  deux  points 
donne  lieu  à  deux  relations,  on  en  aura  maintenant  une  de  trop  ; 
et  en  eflFet  les  droites  Pa,  Pa'  étant  homologues  déterminent  sur 
la  droite  QR  deux  points  b  et  V  qui  sont  homologues  et  qui  par 
conséquent  doivent  être  vus  du  point  S  sous  l'angle  donné.  Défi- 
nitivement, une  façon  simple  de  définir  la  transformation  homo- 
graphique  est  la  suivante.  On  donne  le  point  double  P,  la  droite 
double  QR,  le  sommet  S  des  deux  divisions  homographiques  situées 
sur  QR  et  un  couple  de  points  homologues.  L*angle  constant  s'en 
déduit  comme  il  vient  d'être  dit.  Si  l'on  veut  alors  construire  l'ho- 
mologue c'  d'un  point  donné  c,  on  joindra  Pc  qui  coupera  QR  en 
un  point  d  dont  l'homologue  d  sur  QR,  qui  se  construira  par  l'an- 
gle constant,  donnera  une  droite  Vd'  passant  par  le  point  cherché  ; 
on  joindra  de  même  ac  qui  coupera  QR  en  un  point  e  dont  l'ho- 
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mologue  e!  donnera  une  seconde  droite  de'  qui  achèvera  de  déter- 
miner le  point  cherché. 

63.  —  Tels  sont  les  deux  cas  généraux  de  la  transformation 
homographique  ;  dans  Tun  et  Tautre  on  peut  chercher  à  la  déter- 
miner par  un  nombre  suffisant  de  couples  de  points  homologues. 
Ce  nombre  est  évidemment  égal  à  quatre  puisque  chaque  couple 
fournit  deux  relations  pour  déterminer  les  rapports  des  neuf  coef- 
ficients des  équations  (84).  On  voit  ainsi  que^  ces  équations  étant 
linéaires  par  rapport  aux  coefficients,  la  transformation  sera  par 
là  déterminée  d'une  façon  unique.  Quant  à  la  solution  géométri- 
que du  problème,  elle  est  la  suivante  :  soient  a^  b,  c,  d^  quatre 
points  de  la  première  figure,  et  a\  b',  c'y  d\  leurs  homologues  dans 
la  seconde.  Pour  construire  l'homologue  e'  d'un  point  e  arbitrai- 
rement choisi  dans  la  première  figure,  on  remarquera  que,  les 
faisceaux  (aô,  ac,  ady  aé)  et  [a'b\  a'c'j  ad  y  de)  ayant  le  même  rap- 
port anharmonique,  le  point  cherché  sera  sur  la  droite  de'  qui 
détermine  avec  les  trois  droites  dV y  de  y  dd'y  un  faisceau  dont  le 
rapport  anharmonique  est  connu.  La  considération  des  faisceaux 
{6a,  6c,  bdy  bé)  et  [b'dy  b'cy  b'd'y  b'e)  fournira  de  même  une  seconde 
droite  passant  par  le  point  cherché.  Cette  construction  exige  que, 
parmi  les  quatre  points  donnés,  il  n'y  en  ait  pas  trois  en  ligne  droite. 

La  construction  corrélative  fournirait  la  droite  homologue  d'une 
droite  donnée,  lorsqu'on  connaît  quatre  couples  de  droites  homo- 
logues. 

Dans  l'un  et  dans  l'autre  cas  la  recherche  du  triangle.  PQR,  qui 
dépend  d'une  équation  du  troisième  degré,  ne  peut  évidemment 
se  faire,  comme  tous  les  problèmes  résolus  d'après  la  théorie  de 
la  ligne  droite,  à  l'aide  de  la  règle  seule  ;  on  la  trouvera  comme 
application  de  la  recherche  des  points  communs  à  deux  courbes 
du  second  degré. 

C'est  ici  le  lieu  d'observer  que,  si  l'on  fait  une  transformation 
de  coordonnées  homogènes  en  substituant  à  l'ancien  un  nouveau 
triangle  de  référence,  les  calculs  ne  diffèrent  pas  de  ceux  aux- 
quels donne  lieu  une  transformation  homographique  ;  l'une  ou 
l'autre  opération  se  traduit  par  une  substitution  linéaire.  Si  en 
effet 

Y  EE  «2x4-63/4-0^^=0 

Z  =  «3^:4- 63/4- ^33  =  o 
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sont,  par  rapport  à  Tancien  triangle  de  référence,  les  équations 
des  trois  droites  qui  sont  les  côtés  du  nouveau,  il  est  clair  qu'il 
existe  entre  les  nouvelles  coordonnées  a:^,  y^,  z^  d'un  point  et  les 
anciennes,  les  relations 


^2 Ji  _  f 


2 


aiXi  4-  ijji  4-  Ci^i      a^i  -+-  b^^  -+-  c^^,      a^Xi  4-  b^^  -h  c^Zi 


Si  maintenant  l'on  veut  rechercher  quelle  sera  dans  le  nouveau 
système  l'équation  d'une  droite  donnée  par  son  équation  dans  l'an- 
cien, savoir 

on  a  vu  (§  48)  que  si  l'on  veut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

t/jX  H- f 2 Y  H- t/^jZ = o 

les  valeurs  proportionnelles  de  ii2,  v^y  u;^  sont  données  par  les  rela- 
tions  (70)  qui  peuvent  s'écrire 


Aii/i4-Bifi4-CiU;,     Aji/i  4-  Bj,^,  4-  C^u;,     Ajt/i  4-  Bji'i  4-  C,u;, 

dans  lesquelles  A^,  B4,  G|, désignent  les  mineurs  des  éléments 

correspondants  dans  le  déterminant,  module  de  la  substitution. 
Ainsi,  dans  la  transformation  la  plus  générale  de  coordonnées 
homogènes,  comme  dans  la  transformation  homographique,  les 
coordonnées  d'un  point  et  celles  d'une  droite  subissent  des  substi- 
tutions inverses.  Les  deux  opérations  ne  diffèrent  qu'en  ce  que, 
dans  la  première,  c'est  le  triangle  de  référence  qui  est  changé,  la 
figure  restant  la  même  ;  tandis  que  dans  la  seconde  la  figure  est 
transformée^  et  le  triangle  de  référence  subsiste.  On  peut  encore 
dire  que,  par  la  transformation  de  coordonnées,  les  différentes 
lignes  d'une  figure  prennent  de  nouvelles  équations  qui  sont,  dans 
l'ancien  système,  celles  de  lignes  transformées  homographiques 
des  premières.    * 

11  suit  de  là  que,  lorsque  deux  figures  sont  homographiques,  si 
Ton  déplace  Tune  d'elles  dans  le  plan  d'une  façon  quelconque, 
l'homographie  subsiste,  car  si  l'on  suppose  qu'elle  ait  entraîné  les 
axes  de  coordonnées,  il  faudra,  pour  les  ramener  à  leur  ancienne 
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position  et  avoir  la  nouvelle  équation  de  la  figure  déplacée,  faire 
une  substitution  linéaire.  Elle  demeure  donc  dans  son  déplace- 
ment homographique  à  elle-même,  comme  c'était  d'ailleurs  évi- 
dent puisque  ses  points  se  correspondent  un  à  un^  et  qu'à  des  points 
en  ligne  droite  correspondent  des  points  en  ligne  droite  (§  5g). 

64.  Cas  particuliers.  —  Comme  transition  de  Tun  à  l'autre 
des  deux  cas  généraux  de  la  transformation  homographique,  il 
y  a  lieu  d'examiner  celui  où  deux  des  racines  de  l'équation  du 
troisième  degré  (87)  deviennent  égales.  Il  arrive  alors  que  deux 
des  trois  sommets  du  triangle  PQR  sont  confondus^  et  par  suite 
deux  des  trois  côtés  du  triangle.  Il  est  évident  par  continuité  que 
les  deux  côtés  qui  se  confondent  sont  ceux  qui  sont  opposés  aux 
deux  sommets  qui  viennent  à  coïncider  ;  mais  on  peut  s'en  rendre 
compte  par  le  calcul.  Si  l'on  suppose,  en  effet,  que  l'on  ait  d'abord 
pris  pour  axes  de  coordonnées  cartésiennes^  pour  l'axe  OX  par 
exemple^  un  des  trois  côtés  du  triangle  des  points  doubles  encore 
supposés  distincts,  et  l'axe  OY  quelconque,  il  faudra,  si  l'on  fait 
y^=zo  dans  les  formules  (82)  obtenir  yi  =  o  puisque  le  point  corres-* 
pondant  à  un  point  de  l'axe  OX  est  aussi  sur  cet  axe.  Elles  se  ré- 
duisent donc  à 


Xi  = 


_aiX^'hb,jr^'hCt 


*      a^^-^b^^-hc^ 


Ji  = 


iiTa 


«3-^2  ■*-  ^zJ^'i  -^  ^2 


(90) 


L'équation  du  troisième  degré  (87)  se  réduit  elle-même  à 


Oi  —  p 

t. 

c, 

0 

ij-p 

0 

«» 

*, 

C3-P 

c'est-à-dire  à 

=  0 


(*a  -  P)[(«i  -  P)  (^3  -  P)  -  «3^1  J= 


et  l'on  en  conclut  la  racine  p=^2-  ^*^^^  ^^^^^  9^^  correspond  à 
Taxe  OX,  comme  on  le  vérifie  en  la  substituant  dans  les  équa- 
tions (88)  qui,  pour  cette  valeur  de  p,  donnent  ti=o,  u;=o.  Le 
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point  double  correspondant  est  fourni  par  la  première  et  la  troi- 
sième des  équations  (86)  et  sera,  en  général,  un  point  déterminé 
du  plan.  Les  deux  autres  racines  fournissent  deux  droites  passant 
par  ce  point  (§  60),  et  les  deux  points  doubles  correspondants  sont 
sur  Taxe  OX,  la  seconde  des  équations  (86)  se  réduisante  y=o.  Si 
Ton  vient  à  supposer  que  ces  deux  racines  sont  égales,  les  deux 
dernières  droites  ont  mêmes  coordonnées;  elles  se  confondent  : 
il  en  est  de  même  des  deux  derniers  points  doubles  qui  leur  cor- 
respondent. 
Cette  hypothèse  se  traduit  par  la  condition 

{ai-c^y-\-4a^c,  =  o  (91) 

La  transformation  subsiste,  seulement  c'est  une  transformation 
particulière  qui  ne  dépend  plus  que  de  sept  indéterminées  au  lieu 
de  huit,  puisqu'il  y  a  une  relation  entre  les  coefficients.  Ici,  ces 
sept  indéterniinées  sont  la  droite  double  qui  a  été  prise  pour 
axe  OX,  dont  la  connaissance  équivaut  à  deux  conditions,  et  les 
cinq  rapports  des  coefficients  des  équations  (90),  coefficients  dont 
le  nombre  se  réduit  à  six  en  vertu  de  la  relation  (91). 

66.   Fienures  homologiques.  —    Si  dans  la   première  des 
équations  (90)  on  fait  y^=Of  on  obtient  l'équation 

,  a^XiX2  4-  CjXi  —  a^X2  —  Cj  =  o 

qui  définit  les  deux  divisions  homographiques  situées  sur  Taxe  OX. 
Leurs  points  doubles  dépendent  de  l'équation 

«gX^ -h  (C3  —  a,)  x  —  Cj = o 

et  viennent  à  coïncider  si  l'on  fait  l'hypothèse  (91),  comme  cela 
doit  être.  Le  cas  qui  \ient  d'être  examiné  devient  spécialement 
intéressant,  si  on  le  particularise  encore  en  supposant  que  les 
points  doubles  de  ces  deux  divisions  homographiques  sont  indé- 
terminés^ ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les  deux  divisions 
sont  identiques  (§  02).  Il  faudra  qu'on  ait  pour  cela 


<Ï3  =  0  <^3  =  ^l  C|  =  0 
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ce  qui  ne  fait  qu'ajouter  deux  conditions  à  la  condition  (91)  qui  en 
est  une  conséquence^  et  fait  voir  que  dans  ce  cas  la  transformation 
ne  dépendra  plus  que  de  cinq  indéterminées.  Les  deux  racines  de 
l'équation  en  ç,  racines  différentes  de  b^y  demeurent  égales  et  ont 
une  valeur  parfaitement  déterminée,  ce  qui  se  voit  en  tenant 
compte  des  hypothèses  dans  l'équation 

(«1  -  p)  (^3  -  p)  -  «3^1  ==  o  (9a) 

mais  à  cette  racine  double  correspond  une  infinité  de  points  dou- 
bles sur  Taxe  OX,  et  une  infinité  de  droites  doubles  concourant  au 
point  double  donné  par  la  racine  p  =  d2-  ^^  ^*y  ^  P^^^  ^  proprement 
parler  de  triangle,  mais  une  droite  et  un  point.  On  obtient  les 
coordonnées  de  la  droite  en  donnant  à  p  dans  les  équations  (88)  la 
valeur  de  la  racine  simple,  et  celles  du  point  en  donnant  à  p  la 
même  valeur  dans  les  équations  (86).  Ces  mêmes  équations,  dans 
lesquelles  on  donne  à  p  la  valeur  de  la  racine  double,  se  réduisent 
à  une  qui  représente  le  lieu  des  points  doubles  correspondants, 
c'est-à-dire  la  droite  double.  On  peut  donc  dire  encore  que  les 
coordonnées  du  point  double  et  l'équation  de  la  droite  double 
s'obtiennent  respectivement  en  remplaçant  p  par  la  valeur  de  la 
racine  simple  et  par  celle  de  la  racine  double  dans  les  équa- 
tions (86).  Ainsi  dans  le  cas  des  axes  qui  ont  été  choisis,  et  avec  les 
hypothèses  faites,  les  équations  (86)  se  réduisant  à 

(ai  — p)a:+i,j  =0 

*37-^(^i-p)  =  o 

si  l'on  y  remplace  p  par  la  racine  simple  6^,  la  seconde  équation 
devient  identique  et  les  deux  autres  donnent  pour  les  coordonnées 
du  point  double 

b^         ^2  ~  ^1 

Si  au  contraire  l'on  y  remplace  p  par  la  racine  double  de  l'équa- 
tion (92)  qui,  en  tenant  compte  des  hypothèses  est  p=a^,  la  seconde 
équation  donne  pour  la  droite  double  y=o,  c'est-à-dire  l'axe  OX 
et  les  deux  autres  sont  identiquement  satisfaites. 
On  dit  alors  que  les  figures  sont  homologiques ;  la  droite  double 
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est  Vaxe  d'homologie  et  le  point  double  est  le  centre  cThomologie. 
Les  théorèmes  qui  vont  être  démontrés  expliquent  tout  l'intérêt 
de  cette  transformation. 

Tout  d'abord^  on  peut  se  demander  quelles  sont  les  trois  rela- 
tions qui  lient  les  coefficients  de  la  transformation  homographique 
générale,  les  axes  étant  quelconques,  lorsque  la  transformatioD 
devient  homologique  :  elles  s'obtiennent  sans  difficulté.  Si  Ton 
veut  en  effet  que,  pour  une  racine  p  de  Téquation  (87),  les  coor- 
données du  point  double  correspondant  deviennent  indéterminées, 
il  faut  que  ces  trois  équations  qui,  dans  le  cas  général,  pour  cette 
valeur  de  p,  se  réduisent  à  deux,  se  réduisent  maintenant  à  une 
seule.  On  devra  donc  avoir 


et 


a, — 

i_ 

i, 

Cl 

h- 

— 

«2 

p 

c* 

«î_ 

.h- 

-p_ 

•  ^^ 

c. 

«3  *3  ^3  -  P 


Ces  quatre  équations  n'en  font  que  trois  distinctes  :  en  effet,  en 
vertu  des  deux  premières,  Téquation  (87]  est  nécessairement  satis- 
faite pour  la  valeur  considérée  de  p,  puisque,  pour  cette  valeur, 
tous  les  mineurs  correspondants  aux  éléments  de  la  troisième 
ligne  du  déterminant  (87)  sont  nuls  ;  on  peut  en  dire  autant  des 
deux  dernières,  eu  égard  aux  éléments  de  la  première  ligne  da 
déterminant  ;  donc  une  des  deux  dernières  rentre  dans  les  deui 
premières.  Pour  obtenir  effectivement  ces  trois  conditions,  indé- 
pendamment de  p,  on  tire  des  deux  premières 


'2  *'! 


les  deux  autres  donnent  de  même 


^— ^      *3«2_^      ^3 
P— ^2 — r~— ^3~ 


^3  ^2 


On  aurait  encore,  au  moyen  des  rapports';|évidents 

flZi  — ^  — «-£l— 
«3    ~^3""<^3-p 
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les  conditions 


i=a*  — 


=  ^3- 


et  les  trois  conditions  distinctes  qui  définissent  l'homologie  peu- 
vent s'écrire  symétriquement 


"1  j      —  ^2  —  "T"  —  ^a  — 


'3 


a. 


«3*1^2  — «2*3^1  =  <> 


(93) 


La  valeur  commune  des  trois  premiers  rapports  est  celle  de  p; 
c'est  une  racine  double  de  Téquation  (87),  car,  si  on  la  dérive  par 
rapport  à  p,  il  vient 


Aj-p 

«'î 

+ 

a,  — p 

'1 

4- 

«1  — P 

*a-"P 

C3  — p 

a» 

C3-P 

fl, 

=  0 


équation  satisfaite  pour  la  valeur  considérée  de  p^  puisque  chacun 
des  mineurs  du  premier  membre  est  identiquement  nul. 

Théorème.  —  Lorsque  deux  figures  sont  homologiques ^  deux 
droites  homologues  concourent  sur  taxe  d'homologiCy  et  deux  points 
homologues  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre  d'homologie. 

La  première  partie  du  théorème  est  évidente  si  Ton  remarque 
que  tout  point  de  Taxe  d'homologie  est  à  lui-même  son  homolo- 
gue :  quant  à  la  seconde,  il  suffit  d'observer  que  toute  droite  pas* 
sant  par  le  centre  d'homologie  est  à  elle-même  son  homologue  et 
que,  par  conséquent,  la  droite  qui  joint  un  point  donné  au  centre 
d'homologie  étant  à  elle-même  son  homologue,  l'homologue  du 
point  sera  sur  cette  droite. 

Pour  vérifier  ce  théorème  par  le  calcul,  il  faut  chercher  l'équa- 
tion de  l'axe  d'homologie  et  les  coordonnées  du  centre  d'homolo- 
gie. Si  l'on  remplace  p  par  la  valeur  a^  — ^  dans  la  première 

Os 

des  équations  (86),  on  trouve  pour  l'axe  d'homologie 

-j—  X  -h  oj  -h  Cl  =  o 


Pour  que  la  droite 


vx-^vy-hw^rio 
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et  son   homologue   concourent  sur  Taxe  d'homologie,  on  deyra 
donc  avoir,  quels  que  soient  i/,  v,  w 


^3*1  *i*3  *3^i 

u  V  w 


=  o 


condition  qui  est  satisfaite,  comme  on  le  Yoit  en  ordonnant  le 
déterminant  par  rapport  aux  puissances  et  produits  de  u,  v^  w  et 
remarquant  que  tous  les  coefficients  sont  nuls,  eu  égard  aux  con- 
ditions (93). 

On  obtient  de  même  les  coordonnées  homogènes 


«3*1 


du  centre  d'homologie  en  remplaçant  p  par  sa  valeur  dans  la  pre- 
mière équation  (88),  ce  qui  donne  son  équation  tangentielle  dont 
les  coefficients  sont  les  coordonnées  cherchées,  et  Ton  vérifie  que 
Ton  a 


«ji,  a^b^  a^b^ 

X  y  z 

<i|X-hA,j^-+-C|3       ûjX-f-Aj^-f-Cj^       a^x-hijj'-hCjZ 


=  0 


quels  que  soient  x,  y,  ^. 

CoROLULiRS  I.  —  Les  deux  droites  qui  correspondent  dans  chaque 
figure  à  une  même  droite  donnée,  supposée  appartenir  successi- 
vement à  Tune  ou  a  lautre  figure,  concourent  avec  la  droite  don- 
née sur  Taxe  d'homologie. 

Corollaire  II.  —  En  particulier,  les  deux  droites  homologues 
dans  chaque  figure  de  la  droite  de  Tinfini  supposée  appartenir  a 
Tautre  sont  parallèles  à  i*axe  d*homologie. 

Ces  deux  droites  ont  pour  équations  (§  60) 

C|« -i-Cjj-^-Cj^o 
Or  on  a 
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a 


ou  bien 


3 


(94) 


ce  qui  prouve  d^une  autre  façon  la  proposition  énoncée. 

Corollaire  III.  —  Les  deux  points  qui  correspondent  dans  clia- 
que  figure  à  un  même  point,  supposé  appartenir  successivement 
à  l'une  ou  à  Tautre  figure,  sont  en  ligne  droite  avec  le  point 
donné  et  le  tentre  d*homologie. 

66.  — Des  théorèmes  qui  précèdent  résulte  la  définition  géomé- 
trique la  plus  nette  de  la  transformation  homologique.  Si  Ton  con- 
sidère en  effet  une  droite  quelconque,  passant  par  le  centre  d'ho- 
mologie,  on  a  vu  qu'elle  est  à  elle-même  son  homologue  :  elle  est 
donc  porteur  de  deux  divisions  homographiques  dont  les  points 


r 


w 


Fig.  35 


doubles,  réels,  sont  évidemment  le  centre  d'homologie  P  (fig.  35) 
et  le  point  d'intersection  k  de  la  droite  avec  Taxe  d'homologie  QR. 
Le  rapport  anharmonique  X  formé  par  deux  points  homologues 
quelconques  a,  a  y  et  les  points  doubles  est  égal  à 

Va       ka 


160  LIVRE  I.  —  CnAPITRE  IV. 

Il  est  le  même  pour  toute  autre  droite  Pbb'  issue  du  centre  d*ho- 
mologie,  puisque  les  droites  homologues  ai,  ab'  et  Taxe  d'homo- 
logie  concourent  en  d.  On  voit  donc  que  pour  obtenir  Thomo- 
logue  a  du  point  variable  a  de  Tune  des  figures,  on  joindra  a 
au  point  fixe  P  par  une  droite,  dont  on  cherchera  le  point  d'inter- 
section k  avec  la  droite  fixe  QR,  et  le  point  cherché  formera  avec 
les  trois  premiers  a^P^k  un  rapport  anharmonique  donné  X.  La 
transformation  dépend  comme  on  sait  de  cinq  indéterminées  (§  65)  ; 
ce  sont,  si  Ton  veut,  le  centre  et  Taxe  d'homologie,  qui  comptent 
chacun  pour  deux,  et  le  rapport  anharmonique  X. 

On  pourra  encore,  si  Ton  veut,  remplacer  le  rapport  anharmo- 
nique X  par  deux  points  homologues  a,  a.  Cela  revient  évidemment 
au  même  puisque  Tune  des  données  peut  se  déduire  de  Tautre. 
Mais  si  la  première  est  théorique  et  fournit  une  définition  lumi- 
neuse de  la  transformation  homologique,  la  seconde  donne  une 
construction  immédiate  du  point  homologue  b'  d'un  point  donné  &, 
sans  renvoyer  à  celle  du  quatrième  point  d'un  rapport  anharmo- 
nique. On  joindra  pour  cela  les  points  a  et  b  par  une  droite  qui 
coupera  Taxe  en  un  point  d  qui  sera  à  lui-même  son  homologue.  La 
droite  da  sera  alors  l'homologue  de  la  droite  ab  et  coupera  la  droite 
Pb  au  point  b'  cherché.  Cette  construction,  appliquée  à  un  point 
pris  à  l'infini  dans  l'une  ou  l'autre  figure,  donnera  les  droites  J  et  V. 

La  droite  J,  par  exemple,  s'obtiendra  en  menant  par  a  une 
droite  quelconque  ea\  joignant  ea  et  prenant  le  point  d'intersec- 
tion/ de  celte  droite  avec  la  parallèle  menée  par  le  point  P  à  ea. 
Le  point  ainsi  déterminé  appartient  à  la  droite  J,  qui  est  d'ailleurs 
(§  ^^)  parallèle  à  l'axe  d^homologie. 

Si  Ton  suppose  le  point  a'  à  l'infini,  a  est  sur  la  droite  J  ;  celle-ci 
étant  parallèle  à  l'axe,  on  voit  qu'on  aurait  pu  substituer  à  la 
donnée  du  couple  aa  celle  de  l'une  des  droites  J  et  T. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  figure  donne 

Ih' _  lg_Pa_Pf 
ea        ge      aa       ea 

D'où  l'on  conclut 

/A'=P/ 

ce  qui  fait  voir  que  les  distances  du  centre  d'homologie  aux  droites  i 

et  r  sont  respectivement  égales  aux  distances  de  taxe  d'homologie 
aux  droites  \  eti. 
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De  ce  que  Taxe  d'homologie  représente  les  droites  E  et  E'  con- 
fondues, il  résulte  (§  60)  que  les  symétriques  de  cet  axe  par  rapport 
à  J  et  à  r  sont  les  droites  F  et  F',  non  coïncidentes^  qui  sont  parta- 
gées de  la  même  façon  par  leurs  points  homologues;  et  le  théorème 
qui  Tient  d'être  énoncé  prouve  que  ces  symétriques  sont  à  égale 
distance  de  part  et  d'autre  du  centre  d'homologie.  Comme  d'ail- 
leurs les  droites  qui  joignent  deux  points  homologues  passent  par 
le  centre  d'homologie,  il  est  nécessaire  que  les  divisions  identiques 
qu'elles  portent  aient  des  sens  inverses. 

On  pourrait  encore  déterminer  la  transformation  par  trois  couples 
aa\  bb\  ce  de  points  homologues,  les  deux  premiers  équivalant 
chacun  à  deux  conditions  et  le  troisième  à  une  seule,  puisque  les 
droites  aa  et  bV  déterminent  le  point  P,  et  que  la  droite  ce  doit 
passer  par  ce  point.  On  voit  qu'alors  les  trois  points  d'intersection 
des  couples  de  droites  homologues  [ab,  a'b')^  (ôc,  b'c),  {ca,  c'a)  sont 
en  ligne  droite  sur  l'axe  d'homologie,  et  l'on  en  conclut  les  théo- 
rèmes suivants  : 

Quand  les  sommets  de  deux  triangles  se  correspondent  de  façon  que 
les  droites  qui  joignent  deux  sommets  correspondants  soient  concou- 
rantes^ les  points  d'intersection  de  deux  côtés  correspondants  sont  en 
ligne  droite. 

Et  réciproquement,  quand  les  côtés  de  deux  triangles  se  corres- 
pondent de  façon  que  les  points  d'intersection  de  deux  côtés  corres- 
pondants soient  en  ligne  droite,  les  droites  qui  joignent  deux  sommets 
correspondants  sont  concourantes. 

Les  deux  triangles  sont  alors  deux  figures  homologiques. 

67.  Théorème.  —  Quand  deux  figures^  situées  dans  un  même  plan^ 
sont  homographiques^  on  peut  toujours  par  un  déplacement  conve- 
nable de  tune  d'elles  les  amener  à  être  homologiques. 

Le  déplacement  d'une  figure  dans  le  plan  dépend  de  trois  indé- 
terminées qui  sont,  par  exemple^  les  coordonnées  de  la  nouvelle 
origine^  et  l'angle  dont  il  a  fallu  faire  tourner  les  axes  de  coor- 
données, dont  l'inclinaison  mutuelle  n'a  d'ailleurs  pas  changé. 
L'on  conçoit  donc,  qu'étant  données  deux  figures  homographiques, 
on  puisse  déplacer  l'une  d'elles  et  disposer  de  ces  trois  arbitraires 
de  telle  façon  que  les  trois  conditions  (g3)  soient  satisfaites. 

11  est  facile  de  voir  géométriquement  quelle  rotation  et  quelle 
translation  il  faut  faire  subir  à  la  figure  qui  se  déplace.  Puisqu'en 
effet  dans  deux  figures  homologiques  la  droite  ï  et  la  droite  J  sont 

PiCQUBT,  Géom.  ttnalyf.  il 
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parallèles,  la  rotation  sera  déterminée  par  là  ;  et  il  faudra  faire 
tourner  Tune  des  figures  jusqu'à  rendre  ces  deux  droites  parallèles. 
On  a  vu  (§  63)  que,  dans  ce  déplacement,  les  droites  et  les  points 
homologues  restent  homologues,  la  droite  V  de  la  seconde  figure 
sera  donc  encore  dans  sa  nouvelle  position,  Thomologue  de  la 
droite  de  Tinfinî  dans  la  première  ;  de  même  que  la  droite  de 
rinfini  de  la  seconde  figure,  qui  reste  à  Tinfini  pendant  tout  le 
déplacement,  ne  cesse  pas  d'avoir  pour  homologue  la  droite  J  de 
la  première.  11  résulte  de  là  que^  pour  obtenir  le  parallélisme  des 
droites  V  et  J,  il  faut  faire  tourner  la  seconde  figure  précisément 
de  l'angle  que  font  ces  deux  droites^  lequel  est  donné,  en  suppo- 
sant toujours  les  coordonnées  rectangulaires,  par  la  relation 

cosV=:± 


)/al-hbl  v/Cî-f-Cî 

On  a  jusqu'à  présent,  comme  on  le  voit,  le  choix  entre  deux  rota- 
tions différentes  de  iSo"*. 

En  second  lieu,  dans  deux  figures  homologiques,  les  divisions 
homographiques  portées  par  Taxe  d'homologie  sont  identiques; 
il  faut  donc  qu'un  des  couples  de  droites  homologues  également 
divisées  par  leurs  points  homologues  se  réduise  à  deux  droites 
coïncidentes.  Or,  dans  le  cas  général  (§  6o),  ces  droites  sont  res- 
pectivement parallèles  aux  droites  T  et  J  ;  par  la  rotation  précé- 
dente^ elles  sont  donc  devenues  parallèles  :  la  translation  devra 
les  amener  à  coïncider.  Supposons  qu'il  s'agisse  comme  précé- 
demment (§  66)  du  couple  E,E'  :  comme,  dans  le  déplacement  de  la 
seconde  figure,  les  points  homologues  n'ont  pas  cessé  de  l'être,  il 
s'ensuit  que  la  droite  E'  n'a  pas  cessé  d'être  partagée  par  ses  points 
comme  la  droite  E  par  leurs  homologues  ;  il  en  sera  de  même  pen- 
dant tout  le  temps  de  la  translation  qui  aura  par  conséquent  pour 
mesure,  perpendiculairement  aux  droites  E,E'  que  la  rotation  a  ren- 
dues parallèles,  la  distance  même  de  ces  droites.  11  faudra  enfin  que 
sur  ces  droites  coïncidentes  les  points  homologues  coïncident  ;  il 
faudra  donc  encore  faire  glisser  la  seconde  figure  parallèlement  à  ces 
droites  delà  distance  de  deux  quelconques  de  leurs  points  homologues. 
Il  convient  d'observer  néanmoins  qu'il  est  nécessaire,  pour  que  cela 
soit  possible,  que  les  droites  E,E'  soient  partagées  identiquement 
dans  le  même  sens  :  c'est  ce  qui  déterminera^  si  ce  sont  les 
droites  E,E'  que  l'on  veut  faire  coïncider,  celles  des  deux  rotations. 
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difiërentes  de  iSo"",  entre  lesquelles  on  avait  le  choix.  Mais  on 
sait  (§  66)  que  les  droites  F,F',  qui  sont  aussi  devenues  paral- 
lèles, sont  identiquement  partagées  en  sens  inverses,  lorsque  les 
droites  E,E',  sont  venues  à  coïncider  ainsi  que  leurs  points  homo- 
logues. Chacune  des  rotations  pouvait  donc  convenir,  à  la  condi- 
tion de  déterminer  ensuite  convenablement  celui  des  couples  E^E', 
ou  F,  F'  dont  il  faut  opérer  la  coïncidence. 

11  reste  à  faire  voir  qu'après  ce  déplacement  les  figures  sont 
effectivement  homologiques.  Il  est  clair,  tout  d'abord,  que,  puisque 
sur  la  droite  qui  est  la  superposition  des  droites  E  et  E'  tous  les 
couples  de  points  homologues  coïncident,  deux  droites  homologues 
quelconques  devront  nécessairement  concourir  sur  cette  droite.  Le 
point  d'intersection  de  ces  deux  droites  sera  donc  à  lui-même  son 
homologue,  par  suite  (§  Sj)  les  droites  qui  joindront  deux  points 
homologues  pris  respectivement  sur  chacune  d'elles  seront  con-- 
courantes  en  un  point  fixe  du  plan,  qui  sera  le  même  pour  tous  les  ' 
autres  couples  de  droites  homologues,  comme  on  le  voit  en  cou- 
pant les  deux  premières  par  les  droites  d'un  autre  couple.  Ces 
deux  conditions  suffisent  pour  que  les  figures  soient  homologi- 
ques. On  déterminera  alors  le  centre  d'homologie  en  joignant 
deux  couples  quelconques  de  points  homologues. 

68.  —  Il  est  évident  (§  66)  que  ce  point  doit  alors  se  trouver  à 
égale  distance  des  deux  droites  F  et  F',  non  coïncidentes,  qui  sont 
partagées  également  par  leurs  points  homologues.  On  peut  vérifier 
cette  propriété  par  le  calcul,  ce  qui  fournit  de  nouvelles  relations 
entre  les  coefficients  de  la  trsLnsformation.  On  peut  remarquer  tout 
d'abord  que  l'on  aurait  pu  faire  la  recherche  des  points  et  des 
droites  doubles  en  partant  des  relations  qui  donnent  x^j  j,,  z^  en 
fonction  de  Xi,  ji,  Zt  au  lieu  de  partir  des  relations  inverses  (84). 
L*équation  du  troisième  degré  qui  aurait  résolu  le  problème  eût 
été  alors 

/V|  ""~  A         Aj  A3 

=  0  (95) 

11  est  clair  que,  lorsqu'elle  est  résolue,  l'équation  (87)  doit  l'être 
aussi,  il  y  a  donc  une  relation  entre  les  racines  des  deux  équations; 
on  voit  immédiatement  que  cette  relation  est  la  suivante 

.      A 

A  = 

P 


A,-X 

A, 

A, 

B. 

Bj-X 

B, 

c. 

C, 

c,-x 
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A  désignant  toujours  le  déterminant 


«t  il  Cl 

^2  ^2  ^2 

«3  A3  C3 


Si  Ton  développe  en  effet  Téquation  (87),  on  obtient 


ou  bien 


p«-(a,  +  A,4-C3)p*-h(At  +  B^4-C3)p-A  =  o 


De  même,  Téquation  (g5)  développée  devient 
•  X»--(A|+B,+C3)X>H-(B,C3-  B3C,4-A,C3- A3Q+A3i-A,B.)X-A'=o 

dans  laquelle  A'  représente  le  déterminant 


A. 

A, 

A. 

B. 

B, 

B, 

c. 

C, 

C3 

formé  avec  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  ;  c'est-à-dire  le 
réciproque  de  A,  lequel  est  égal,  comme  on  sait,  à  A^  On  sait 
aussi  qu'un  mineur  de  A'  est  égal  à  A  multiplié  par  l'élément  cor- 
respondant dans  A  ;  on  a  donc 


B,C, 
A.C, 


B^C, 
A,C 
A^i 


<i|A 


Tequatioa  ^v>   peut  donc  s'écrire 

X»  -  ,A,  -r-  Bj  -  Ç,  X»  -i-  .1,  +  *j  ~  o^> Aà  -  a»  =  o 

«rt  elle  devient  identique  à  Têquation  ^Sy  si  l'on  y  remplace  X 

par  — .  Il  suit  de  là  que.  si  l'on  remplace  À  par  —  dans  l'équation 

?  ? 

C-r  —  Cj_*"  —  Cj  —  X  =  o 
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on  aura  un  ]ieu  du  point  double  correspondant  à  cette  racine  aussi 
bien  qu'en  remplaçant  p  par  sa  valeur  dans  Téquation 

a^  +  Ag^  +  Cj  — p  =  o 

D*ailleurs  dans  le  cas  des  figures  homologi(iues,  les  droites  repré- 
sentées par  ces  équations  sont  confondues  si  p  est  la  racine  double 
de  réquation  (87),  puisqu'elles  doivent  déterminer  une  infinité  de 
points  doubles  sur  Taxe  d'homologie,  on  a  donc  non  seulement 

mais  aussi 

Çî  =  Çâ=_!_P=_  (95) 

a,      *3ji  c,-p  P 

Cela  posé,  il  résulte  d'abord  des  relations  (94)  que,  dans  le  cas 
des  figures  bomologlques,  une  des  droites  E'jF 


7  .  /Cî+Q 


est  confondue  avec  sa  conjuguée.  La  valeur  arithmétique  du  radi- 
cal se  réduit  en  efiTet,  en  vertu  de  (94)  à  la  valeur  absolue  de  p,  et 
réquation  des  droites  E',F'  devient  dans  ce  cas 

les  signes  se  correspondant  ou  non,  suivant  que  p  est  positif  ou  non. 
L'équation  des  droites  E,  F,  devient  de  même  (§  60) 

dans  laquelle  les  signes  correspondent  à  ceux  de  la  précédente. 
L'on  voit  donc,  en  prenant  partout  le  signe  —,  que  la  droite  E' 
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se  confond  avec  la  droite  E 

CiX-hCjJ+Cs =  o 

p 

Cela  résulte  des  relations  (gS)  ;  elle  se  confond  aussi  avec  Taxe 
d'homologie  dont  on  a  trouvé  Téquation 


ou 


puisque  Ton  a 


<=»-P=^  (93) 


Enfin  le  centre  d'homologie  est  à  égale  distance  des  deux  droites 
homologues  F,  F'  qui  sont  celles  qui  ne  coïncident  pas.  Leurs  équa- 
tions étant 

CiXH-  CâJ-h  Cj  +  -=  o 

ou  bien,  pour  la  dernière,  en  remplaçant  Ci  et  C,  par  —  a,p  et 
—  *3p 

a^x-hlflx (Cs-h— j  =  o 

la  proposition  sera  démontrée  si  l'on  fait  voir  que  les  coordonnées 

h  n 

du  centre  d'homologie  qui  sont  t^  et  -^  satisfont  Téquation 

Or  on  a  d'après  (gS) 
Si  l'on  pose 
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et  si  Ton  ajoute,  il  vient 


(-?)= 


et  Fideotité  à  satisfaire  devient 


2 


OU  bien 


ou 


.  A 

«1  —  p4-c>a  —  P-HC3 2~^ 


IL  ^ 

«1  +  ^i  H-  C3  =  20  -H  -r 

P 


ce  qui  est  évident,  si  Ton  observe  que  «1  +  6^  4-  Cj  est  la  somme  des 
racines  de  Téquation  (87)  ;  et  que,  si  p  est  la  racine  double,  le  pro- 
duit des  racines  étant  égal  à  A,  la  troisième  racine  est  -::. 

P 

69.  Figures  homothétiques.  —  Les  relations  (gS)  qui  carac- 
térisent rhomologie  se  modifient  si  l'un  des  éléments  du  détermi- 
nant A,  différent  de  a^  b^,  Cs,  vient  à  s'annuler.  Supposons,  par 
exemple,  fir,=o  :  alors,  pour  que  les  équations  (86)  se  réduisent  à 
deux,  il  faudra  ou  bien  que  la  troisième  devienne  identique,  et  que 
les  deux  autres  aient  leurs  coefQcients  proportionnels,  ce  qui  donne 


=  0       C3— c  =  o 


«1  — P_    *i 


c 


1 


«a         *2-p      ^2 


et  par  l'élimination  de  p 


?      ^1   ^S  ^1  £1  /      /»! 

ou  bien  que  le  premier  terme  manque  également  dans  les  deux 
autres  équations,  et  que  les  autres  coefBcients  soient  deux  à  deux 
proportionnels,  ce  qui  donne 
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«2  =  0  flj  —  p  =  O 

^ &a—  p &3 

Cj  Cj  Cj  —  p 

et  par  rélimination  de  p 

i,      io  —  «,  Jj 

rt^  =  0       •  — — —£ lz= = — 

Cl  c.^  c,  —  a, 

Le  second  cas  n'offre  rien  de  particulier,  si  ce  n*est  que  Taxe 
d'homologie  passe  par  Tun  des  sommets  du  triangle  de  référence  : 
la  racine  double  est  p  =  a^. 

Dans  le  premier  cas,  l'une  des  coordonnées  du  centre  d'homologie 
est  nulle  ;  il  est  sur  l'un  des  côtés  du  triangle  de  référence,  et  cela 
ne  constitue  à  vrai  dire  un  cas  particulier  que  si^  les  coordonnées 
étant  cartésiennes,  ce  côté  est  la  droite  de  l'infini.  Une  des  racines 
de  l'équation  en  p  est  p=C8,  et  c'est  une  racine  double,  car,  en 
vertu  des  relations  (96),  elle  satisfait  encore  l'équation  du  second 
degré  restante. 

Dans  ce  cas  particulier  le  rapport  anharmoniqueX  (§  66)  devient 
égal  au  rapport  des  distances  de  deux  points  homologues  au  point 
d'intersection  de  la  droite  qui  les  joint  avec  l'axe  d'homologie, 
et  la  transformation  peut  se  définir  ainsi  :  on  mène  par  chaque 
point  a  de  la  première  figure  une  parallèle  à  une  direction  fixe  qui 
rencontre  une  droite  fixe  en  un  point  k,  et  le  point  homologue  a  de 
la  seconde  figure  s^obtient  en  portant,  à  partir  du  point  k  dans  le 

sens  convenable,  une  longueur  ka,  telle  que  le  rapport  -7—7  soit 

égal  en  grandeur  et  en  signe  à  un  rapport  donné  X. 

Les  deux  cas  qui  viennent  d'être  étudiés  peuvent  se  caractériser 
par  ce  fait  que  deux  éléments  appartenant  à  une  même  ligne  ou 
colonne  de  A  et  différents  de  â^i,  b^,  c,  sont  nuls.  Une  racine  de  l'é- 
quation en  p  apparaît  alors^  pour  laquelle  tous  les  mineurs  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  (87)  sont  nuls.  Mais  il  peut  encore  y 
avoir  homologie  si  tous  ces  mineurs  s'annulent  pour  une  des  deux 
autres  valeurs  de  p.  Si  l'on  suppose,  par  exemple, 


a,  =  o        4n  =  o 


l'équation  (87)  se  réduit  à 
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(C3  -  p)  ^{a,  -  p)  (  J,  -  p)  -  a^bij  = 


et  si  p  est  une  racine  différente  de  c^,  rhomologie  s'exprimera  par 

(Aa-p)(c,-p)  =  o 
«2(^3  —  p)  =  o 

*i(^s  —  p)  =  o 
{a^  —  p)  (cs  —  p)  =  o 

relations  qui  expriment  que  tous  les  mineurs  correspondant  aux 
éléments  des  deux  premières  lignes  sont  nuls.  Comme  p  est  différent 
de  Cs,  elles  se  réduisent  à 

P  =  «i  =  *a  (97) 

Les  mineurs  correspondants  aux  éléments  de  la  troisième  ligne 
s'annulent  d'eux-mêmes,  et  l'équation  (87)  se  réduit  à 

(^8—  p)(«l  — p)^  =  0 

la  racine  considérée  est  encore  double  :  si  on  remplace  p  par  cette 
valeur  dans  les  équations  (86),  on  voit  que  l'axe  d'homologie  est  l'un 
des  côtés  du  triangle  de  référence,  tandis  que  les  équations  (88) 
donnent  pour  les  coordonnées  homogènes  du  centre  d'homologie 

C,         Cj         C3  — p 

Ce  cas  devient  particulièrement  intéressant  si  le  côté  considéré  du 
triangle  de  référence  est  la  droite  de  l'infini.  11  suffit  pour  cela  de 
supposer  les  coordonnées  cartésiennes,  les  relations  homographiques 

se  réduisent  alors  en  vertu  de  (97)  à 

« 

a^X^  •+-  Cm 

j:,  = ' =Xa:j-4-p 

^8 


en  posant 


j..=2i25LrL»=xr,-t-y  (98) 


Ht  Ce  Ca 

-i  =  X       -  =  p       -2=y 

Cj  Cj  C3 
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p  eiq  sont  évidemment  dans  la  première  figure  les  coordonnées  de 
Thomologue  de  Torigine,  considérée  comme  appartenant  à  la  se- 
conde figure  ;  il  suffit,  pour  le  voir^  de  faire  dans  les  formules 

et  si  on  les  écrit 

on  voit  qu'elles  expriment  que  le  rapport  de  la  distance  de  deux 
points  a  et  b  d'une  figure  à  celle  de  leurs  homologues  a'  et  b'  est 
constant  (fig.  36).  D'ailleurs,  les  droites  abj  db\  sur  lesquelles  se 


mesurent  ces  distances,  sont  parallèles,  puisqu'elles  sont  homologues 
et  qu'elles  doivent  concourir  sur  l'axe  d'homologie  qui  est  à  l'infini; 
on  a  donc 

Mais  le  point  de  concours  P  des  droites  ad  et  bb'  qui  joignent 
deux  couples  de  points  homologues  est  le  centre  d'homologie  ;  de 
plus,  sur  toute  droite  issue  de  P,  porteur  de  deux  divisions  homo- 
graphiques  dont  un  point  dguble  est  à  Tinfini^  le  rapport  anhar- 
monique  constant  se  réduit  au  rapport  des  distances  du  point  P  à 

Pa 

deux  points  homologues  :  la  valeur  d^  ce  rapport  est  donc  p-;,  ou  X. 

La  transformation  peut  donc  se  définir  ainsi  :  par  un  point  fixe 
P  on  mène  aux  points  a  de  la  première  figure  des  droites  sur 
lesquelles  on  obtient  les  homologuer  d  de  la  seconde  par  la  con- 

Pa 

dition  que  le  rapport  p— ,  soit  égal  en  grandeur  et  en  signe  à  un 

rapport  donné  \.  On  dit  alors  que  les  figures  sont  homothéHques  ; 
le  point  P  et  le  rapport  X  sont  respectivement  le  centre  et  le  rapport 
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(thomothétie.  Si  X  est  positif,  rhomothétie  est  dite  directe;  inverse 
dans  le  cas  contraire  :  X  peut  être  imaginaire,  comme  on  en  verra 
des  exemples.  Si  Ton  compare  la  définition  qui  vient  d'être  don- 
née de  la  transformation  homothétique  à  celle  de  la  transforma- 
tion homologique  (§  66),  on  voit  bien  que  la  seconde  n'est  que  le 
cas  particulier  de  la  première  ou  Taxe  d'homologie  est  rejeté  à 
l'infini.  Les  principales  propriétés  de  cette  transformation,  outre 
la  définition,  consistent  en  ce  que  les  droites  homologues  sont  pa- 
rallèles, en  ce  que  le  rapport  de  la  distance  de  deux  points  à  celles 
de  leurs  homologues  est  constant  et  égal  au  rapport  d'homothétie, 
et  en  ce  que  les  deux  figures  ont  les  mêmes  points  à  l'infini,  de  même 
qu'en  général  deux  figures  homologîques  ont  les  mêmes  points  sur 
Taxe  d*homologie. 

Tandis  qu'en  général  la  transformation  homologique  dépend  de 
cinq  indéterminées,  la  transformation  homothétique  ne  dépend 
plus  que  de  trois  arbitraires,  les  deux  coordonnées  du  centre  d'ho- 
mothétie et  le  rapport  X.  Cette  différence  provient  de  ce  que  les 
deux  coordonnées  de  l'axe  d'homologie,  qui  est  à  l'infini^  sont 
maintenant  connues. 

ThéorAms.  —  Deux  figures  homothétiques  à  une  troisième  sont 
homothétiques  entre  elles,  et  les  centres  (Thomothétie  des  figures  deux 
à  deux  sont  en  ligne  droite. 

Si  l'on  a 

les  coordonnées  du  centre  d'homothétie  sont  — ^  et  —2-^.   i 
seconde  figure  est  homothétique  à  une  troisième,  on  a 

r             s 
et  les  coordonnées  du  centre  d'homothétie  sont et ;  ou 

en  tire 

Xt  =  X(jxj:8 -h  r)  H- p  =  Xii-Tj  4- Xr  4- ^ 
J^i^MHiTB  +  ^j+y^Vjs-HXJ  +  y 

ce  qui  prouve  que  la  première  figure  est  homothétique  à  la  troi- 
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sième  ;  le  rapport  d*homothétie  est  X(i.,  et  le  centre  d'homotbétie 
a  pour  coordonnées 

>^^+^     et    ^"^^ 
I  —  Xjii.  I  —  Xjii. 

« 
Les  trois  centres  d'homothétie  seront  en  ligne  droite  si  Ion  a 


P  1  »->^ 

Xr-hp       Xs-hy       I  —  X|x 


=  0 


condition  qui  est  identiquement  satisfaite,  comme  on  s*en  aperçoit 
facilement  en  multipliant  les  éléments  delà  seconde  ligne  par  X, 
ajoutant  ceux  de  la  première,  et  retranchant  ceux  de  la  troisième. 

70.  Figures  semblables.  —  Deux  figures  homothétiques  ont 
entre  elles  non  seulement  une  relation  de  position  provenant  de 
ce  que  les  points  homologues  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre 
d*homothétie,  mais  aussi  une  relation  de  forme  provenant  de  ce 
que  le  rapport  de  deux  segments  homologues  est  constant.  Si  Ton 
déplace  d'une  façon  quelconque  Tune  des  figures,  la  relation  de 
forme  subsiste.  Les  figures  cessent  d'être  homologiques,  mais  elles 
ne  cessent  pas  d'être  homographiques  (§  63);  cependant  ce  ne  sont 
pas  des  figures  homographiques  quelconques  ;  puisque,  la  droite 
de  l'infini  n'ayant  pas  changé  dans  le  déplacement,  une  des  droites 
doubles  est  à  l'infini  :  on  verra  aussi  que  les  deux  points  doubles 
sur  cette  droite  ne  sont  pas  quelconques.  On  dit  alors  que  les  figures 
sont  semblables^  et  il  suit  de  là  que  deux  figures  semblables  peuvent 
toujours,  par  le  déplacement  de  Tune  d'elles,  être  amenées  à  être 
homothétiques.  Pour  savoir  ce  que  deviennent  les  formules  dans 
ce  cas,  il  suffit  de  remarquer  que,  si  Ton  fait  tourner  Tune  des  deux 
figures  homothétiques  de  l'angle  a  en  entraînant  les  axes  de  coor- 
données supposés  rectangulaires,  dans  cette  seconde  opération 
l'équation  de  la  seconde  figure  changera,  et  s'obtiendra  par  la 
substitution 

x,=X8  COSa— j^8  sina 

j^=zx^  sina-f-j^3  cosa  (i4) 

Il  est  clair  d'ailleurs  qu'il  n'est  besoin  de  faire  intervenir  aucune 
translation,  et  qu'elle  n'empêcherait  pas  les  figures  d'être  homo- 
thétiques. Les  formules  (98)  deviennent  alors 
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x,  =  X  (xs  cosa—js  sin a) 4- p 
j^j  =  X  (X3  sina  -h  js  cosa)  -h  y 

Oq  en  conclut  facilement  que  les  relations  homographiques  géné- 
rales (8a)  s'appliquent  à  des  figures  semblables  si  Ton  a 

a^  ==  —  bi       4,  ==:  fl,       «3  =  0        ^3  =  0 

et  elles  deviennent  alors,  en  supposant  C8=i,  ce  que  Ton  peut 
toujours  faire,  et  changeant  les  indices 

Xi = a^x^  -h  b^^  -h  Cj 
jr,--b,x^+ayjr^+c^  (99) 

L'équation  du  troisième  degré  (87)  se  réduit  alors  à 

«1  — P  *t  Ci 


—  *i        «1— p       ^â 

o  o  I  — p 


(  — P)[(«.-P)'+Aî]=0 


La  valeur  réelle  p=:  i  substituée  dans  les  équations  (86)  détermine 
le  point  double  correspondant  P  par  les  équations 

x=^a^x-k-b^'JrCy 
j=i  —  byX-\-a^'Jt-Ci  (loo) 

« 

tandis  que,  substituée  dans  les  équation^  (88),  elle  fait  voir  que  la 
droite  double  correspondante  est  à  l'infini. 

Les  racines  imaginaires,  substituées  dans  les  équations  (86),  fournis- 
sent deux  points  doubles  à  l'infini,  dans  les  directions  isotropes  (§  54). 
tandis  que,  substituées  dans  les  équations  (88),  elles  donnent  pour 
les  coefficients  angulaires  des  droites  doubles  correspondantes,  qui 

d'ailleurs  passent  par  le  point  P,  les  valeurs  ±v^— i  ;  et  l'on  voit 
que,  si  P  est  le  point  double  réel  à  distance  finie,  le  triangle 
s'achève  par  les  droites  isotropes  issues  de  ce  point  et  la  droite 
de  l'infini. 

Reste  à  savoir  quel  est  ce  point  P.  Pour  cela,  transportons  l'ori- 
gine en  ce  point;  si  ses  coordonnées  sont  r  et  Sy  les  formules 
deviennent,  eu  égard  aux  équations  (loo) 

X,  4- r = «iX,  H- ii^,  +  «i/- 4- ii^ -h  Cl = «iX,  4- i^/t -h  r 
r,-h5= — iiXj4-ai^2  — iir4-ai5  4-C2  =  — iiX,4-a^s4-^ 
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OU  bien 

comme  cela  devait  être,  puisqu'il  est  à  lui-même  son  homologue, 
es  droites  qui  joignent  Torigine  à  deux  points  homologues,  ont 
dès  lors  pour  équations 

{-  b^x^  -h  a^  y^  X  —  {a^x.^  +  bj^  =  o 

et  leur  angle  V,  constamment  évalué  dans  le  même  sens,  est  donné 
par  la  formule  (35  )  où  l'on  supposera  les  coordonnées  rectangu- 
laires 

^  (-  b,x^  -f-  a,jr^)jr^  4-  [a,x^  ^  b^j^)  x^  a, 

Cet  angle^  sous  [lequel  on  voit  du  point  P  deux  points  homo- 
logues, reste  le  même  en  grandeur  et  en  signe;  et  ce  résultat  était  à 
prévoir  (§  54),  puisque  les  droites  doubles  des  faisceaux  homogra- 
phiques  dont  le  sommet  est]  le  point  P  sont  les  droites  isotropes. 
Il  suit  de  là  que,  si  l'on  fait  tourner  Tune  des  figures  autour  de  ce 
point  de  l'angle  V  dans  un  sens  convenable,  ou  de  l'angle  supplé- 
mentaire dans  l'autre  sens,  deux  points  homologues  deviendront 
en  ligne  droite  avec  le  point  P.  D'ailleurs  les  rayons  issus  du  point  P 
à  deux  points  homologues,  rayons  dont  l'angle  est  V,  ont  leurs  lon- 
gueurs proportionnelles;  le  calcurdonne  en  effet  pour  la  valeur 
absolue  de  ce  rapport 


L(«^^3  4-  b.jr^Y-^  (-  b,x^  H-  «^  J2)'J        v/«î  + 


b\ 

On  en  conclut  qu'après  cette  rotation  les  figures  sont  redevenues 
homothétiques,  et  que  le  centre  d'homothétie  est  le  point  P.  L'an- 
gle V  doit  être  égal ,  par  conséquent^  à  l'angle  a  dont  on  a  fait 
tourner  l'une  des  figures,  ce  qui  est  d'accord  avec  la  valeur  de  sa 
tangente  où  l'on  remplace  a^  et  6^,  par  X  cosa  et  X  sina.  Le  point  P 
jouit  dès  lors  de  la  propriété  suivante  :  si>  autour  d'un  point  arbi- 
traire du  plan,  on  fait  tourner  l'une  des  figures  de  l'angle  a  dans 
un  sens  convenable,  par  définition  elles  deviennent  homothétiques; 
si  le  point  choisi  est  le  point  P,  le  centre  d'homothétie  est  le  centre 
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de  rotation  ;  et  ceci,  à  TexclusioD  de  tous  les  autres  points  du  plan, 
car^si  Ton  revient  à  l'ancienne  origine  qui^avait  été  primitivement 
choisie  pour  centre  de  rotation,  on  voit  que  les  formules  (loo)^  qui 
déterminent  le  point  P,  ne  fournissent  l'origine  que  si  l'on  a 
c,=Cj=o,  c'est-à-dire  si  la  rotation  a  eu  lieu  autour  du  centre 
d'homothétie. 

Les  propriétés  qui  viennent  d'être  énoncées  définissent  la  trans- 
formation ;  on  joint  le  point  P  à  un  point  m  de  l'une  des  figures, 
et  le  point  homologue  m'  de  l'autre  s'obtient  en  faisant  avec  le 
rayon  Pm  un  angle  donné  en  grandeur  et  en  signe,  et  prenant  sur 

le  rayon  ainsi  obtenu  une  longueur  Vm  telle  que  le  rapport  5— r 

soit  égal  à  un  rapport  donné  X.  On  dit  alors  que  le  point  P  est  le 
centre  de  similitude  des  figures  semblables,  et  le  rapport  \  qui  est 
aussi  celui  de  deux  segments  homologues,  est  le  rapport  de  simili- 
tude. 

Il  est  clair,  et  l'on  savait  déjà,  que  dans  cette  transformation  un 
point  à  l'infini  reste  à  l'infini,  tandis  que  les  points  à  l'infini  sur  les 
directions  isotropes  ne  changent  pas  (*).  Ces  propriétés  peuvent  éga- 
lement définir  la  transformation  des  figures  semblables.  Si  en  effet 
la  droite  de  l'infini  est  à  elle-même  son  homologue,  on  aura  néces- 
sairement, en  coordonnées  cartésiennes  (§  60), 

et  si,  en  faisant  toujours  ^3=1,  on  ne  tient  pas  compte  de  la  racine 
p=  1  qui  fournit  le.  point  double  opposé  à  la  droite  de  l'infini,  les 
deux  autres  points  doubles  sont  donnés  par  l'équation 

K-p)(*a-p)- «2*4  =  0 

dont  les  racines  doivent  être  substituées  par  les  suivantes  : 

a^x -+- (ij  —  p)  jr = Cj,  =  o 

ce  qui  prouve  que  ces  points  sont  à  l'infini,  puisqu'en  vertu  de  la 

(  *  )  Ceci  tient  à  ce  que  Tangle  d'une  direction  quelconque  avec  une  des  directions 

isotropes  est  constant,  sa  tangente  est  ±  V — i,  à  moins  que  la  direction  considénSe  ne 
soit  la  direction  isotrope  elle-mômo,  auquel  cas  Tangle  est  indéterminé. 
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première  équation  les  droites  représentées  par  les  deux  autres  sont 
parallèles.  Si  les  directions  qui  déterminent  ces  points  à  Tinfini  doi- 
vent être  les  directions  isotropes,  on  devra  avoir 


d'où  Ton  tire 


ce  qui  exige 


=  û^  :+:  i^  y/—  i  =  b^z±:a^ y/— 


c'est-à-dire  que  les  figures  sont  semblables,  et  que  par  conséquent 
toute  transformation  homographique  dans  laquelle  deux  points  dou- 
bles sont  à  rinfini  dans  les  directions  isotropes  transforme  une  figure 
en  une  figure  semblable. 

Cette  transformation  dépend  de  quatre  indéterminées  qui  sont 
les  coefficients  a^^b^yC^^c^.  Il  faut  connaître  un  paramètre  de  plus 
que  lors  de  la  transformation  homothétique,  savoir  Tangle  de  rota- 
tion a;  ou,  si  Ton  veut,  quatre  de  moins  que  lors  de  la  transforma- 
tion homographique  générale  puisqu'on  connaît  deux  points  dou- 
bles. Elle  est  donc  définie  si  l'on  connaît  deux  couples  de  points 
homologues,  et  l'on  peut  se  proposer,  avec  ces  données,  de  trouver 
le  point  double  P  à  distance  finie  et  l'angle  constant  V.  Pour  cela 


il  faut  remarquer  que  deux  droites  homologues  quelconques  font 
entre  elles  l'angle  V.  L'homologue  du  point  à  l'infini  sur  Tune 
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d*elles  est  en  effet  à  l'inQai  sur  l'autre,  et  ces  deux  points  sont  vus 
du  point  P  et  par  suite  d*un  point  quelconque  du  plan,  puisqu'ils 
sont  à  rinGuiy  en  particulier  du  point  d'intersection  des  deux  droi- 
tes, sous  Tangle  V.  Gela  posé,  soient  a,  a  et  &,  h'  deux  couples  de 
points  homologues  (fig.  37),  les  droites  ab,  ab'  sont  homologues  et 
font  l'angle  V  cherché.  Si  ensuite,  sur  aa  comme  corde,  on  décrit 
un  segment  capable  de  l'angle  Y,  et  un  autre  sur  la  corde  bb\  les 
deux  cercles  ainsi  obtenus  passent  tous  les  deux  au  point  c  par 
construction,  et  leur  second  point  d'intersection  est  le  point  P  cher- 
ché ;  ce  qui  revient  à  dire  que  ce  point  est  le  second  point  d'inter- 
section des  cercles  circonscrits  respectivement  aux  triangles  aac, 
bh'c.  Toutefois  il  faut  observer  que,  théoriquement,  cette  construc- 
tion n'exige  pas  l'emploi  du  compas,  puisqu'on  connaît  les  centres 
des  deux  cercles  et  un  de  leurs  points  d'intersection  (*)  ;  et  qu'elle 
est  purement  linéaire,  comme  cela  doit  être,  puisque  le  point  P  est 
déterminé  par  les  équations  (100)  où  les  coefficients  a^,  b^,  c^,  c^ 
auront  été  remplacés  par  leurs  valeurs  déduites  de  la  connaissance 
des  couples  de  points  homologues. 

71.  Figures  égales.  —  Si  l'on  suppose  dans  ce  qui  précède 
le  rapport  a  égal  à  l'unité,  les  figures  deviennent  égales  et  les  for- 
mules de  transformation  deviennent,  en  supposant  toujours  les 
coordonnées  rectangulaires, 

a-|      a^x^^bj^-{-c^ 

x.^  ->:  —  6|Xa  -+-  a  j  3  -h  Cj  (ici) 

avec 

La  transformation  ne  dépend  plus  que  de  trois  indéterminées ^ 
comme  cela  est  évident  à  priori  ^  puisque  tout  déplacement  se 
réduit  à  une  rotation  et  à  une  translation.  La  première  exige  la 
connaissance  d'un  angle,  la  seconde  de  deux  coordonnées.  On  voit, 
comme  conséquence  de  la  théorie  des  figures  semblables^  que  le 
déplacement  fini  d'une  figure  dans  son  plan  peut  se  ramener  à 
une  rotation  autour  d'un  certain  point;  les  coordonnées  de  ce 
point  et  l'angle  de  rotation  constituent^  si  l'on  veut,  les  trois  indé- 

(  *)  Lt  recherche  par  la  règle  et  Téqaerre,  sans  le  compas,  du  centre  du  cercle  cir- 
conscrit  à  un  triangle,  et  celle  du  point  symétrique  d'un  point  donné  par  rapport  à  une 
droite  donnée,  n'offrent  aucune  difflculté. 

PicQOEt,  Géûm,  analyt.  12 
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terminées  desquelles  dépend  la  transformation.  Si,  au  lieu  de 
considérer  les  positions  extrêmes  de  la  figure,  on  envisage  le  dé- 
placement fini  comme  une  suite  de  déplacements  très  petits,  à 
chaque  instant  la  figure  aura  tourné  d'un  angle  très  petit  autour 
d'un  point  fixe  pendant  cet  instant,  mais  variable  à  Tinstant  sui- 
vant; à  rinstant  considéré,  on  dit  que  ce  point  est  le  centre  instan- 
tané  de  rotation  de  la  figure  mobile. 

72.  —  On  peut  se  borner  à  mentionner  le  cas  où  les  trois  racines 
de  réquation  (87)  sont  égales,  qui  se  particularise  encore  s'il  y  a 
homologie,  en  ce  sens  que  le  centre  d'homologie  est  sur  l'axe  d'ho- 
mologie  [*)  ;  ainsi  que  celui  où  le  déterminant  des  coefficients  de 
la  transformation 


«1 

b. 

Ci 

«2 

h. 

Tj 

«3 

K 

^3 

est  nul,  et  où  toutes  les  droites  de  Tun  des  systèmes  se  transfor- 
ment suivant  des  droites  concourantes,  tandis  que  tous  les  points 
de  l'autre  se  transforment  suivant  des  points  en  ligne  droite.  Il 
n'y  a  plus  alors,  à  proprement  parler,  de  transformation  ;  une 
figure  de  l'un  des  systèmes  se  condensant  autour  d'un  point  et 
une  figure  de  l'autre  s'aplatissant  sur  une  droite. 

73.  Figures  homographlques  dans  des  plans  différents. 

—  Deux  figures  qui  sont  homographiques  lorsque  leurs  plans  coïn- 
cident, restent  homographiques  lorsque  le  plan  de  Tune  d'elles 
se  déplace  d'une  façon  quelconque  dans  l'espace.  Ceci  résulte  de 
la  définition  générale  qui  a  été  donnée  des  figures  homographi- 
ques (§  59). 

(*)  Si  Ton  écrit  que  le  centre  d*homologie  est  sur  Taxe  d'iiomologle,  il  vient 

OU,  en  appelant  toujours  p  la  racine  double, 

■  «I  —  p  H-  *jj  —  p  -h  f.,  —  p  =  o 
d'où 

ce  qui  prouve  que  les  trois  racines  sont  égales,  puisque  la  racine  double  est  le  tiers  de 
la  somme  des  racines.  Mais  la  réciproque  n*est  pas  vraie,  et  les  trois  racines  peuvent 
6tre  égales  sans  qu'il  y  ait  homologie. 


TRANSFORMATION  HOMObRAPHIQUE  DES  FIGURES  PLANES.  179 

Tous  les  théorèmes  précédemment  démontrés  relativement  à 
deux  pareilles  figures  subsisteront  s'ils  sont  indépendants  des  dis- 
tances relatives  des  points  homologues  :  tels  sont  ceux  qui  se  rap- 
portent au  rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite 
ou  de  quatre  droites  concourantes,  et  à  celui  de  leurs  homologues; 
mais  il  n'y  a  évidemment  plus  de  points  ni  de  droites  doubles. 

ThéorLme.  —  Lorsque  deux  figures  situées  dans  des  plans  diffé- 
rents  sont  homographiques,  on  peut  toujours  les  amener  par  un  de'- 
placement  convenable  du  plan  de  tune  déciles  à  être  en  perspective. 
Il  suffira  pour  cela,  après  avoir  fait  coïncider  leurs  deux  plans, 
de  les  déplacer,  en  observant  toujours  la  coïncidence,  de  façon  à 
rendre  les  deux  figures  homologiques  (§  67)  ;  après  quoi  Ton  fera 
tourner  le  plan  de  Tune  d'elles  autour  de  l'axe  d'homologie  d'un 
angle  quelconque  ;  dans  cette  nouvelle  position  Tune  des  figures 
est  la  perspective  de  l'autre.  Si  l'on  considère  en  effet  deux  droites 
homologues,  leur  point  d'intersection  qui  est  sur  l'axe  d'homo^ 
logie,  se  correspond  à  lui-même,  et  par  conséquent  (§  57)  les 
droites  qui  joignent  leurs  points  homologues  sont  concourantes. 
De  plus,'le  point  de  concours  est  le  même  pour  tous  les  couples 
de  droites  homologues;  on  s*en  assure  aisément  en  considérant 
trois  pareils  couples  tels  que  (ai,  a'i'),  (ic,  ir'),  {ca,  c'a'),  déter- 
minant chacun  un  plan,  puisque  deux  droites  d'un  même  couple 
sont  concourantes^  et  pour  lesquels  les  trois  points  de  concours 
coïncident  nécessairement  avec  le  point  d'intersection  des  trois 
plans,  puisqu'il  doit  être  en  même  temps  sur  les  trois  arêtes  de 
leur  trièdre  qui  sont  les  droites,  aa\  bh\  ce. 

Ce  point  est  alors  le  centre  de  la  perspective  :  si^  par  ce  point, 
on  mène  un  plan  P  perpendiculaire  à  Taxe  d'homologie,  inter^ 
section  des  deux  plans,  il  coupe  les  deux  plans  suivant  deux  droites 
homologues  qui,  considérées  comme  appartenant  à  leurs  figures 
respectives,  restent  évidemment  homologues  si  le  plan  de  l'une 
des  figures  tourne  autour  de  l'axe  d'homologie.  Il  suit  de  là  que, 
pendant  toute  la  rotation,  le  centre  de  la  perspective  demeure 
constamment  dans  le  plan  P  :  d'ailleurs  ce  plan  renferme  deux 
droites  homologues  portant  des  divisions  homographiques,  dont 
l'une  est  mobile  autour  de  leur  point  d'intersection  qui  est  à  lui- 
même  son  homologue  ;  d'où  l'on  conclut  (§  57)  que  5t,  étant  données 
deux  figures  homologiques  situées  dans  le  même  plan  ou  dans  des 
plans  di/f'érentSj  le  plan  de  tune  délies  vient  à  tourner  autour  de 
taxe  d'homologie j  le  cetitre  de  la  perspective  décrit  un  cercle  situé 
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da7is  un  plan  perpendiculaire  à  faxe  de  rotation  du  plan  mobile. 
La  limite  des  positions  de  ce  point  lorsque  les  deux  plans  vien- 
nent à  coïncider  est  évidemment  le  centre  d'homologie  ;  il  suit 
de  là  que.  lorsque  deux  figures  homologiques  sont  données  dans  le 
même  plan,  on  peut  faire  tourner  tune  d'elles  de  i8o'  autour  de 
taxe  (Thomologie,  sans  qu'elles  cessent  d'être  homologiques,  ce  qui 
a  déjà  été  démontré  (§  67). 

74.  —  On  a  pu  remarquer,  dans  les  calculs  qui  précèdent, 
qu'il  a  été  fait  usage  tantôt  de  coordonnées  ordinaires,  tantôt  de 
coordonnées  homogènes,  et  que  c*est  lorsqu'il  s'agit  de  propriétés 
métriques  que  les  premières  deviennent  le  plus  indispensables, 
tandis  que  l'usage  des  coordonnées  homogènes,  cartésiennes  ou  non, 
convient  surtout  pour  le  cas  des  propriétés  projectives. 

On  a  vu  que  la  transformation  homographique  revient  à  effec- 
tuer sur  les  variables  a,  9,  z  une  substitution  linéaire;  d'ailleurs 
la  transformation  homographique  n'étant  elle-même  qu'une  pers- 
pective, il  suit  de  là  que  la  substitution  linéaire  et  la  transforma- 
tion perspective,  ainsi  que  cela  a  déjà  été  remarqué  dans  le  cha- 
pitre précédent,  ne  sont  qu'une  seule  et  même  opération. 

Pour  terminer,  et.  pour  faire  ressortir  en  même  temps  l'impor- 
tance d'un  théorème  démontré  plus  haut  (§  54),  il  ne  sera  peut-être 
pas  inutile  de  chercher  la  transformation  du  théorème  suivant  :  la 
somme  des  angles  d*un  polygone  convexe  est  égale  à  autant  de  fois 
deux  angles  droits  qu'il  y  a  de  côtés  moins  deux. 

Considérant  les  droites  isotropes  menées  par  chaque  sommet  du 
polygone  et  le  rapport  anharmonique  X,  pris  dans  un  sens  conve- 
nable^ formé  par  ces  deux  droites  avec  les  deux  côtés  de  Tangle, 
on  a  d'après  le  théorème  qui  vient  d'être  rappelé 


L.X^  H-  L.Aj  -f- -+-  L.A/,  :==  L.X/Ao X„  —  •».(/!  —  2)1:  v'—  I 


D'où 


X//wj  i . . .  *  Aw 3:: «'(«-»)': V- '  —  cos 2  (/i  —  2)::-+- y—  I  sin 2  [n  —  2)r  =r  t 
t)'où  l'on  conclut  ce  premier  théorème  :  67  j}ar  tous  les  sommets 
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(Tun  polygoTiP,  on  mène  des  parallèles  aux  directions  isotropes,  le 
produi(  des  rapports  anharmoniques  formés  à  chaque  sommet  par 
ces  deux  pcurallèles  et  les  deux  côtes  du  polygone  est  égal  à  Punité. 

Par  une  transformation  homographirfue,  on  substitue  aux  paral- 
lèles des  droites  concourantes  et  Ton  généralise  le  théorème  au 
cas  où  Ton  joint  chaque  sommet  du  polygone  à  deux  points  fixes. 
11  est  vrai  que  les  deux  points  fixes  sont  imaginaires  comme  les 
directions  fixes  primitives,  si  les  coefficients  de  la  transformation 
sont  réels;  mais,  en  choisissant  convenablement  les  coefficients 
de  la  transformation,  on  peut  étendre  la  proposition  à  deux  points 
quelconques,  réels  ou  imaginaires,  arbitrairement  choisis.  Ce 
second  théorème  se  démontre  lui-même  sans  difficulté,  comme  le 
premier,  mais  il  est  curieux  de  les  voir  se  déduire  de  celui  qui  a 
servi  de  point  de  départ. 

On  transforme  de  la  même  façon  tous  les  théorèmes  dans  les- 
quels figurent  des  relations  d'angle.  En  particulier,  si  les  angles 
sont  droits,  on  observera  que  les  directions  isotropes  et  deux  direc- 
tions rectangulaires  sont  les  rayons  d'un  faisceau  harmonique  (§  54). 
Ainsi,  au  lieu  de  dire  que  les  trois  hauteurs  d'un  triangle  sont 
concourantes,  on  peut  énoncer  cette  proposition  : 

Si,  par  chaque  sommet  d*un  triangle,  on  mène  une  droite  qui 
forme  avec  le  côté  opposé  et  les  droites  qui  Joignent  leur  point  d'in- 
tersection à  deux  points  fixes  les  rayons  d'un  faisceau  harmonique, 
on  obtient  trois  droites  concourantes. 
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NOTIONS    GÉNÉRALES    SUR   LES    COURBES    PLANES 


76.  Points  &  rinflnl.  —  Une  courbe  plane  est  représentée  (§  4) 

p&r  une  équation  entre  les  coordonnées  absolues  x  etj^,  ou  entre 

les  coordonnées   homogènes  Xy  y^  z,  dont  Tune  est  arbitraire  et 

dont  les  deux  autres  sont  liées  aux  coordonnées  absolues  par  les 

équations  (56).  Les  coordonnées   sont  alors    cartésiennes  et  les 

équatiqns 

x=o      jy==o      z=o 

représentent  respectivement  les  deux  axes  Y'OY,  X'OX  et  la  droite 
de  l'infini. 

Plus  généralement,  si  Ton  substitue  aux  coordonnées  cartésiennes 
^fj7  ^y  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  nouvelles  coordon- 
nées x\  y  y  z\  qui  leur  soient  liées  par  les  équations 

X  _  J g  /     \ 

>    .     i 't 7 — /    .     f 7- 7  — /    ,     / 7"^ 7     (102) 

a^x  -h  b^j  -h  C(z       a^r  -i-  b^  -h  c^z       a^x  -h  b^  -+-  c^z     ^ 

on  obtient,  en  supprimant  les  accents,  TéqUation  d*une  courbe  qui, 
rapportée  aux  mêmes  axes,  est  une  transformée  homographique 
de  la  première,  mais  qui  reste  la  courbe  proposée  si  Ton  définit 
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convenablement  les  nouvelles  coordonnées.  Pour  cela,  il  est  né- 
cessaire de  trouver  quelles  sont  les  trois  droites  représentées  par  les 
équations 

jc'^=zo      y=o       z'=o 

ce  qui  s^obtient  en  résolvant  les  équations  (102)  par  rapport  aux 
nouvelles  variables,  c'est-à-dire  en  écrivant 

/  /  / 

et  désignant  parles  coefficients  des  trois  dénominateurs  les  mineurs 
respectivement  correspondants  dans  le  déterminant 
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b. 
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qui  est  le  module  de  la  substitution  (§  09).  Il  suit  de  là  que,  dans 
la  nouvelle  équation,  les  coordonnées  x,  j^',  z,  sont  en  réalité,  les 
premiers  membres  des  équations  de  trois  droites  de  l'ancien  sys- 
tème, et  chaque  point  du  plan  se  trouve  ainsi  déterminé  par  les 
rapports  de  trois  quantités  proportionnelles  à  ses  distances  à  trois 
droites  fixes.  C'est  le  système  de  coordonnées  trilinéaires  (§  48)  qui 
est  par  là  étendu  à  une  courbe  quelconque,  et  qui  difiere  essentiel- 
lement du  système  cartésien  en  ce  que  l'équation 


r'=o 


représente  Tun  des  côtés  du  triangle  de  référence  et  non  plus  la 
droite  de  Tinfini.  L'équation  de  cette  droite,  on  se  le  rappelle,  a  été 
indiquée  (§  48)>  en  fonction  des  coefficients  des  équations,  dans  l'an- 
cien système,  des  trois  côtés  du  triangle  de  référence;  ici  elle  est 
évidemment 

m 

et  Tapplication  de  la  formule  conduirait  au  même  résultat. 

Au  fond,  l'emploi  du  premier  système  donne,  du  moins  en  ce 
qui  concerne  les  propriétés  projectives  des  figures,  des  calculs  iden- 
tiques à  ceux  auxquels  mènent  les  coordonnées  cartésiennes  lors^ 
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qu^elles  ont  été  renduea  homogènes.  On  a  ainsi  Tavantage,  lorsqu'on 
n'a  fait  préalablement  aucune  hypothèse  sur  celui  des  deux  sys- 
tèmes qui  est  adopté,  de  démontrer  pour  une  droite  quelconque  des 
propriétés  qui  s'étendent  immédiatement  à  la  droite  de  Tinfini, 
qu'il  faut,  par  conséquent,  s'habituer  à  traiter,  lorsqu'il  ne  s'agit 
que  de  propriétés  projectives,  sur  le  même  pied  que  toutes  les 
autres  droites  du  plan. 

Exemple.  —  Soit  donnée  une  courbe  algébrique  de  degré  m  dont 
le  premier  membre,  ordonné  par  rapport  à  ;;,  s'écrira  conséquem- 

ment 

J\x,jr,z)  = 

9(  j™.  j  )•+-  59  (j-.j)  )4-  ^'(p  (j-,.>  )  -4- + s»-»ç  (.ï\.r)+  »„!?  {x,y)  =  p    (  I  o3) 

m  m— l  m-—\  1  0 

Si  l'on  fait  2=0  dans  cette  équation,  on  obtient  une  équation  qui 
est  satisfaite  par  les  coordonnées  des  points  qui  sont  à  la  fois  sur  la 
courbe  et  sur  la  droite  z=o  ;  d'ailleurs  le  résultat,  étant  indépen- 
dant de  z^  est  une  fonction  homogène  de  x  et^,  puisque  l'équa- 
tion donnée  est  elle-même  homogène  en  x,  ^,  z  :  c'est  l'ensemble 
des  termes  de  degré  supérieur  en  x  etj  dans  l'équation  de  la  courbe, 

c'est-à-dire 

9(.r,r)  — o  (104) 

m 

qui  est  décomposable  en  m  facteurs  du  premier  degré,  homogènes 
en  xei  r s  réels  ou  imaginaires,  représentant  autant  de  droites  issues 
du  point  d'intersection  des  droites 

et  allant  passer  respectivement  par  les  points  de  la  courbe  situés 
sur  la  droite  z=:o;  l'équation  de  la  courbe  est  en  effet  satisfaite 
si  l'un  des  facteurs  est  nul  et  si  l'on  fait  en  même  temps  z=o. 
D'où  il  résulte  que  ces  points,  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou 
confondus,  sont  au  nombre  de  m.  Parmi  les  droites  représentées 
par  l'équation  (io4),  une  ou  plusieurs  peuvent  être  parallèles  a  la. 
droite  z  =  o.  C'est  ce  qui  arrivera  si  l'une  des  droites   • 

ax-hir=o 
correspondant  à  un  facteur  d'un  certain  ordre  de  multiplicité  de 


z^ 
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p(x.jr)  donne  lieu  à  la  relation 

m 

parce  qu'alors  les  trois  droites 

a^x  -h  ijj)'  -4-  c^z  :=  o 
ax+by  =o 

^,  ■ —  »  I 

sont  concourantes.  Il  est  donc  nécessaire,  pour  compléter  Ténoncé 
précédent,  d'ajouter  qu'un  certain  nombre  des  m  points  peuvent 
être  à  Tinfini,  et,  la  droite  z=:o  étant  une  droite  quelconque  du 
plan,  Ton  a  définitivement  ce  résultat  important  :  une  ligne  droite 
cottpe  tme  courbe  algébrique  de  degré  m,  en  m  points  réels  ou  imagi- 
naires^ distincts  ou  confondus,  à  distance  finie  ou  à  Finfini. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  les  coordonnées  soient  cartésien- 
nes, le  théorème  subsiste;  la  dernière  restriction  est  évidemment 
inutile  et  il  peut  s'énoncer  : 

Une  courbe  algébrique  de  degré  m  a  à  Finfini  m  points  réels  ou 
imaginaires,  distincts  ou  confondus. 

L'équation 


m 


dont  le  premier  membre  est  Tcnsemble  des  termes  de  degré  supé- 
rieur en  X  eXjy  représente  en  coordonnées  cartésiennes  le  sys/me 
des  rayons  infinis^  c'est-à-dire  le  système  des  droites  menées  par  le 
point  d'intersection  des  droites 


x  —  o      y 


rtro 


parallèlement  aux  directions  des  droites  qui  n'ont  que  m— i  points 
sur  la  courbe  à  distance  finie. 

Réciproquement,  s'il  a  été  démontré  qu'une  courbe,  cherchée 
comme  lieu  de  points,  est  algébrique  et  possède  m  points  réels  ou 
imaginaires,  $ans  plus,  sur  une  droite  du  plan^  on  en  conclura 
qu'eUe  est  de  degré  m,  à  la  condition  de  faire  voir  en  outre  qu'au- 
cun d'eux  n'est  la  superposition  de  plusieurs  points  confondus  en 
un  seul  ;  ce  qui  peut  avoir  lieu  de  deux  façons,  comme  cela  ressor- 
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tira  de  la  théorie  des  tangentes  et  de  la  théorie  des  points  singu- 
liers. D'une  façon  générale,  le  degré  de  la  courbe  sera  égal  à  la 
somme  des  ordres  de  multiplicité  qui  devront  être  attribués  res- 
pectivement à  chacun  des  points.  Si  Ton  a  reconnu  qu'une  droite 
a  plus  de  m  points  sur  une  courbe  de  degré  m,  on  conclura  égale- 
ment de  ce  qui  précède  qu'elle  en  a  une  infinité  et  que,  la  courbe 
se  décomposant  jen  courbes  de  degrés  inférieurs^  elle  fait  partie  de 
la  courbe. 

76.  Théorème  de  Bezout.  —  Le  théorème  qui  vient  d'être 
démontré  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  d'algèbre, 
qui  a  déjà  été  rappelé  plusieurs  fois  et  qui  est  le  théorème  de 
Bezout.  11  consiste,  comme  l'on  sait,  en  ce  que  deux  équations  en  x 
et  jT)  Tune  de  degré  m,  l'autre  de  degré  p^  ont  un  nombre  de  solu- 
tions communes,  réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou  confondues, 
qui  est  au  plus  égal  au  produit  mp^  et  qui  atteint  ce  produit  toutes 
les  fois  que  l'on  ne  fait  sur  Iqs  coefficients  des  deux  équations  aucune 
iiypothèse  tendant  à  annuler  un  ou  plusieurs  termes  de  degrés  su- 
périeurs dans  l'équation  résultante,  c'est-à-dire  à  rendre  une  ou  plu- 
sieurs solutions  infinies.  La  considération  des  courbes  représentées 
par  les  deux  équations  permet  de  donner  à  l'énoncé  une  forme 
géométrique  qui  précise,  en  le  complétant,  l'énoncé  algébrique. 

Puisqu'en  efi*et  un  système  de  valeurs  de  x  et^  qui  satisfont  si- 
multanément les  deux  équations  n'est  autre  que  le  système  des 
coordonnées  d'un  point  commun  aux  deux  courbes  qu'elles  repré- 
sentent, le  nombre  total  des  points  communs,  pris  chacun  avec 
l'ordre  de  multiplicité  qui  lui  appartient,  sera  toujours  mp  en 
comptant  les  points  rejetés  à  Tinfini.  La  théorie  du  contact  des 
courbes  et  celle  des  points  singuliers  apprendront  comment  on 
peut  évaluer  cet  ordre  de  multiplicité,  ainsi  que  les  phénomènes 
géométriques  qui  en  résultent  aux  environs  du  point  considéré; 
et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  nombre  total  des  points  communs  j  réels  ou  imaginaires^  distincts 
ou  confondus^  à  distance  finie  ou  non,  de  deux  courbes  algébriques 
est  toujours  égal  au  produit  de  leurs  degrés. 

77.  Invariants  et  covariants.  —  11  suit  de  ce  qui  précède 
que^  toutes  les  fois  que  dans  la  transformation  (102),  on  aura 
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OU  plus  généralement,  toutes  les  fois  que  les  coefficients  de  la  trans- 
formation la  plus  générale  de  coordonnées  homogènes  satisferont 
aux  conditions  nécessaires  pour  que  la  nouvelle  équation  de  la 
droite  de  Tinfini  soit 

les  coordonnées  resteront  ou  redeviendront  cartésiennes. 

Quoi  qu'il  en  soit,  Ton  conçoit  que  certaines  propriétés  géométri- 
ques d'une  courbe  soient  complètement  indépendantes  du  choix  des 
coordonnées,  du  triangle  de  référence  qui  les  définit.  Si  donc  cette 
propriété  se  traduisait  primitivement  par  une  certaine  relation , 
obtenue  en  égalant  à  zéro  une  certaine  fonction  des  coefficients  de 
l'équation,  la  même  fonction  des  nouveaux  coefficients,  qui  dans  le 
nouveau  système  exprimera  évidemment  la  même  propriété  géo- 
métrique, doit  être  aussi  nulle,  et,  s'annulant  en  même  temps  que 
la  première,  doit  conséquemment  la  renfermer  en  facteur.  Mais  il 
est  clair  que  les  nouveaux  coefficients  sont  non  seulement  fonctions 
des  anciens,  mais  aussi  des  coefficientsde  la  transformation.  Il  arri- 
vera donc  que  dans  la  nouvelle  fonction  des  coefficients  de  Téqua- 
tioD,  il  y  aura  une  sorte  de  séparation  des  deux  espèces  de  quantités 
qu'elle  renferme,  en  deux  facteurs,  dépendant,  l'un  des  coef- 
ficients de  lalransformation,  l'autre  de  ceux  de  l'équation  et  iden- 
tique à  la  primitive.  Une  telle  fonction  des  coefficients  de  l'équa- 
tion d'une  courbe,  qui  ne  varie  pas,  à  un  facteur  près  qui  ne 
renferme  que  les  paramètres  de  la  transformation,  est  dite  un  inva- 
riant:  il  arrive  que  le  facteur  est  toujours  une  puissance  du  déter- 
minant, module  de  la  substitution.  Lorsque  cette  puissance  est 
nulle,  l'invariant  est  dit  absolu^  c'est-à-dire  qu'il  n'est  pas  modifié 
par  la  substitution,  lors  même  que  le  module  serait  difi'érent  de 
l'unité;  dans  tous  les  autres  cas,  il  est  dit  relatif, 

La  géométrie  de  la  ligne  droite  a  déjà  offert  des  exemples  de  pa- 
reilles expressions.  Ainsi,  l'on  a  trouvé  (§  4^)  que  l'une  des  expres- 
sions du  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  concourantes, 
issues  du  point  de  concours  des  droites 

est  égale,  en  fonction  des  paramètres  de  ces  droites,  à 
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11  suit  de  là  que,  si  l'on  fait  subir  auxTariables  x  eij,  desquelles 
seules  dépendent  les  équations  des  quatre  droites,  une  substitution 
linéaire  et  homogène 

^      ^      y 

l'expression  précédente  restera  la  même  à  un  facteur  près,  lequel 
est  ici  égal  à  Tunité.  Cela  tient  au  fond  à  ce  que  chacune  des  pa- 
renthèses,  égalée  à  zéro,  exprime  que  deux  des  droites  se  confon- 
dent et  se  trouve  être  par  conséquent  un  invariant,  relativement  à 
la  même  substitution.  Seulement  pour  chacune  d'elles  le  facteur 
est  égal  au  module  et  disparait  dans  la  transformation  de  l'expres- 
sion (63)  qui  est  alors  un  invariant  absolu,  commun  à  quatre  fonc- 
tions, parce  qu'elle  renferme  les  coefficients  de  quatre  fonctions. 

On  a  vu  (§  i5)  que,  si  l'on  se  donne  en  coordonnées  cartésiennes 
deux  lignes  droites 

u^x  -h  ^'</  4-  ^v^  —  o 

les  fonctions  suivantes  des  coefficients  et  de  l'angle  6 

sinO  sm-'O  ^      ' 

ne  changent  pas  de  valeur,  quelle  que  soit  la  transformation  de 
coordonnées  que  l'on  opère  en  conservant  la  même  origine  pourvu 
que  l'on  substitue  à  l'angle  6,  l'angle  6<  formé  par  les  nouveaux 
axes.  Il  est  clair  d'ailleurs  que,  si  Ton  ne  conservait  pas  la  même 
origine,  la  propriété  subsisterait,  puisque  les  coefficients  des  va- 
riables ne  changent  pas,  dans  l'équation  d'une  ligne  droite,  lors- 
qu'on transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes.  Doit-on  en 
conclure  que  ces  expressions  soient  des  invariants  commmis  aux 
deux  fonctions?  Pour  le  savoir,  il  faut  examiner  ce  qui  arrive  si,  à 
la  transformation  cartésienne  par  laquelle  les  points  de  l'infini  de- 
meurent à  l'infini,  on  substitue  la  transformation  homogène  géné- 
rale. Or  la  relation 

exprime  en  coordonnées  cartésiennes  que  les.  droites  sont  paral- 
lèles ;  elle  exprimera  en  coordonnées  trilinéaires  qu'elles  vont  se 
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rencontrer  sur  la  droite  z=o.  C'est  donc  une  propriété  qui  n'est 
pas  indépendante  du  triangle  de  référence,  et  l'expression  n'est 
pas  un  invariant.  Elle  ne  peut  être  considérée  comme  telle,  que  si 
la  droite  zz=zo  demeure  la  même  dans  la  transformation,  en  un  mot 
si  la  transformation  ne  s'applique  qu'aux  variables  Jcelj,  et  c'est 
dans  ce  sens  que  l'on  peut  dire  que  si  les  expressions 

sont  transformées  par  une  substitution  homogène,  la  fonction 

est  un  invariant  commun  aux  deux  expressions.  C'est  un  invariant 
relatif,  parce  qu'elle  est  multipliée  par  le  module  de  la  substitution. 
En  coordonnées  cartésiennes,  ce  module  est  donné  par  la  relation 

sinSsina'— sinasînâ'     sinôi    .  ,  ^,, 

sin6  smô  ^    ' 

de  telle  sorte  que  l'expression 

sine 

ne  change  pas  de  valeur;  mais  il  ne  faut  pas  dire  que  l'invariant 
soit  cette  expression  ;  il  faudrait  pour  cela  que  sin  6  restât  le  même, 
et  il  devient  sinS^.  L'invariant  est  le  numérateur,  parce  qu'il  ne 
renferme  que  les  coefficients  des  fonctions  transformées,  et  qu'il 
reste  le  même,  à  un  facteur  près  ne  dépendant  que  de  la  substitution. 
Quant  au  second  numérateur,  égalé  à  zéro,  il  exprime  que  les 
droites  sont  rectangulaires,  ou,  pour  rendre  la  propriété  projective. 
qu'elles  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  iso- 
tropes (§  54).  En  coordonnées  trilinéaires ,  la  fonction  correspon- 
dante exprimerait  que  les  deux  droites  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapporta  deux  droites  joignant  leur  point  d'intersection  à  deux 
points  déterminés,  situés  sur  la  droite  z-^o\  et  l'on  voit  encore 
que  la  propriété  dépend  de  la  droite  z  =  o.  D'ailleurs,  la  transfor- 
mation ne  s'appliquerait-elle  qu'aux  variables  x  et  r^  le  numéra- 
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teur  est  une  fonction  de  Tangle  0  qui  devient  6^,  et  ne  doit  être  con- 
sidéré à  aucun  titre  comme  un  invariant  commun  à  deux  fonctions 
linéaires. 

On  verra  un  peu  plus  loin  par  suite  de  quelles  considérations  les 
expressions  (io5)  peuvent  être  regardées  comme  la  particularisation 
en  coordonnées  cartésiennes  d'un  invariant  commun  à  deux  fonc- 
tions du  second  degré  homogènes,  à  deux  variables. 

78.  —  On  a  vu  de  même  (§  i6)que  trois  fonctions  des  coefficients 
de  la  courbe  générale  du  second  degré  et  de  TangleO  ne  changent 
pas,  par  une  transformation  cartésienne  quelconque.  On  démon- 
trerait comme  précédemment  que  la  première  de  ces  fonctions 

a  +  A  — aAcosS 
sîn^^ê 

n*a  droit  à  aticun  titre  au  nom  d'invariant  du  premier  membre  de 
l'équation  de  la  courbe.  Lorsqu'elle  est  nulle,  cela  exprime  que  les 
deux  droites 

qui  sont  (§  yS)  les  rayons  infinis  de  la  courbe,  sont  rectangulaires, 
ce  qui  dépend  de  la  droite  2:  =  o  ;  et  si,  pour  ne  pas  modifier  la  droite 
z  =  OjOn  ne  fait  subir  la  transformation  qu*aux  variables  x  etjr,  on 
voit  que  le  numérateur  dépend  en  outre  de  cos6  qui  devient  cosOi  : 
de  telle  sorte  que  l'expression  considérée  n'est  pas  non  plus  inva- 
riant de  la  fonction  (106),  mais  on  verra  que  c'est  la  particularisa- 
tion en  coordonnées  cartésiennes  d'un  invariant  commun  à  la 
fonction  (106)  et  à  une  fonction  analogue.  De  même, 

exprime  que  les  rayons  infinis  coïncident;  ab—h^  est  Vunique  (*) 
invariant  du  premier  membre  de  l'équation  (106);  c'est  ab—h^  et 

non  pas     .  ^^  ,  et  il  est  relatif  à  une  transformation  des  seules 
^      sin-'ô 

(*)  On  démontre,  en  algèbre,  qu*uno  fonction  homogène  du  second  degré,  à  an  nombre 
quelconque  de  variables,  n*a  pas  d'autre  invariant  que  son  discriminant.  Le  discrimi- 
nant d'une  fonction  homogène  est  le  résultat  de  Télimination  des  n  variables  entre 
les  n  dérivées. 
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Tariabics  x  eij'.  Pour  la  même  raison  bc—f^et  ca—g^  sont  res- 
pectiTemeot  les  invariants  des  fonctions 

cz^  -h  'igzx  -h  ajc^ 

qui  figurent  aussi  dans  Téquation  de  la  courbe  rendue  homogène^ 
et  ils  sont  relatifs  respectivement  a  une  transformation  des  seules 
Tariables^  et  z,  ou  z  et  x.  Quant  au  premier  membre  de  Téquation 
considéré  dans  son  ensemble,  il  n'a  d'autre  invariant  que  le  numé- 
ratetir  de  la  troisième  fonction 


a 

h 

S 

h 

h 

f 

S 

f 

c 

lequel,  égalé  à  zéro,  exprime,  comme  on  le  verra,  que  la  courbe  se 
réduit  à  deux  lignes  droites. 

De  même  qu'une  seule  fonction,  plusieurs  fonctions  peuvent 
avoir  des  invariants  communs.  On  en  a  vu  un  exemple  plus  haut 
dans  le  cas  de  deux  fonctions  homogènes  du  premier  degré  en  x  et 
r.  Si  l'on  considère  deux  fonctions  du  second  degré 

on  voit  facilement  qu'elles  admettent  les  invariants  communs 

{««^3  -  a^c^Y  -  4  {a,b^  -  a^b^)  (b^c^  -  b^c^) 

dont  le  second  peut  encore  s'écrire 

(«,^2  -h  Ci/Zj  —  ^b^b^Y  —  4  (fliC,  —  b\)  (flPjCa  --  b]) 

et  se  trouve  être,  par  conséquent,  une  combinaison  du  premier  et 
des  invariants  de  chaque  fonction  considérée  isolément,  lesquels 
sont  pour  la  première  a,r,  —  b\  et  pour  la  seconde  «jC,  —  b\. 
Il  suit  de  là  que 

Jfinl  (,o8) 
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est  un  invariant  absolu  commun  aux  deux  fonctions  (107),  car  les 
deux  invariants,  termes  du  rapport,  sont  éyidemment  par  la  trans- 
formation multipliés  par  la  même  puissance  du  module. 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  la  première  fonction  (107)  se 
décompose  en  facteurs  de  la  façon  suivante 

et  que  la  seconde  soit  le  premier  membre  de  Téquation  cartésienne 
des  droites  isotropes  (§  54),  c'est-à-dire 

x^  -h  'ijcj  cos  6  4- j^^ 

rinyariant  absolu  devient  i 

sin6 

D'ailleurs,  la  nouvelle  équation  des  droites  isotropes  est  formée 
avec  Tangle  6|  comme  Tancienne  avec  0;  on  peut  donc  dire  que 
l'expression  précédente  ne  change  pas  de  valeur,  et  ce  fait  corres- 
pond, comme  on  le  voit,  à  une  particularisation  en  coordonnées 
cartésiennes  de  Tinyariant  absolu  (108). 
Dans  la  même  hypothèse,  Tinvariant  commun 

devient 

c'est-à-<lire  le  numérateur  de  la  seconde  expression  (io5)  qui  est 
•alors  la  même  particularisation  de  Finvariant  relatif  [loo^).  Si  on 
divise  par  sin'6,  il  devient  la  même  particularisation  de  Tinvariant 
absolu 

a^c\  -h  f,a,  —  ib^b^ 
fljC,  —  b\ 

Enfin 

,        ,                 a-+-A  — aAcosO        ab  —  h^ 
a-^-b  —  ^ti  cos6        :— îT .   ^^ 

sont  respectivement  les  mêmes  particularisations  des  invariants 

fliCj  -h  c,a,  —  2  A|i,        rtjCi  —  b\ 


a^c  f-hCjaj  —  7.byb^ 


n^c,  —  b\  rt,c,  —  b\ 


i 
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dont  le  premier  est  relatif  et  les  deux  autres  sont  absolus^  au  cas 
on  la  première  fonction  s'écrit 

et  la  seconde 

a^  -h  iixy  cos  6  -h^^ 

Si  l'on  ajoute  aux  deux  fonctions  (107)  une  nouvelle  fonction 
du  second  degré  à  deux  variables 

00  vérifie  sans  peine  que  le  déterminant 

a.^       ij       Cj 
«3       *3       ^3 

€$t  un  invariant  commun  aux  trois  fonctions. 

Les  invariants  généraux  dont  il  vient  d*être  question  joueront 
un  rôle  fondamental  dans  la  théorie  de  Tinvolution. 

La  théorie  des  courbes  du  second  degré  apprendra  quels 
sont  les  invariants  communs  à  deux  fonctions  homogènes  à  trois 
variables. 

■ 

79.  —  On  appelle  covariant  d'une  fonction,  toute  expression 
jouissant  des  mêmes  propriétés  que  l'invariant,  mais  renfermant 
les  variables  en  même  temps  que  les  coefficients.  Si  elle  renferme 
les  coefficients  de  plusieurs  fonctions,  c'est  un  coTariant  commun. 
Egalé  à  zéro,  un  covariant  représente  une  courbe  qui  jouit,  par 
rapport  aux  courbes  primitives,  d'une  propriété  indépendante  du 
triangle  de  référence,  subsistant  par  conséquent  entre  les  courbes 
transformées  homographiques  des  premières  et  la  nouvelle  courbe 
covariante^  et  par  suite  projective. 

L'exemple  le  plus  simple  d'un  covariant  est  fourni  par  une 
courbe  par  rapport  à  elle-même  ;  car  la  nouvelle  équation  est  évi- 
demment composée  avec  elle-même  de  la  même  manière  que  l'an- 
cienne. Ainsi  si  Ton  fait  une  transformation  de  coordonnées,  la 
droite 

PicQUBTy  Géom,  analyi.  i  3 
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devient 


et  si,  dans  une  transformation  cartésienne,  la  fonction  des  coefficients, 

des  variables  et  de  6, 

{ux-^vy-^'vSfûv?^ 

u^-hv*— aiiç'cosô 
demeure  la  même  (§  24),  c'est  parce  que  la  fonction 

l? -^r  ^  —  1UV  ÇXi%h 

sin^O 
elle-même  ne  change  pas. 

On  comprend  sans  peine  l'importance  du  rôle  que  jouent  les 
invariants  et  les  covariants  dans  Tétude  des  courbes  et  des  systèmes 
de  courbes. 


TANGENTES  ET  ASYMPTOTES.  —  EXTENSION  DU   PRINCIPE  DE  DUALITE 

A  TOUS  LES  ÊTRES  PUNS. 


80.  —  Une  courbe  a  été  considérée  jusqu'à  présent  comme  la 
suite  continue  des  positions  successives  d'un  point  dont  les  coordon- 
nées sont  reliées  par  une  équation.  La  théorie  des  tangentes  va 
permettre  de  l'envisager  à  un  nouveau  point  de  vue. 

La  tangente  en  un  point  m  d'une  courbe  (fîg.  38)  est  la  limite  des 
positions  successives  d'une  sécante  qui  passe  par  le  point  m,  et  qui 
tourne  autour  de  lui  jusqu'à  ce  qu'un  second  point  d'intersection  m 
vienne  coïncider  avec  lui.  Cette  limite  est,  en  général,  unique  ;  et 
le  point  est  dit  point  de  contact  de  la  droite  et  de  la  courbe  :  par  dé- 
finilioQ,  on  doit  le  compter  en  général  pour  deux,  dans  l'évaluation 
du  nombre  des  points  d'intersection  de  la  tangente  avec  la  courbe. 

Pour  trouver  cette  limite,  soient -r^  ^^  r^,  les  coordonnées  carté- 
siennes du  point  m,  a-^jH- A  x^j  et  j^j-i- A  j-^  celles  du  point  voisin  m\ 
celle  de  la  sécante  peut  alors  s'écrire  (§  Sa) 


X 

y 

I 

•^"(1 

Jo 

I 

x^  4-  A^i'o 

n-^^jo 

I 

o 
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OU  bien 


X 


c'est-à-dîre 


I 
I 
o 


=  0 


r-ro='^{^-'^o) 


Passant  à  la  limite,  le  coefficient  angulaire  r^  tend  vers  la 

dériyée  de  y  considéré  comme  fonction  de  x  définie  par  Téquation 
de  la  courbe,  dériyée  dans  laquelle  on  a  remplacé  x  et  7^  par  Xq 

L'équation  de  la  tangente  devient  alors 


si  la  fonction  j-  est  explicite  sous  la  forme  j  =/{jc  )  ;  et 


(iio,a) 


ou  bien 


r 

/I/o 


(iio,i) 


si  la  fonction  j"  est  implicite,  c'est-à-dire  siTéqualion  de  la  courbe 
a  la  forme  générale 

f{x,jr)=zo 

Elle  peut  s'écrire  alors 

Supposons  que  Ton  ait  rendu  homogène  par  la  substitution  (56) 
le  premier  membre  de  Téquation  de  la  courbe,  et  qu'on  Tait  multi- 
plié par  une  certaine  puissance  de  z  afin  de  chasser  les  dénomina- 
teurs ;  soit  m  cette  puissance  de  ;;  qui  sera  le  degré  de  Téquation 
si  la  courbe  est  algébrique.  L'équation  est  alors  devenue 


r'-/(f.f)  =  F(x,j,3)  =  o 


d'où  Ton  tire 


F,=2"-y:     F;=z»-y, 
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Mais/i  et  fy  ne  diffèrent  de  f'j.  etJl  qu'en  ce  que  les  vambles 

x  et^  y  ont  été  remplacées  par-  et "^  ;  l'on  voit  donc  que  si  dans 

réquation  de  la  tangente  on  remplace  /j^  et  Jl^  par  les  nouvelles 
dérivées  Fi^  et  Fy^,  c'est  comme  si  on  rendait  les  dérivées  homo- 
gènes par  la  substitution  (56)  et  si  on  multipliait  tout  par  z^-\ 
Achevant  de  rendre  homogène  en  remplaçant  partout  ailleurs  x  et  y 

par  -  et^  y  Xq  et  Jq  par  -^  et "^ ,  elle  devient 


^0 


X 


f;+7f;.-^(^p;+^"f;.)=o 


D'ailleurs  la  fonction  F{x,jjz)  est  une  fonction  homogène  de 
degré  m,  car  l'on  a 

F  {kx,  ky,  kz)  =  k^zyf^,  Z\  =  k^F{x,y,  z) 
on  a  donc  identiquement,  en  vertu  du  théorème  d'Euler 

puisque  le  point  de  contact  (^o'^'o»^©)  ^^t  sur  la  courbe.  L'on  en  tire 

fop'  -h^W  =  — F' 


^0  ^0 


et  l'équation  de  la  tangente  prend  la  forme  symétrique 

xF;+^rF;o+^F;=o  (m) 

qui  s'applique  à  toute  courbe  plane,  algébrique  ou  transcendante, 
dont  l'équation  aura  préalablement  été  rendue  homogène  par  la 
substitution  (56),  et  à  condition  que  ^  soit  une  fonction  continue 
dex  dans  le  voisinage  du  point  considéré.  Si  cela  n'avait  pas  lieu, 
dans  un  intervalle  fini  ou  non,  aux  environs  du  point  m  supposé  à 
distance  finie,  on  ne  pourrait  pas  en  effet  le  regarder  comme  la 
limite  du  point  m\  ni  faire  tendre  vers  zéro  les  accroissements  Ax^, 
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Aj^  :  QH  Mnra  plus  loin  ce  qui  se  poese  <si  fe  point  est  à  rinfioi. 
La  «coadition  ^ui  nâeiut  id'iètre  indiquée  est  ioujoim  remplie  dans 
les  courbes  algébriques,  et  alors  la  forme  (m)  de  Téquaiion  a  en 
outre  Tayantage  de  faire  yoir  qu'e//e  ne  renferme  les  coordonnées 
du  point  de  contact  qv^au  degré  m  —  iy  alors  que  dans  l'équation 
(iio,i)  ces  coordonnées  paraissaient  entrer  au  degré  m  :  Les  termes 
de  plus  haut  degré  s'éyanouissent  si  Ton  tient  compte  de  ce  que  le 
point  de  contact  est  sur  la  courbe.  Cette  remarque  est  fondamentale 
dans  la  théorie  des  tangentes  aux  courbes  algébriques. 

81.  —  Toutes  les  iois  que  le  déTeloppement  de  Taylor  est  appli- 
cable au  premier  membre  de  Téquation  de  la  courhe  dans  le  voi- 
sinage du  point  m,  et  en  particulier  dans  les  courbes  algébriques, 
le  mode  À&  démonstration  suivant  permet  de  se  rendre  compte  de 
ce  qui  se  passe  aux  environs  du  point  de  contact. 

Soient 

les  équations  d'une  droite  passant  par  le  point  m,  en  fonotion 
de  sa  distance  p  au  point  [x^x)  >  ^^  distances  p  da  point  {pc^^y^  ftux 
points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  couiIm  sont  données  par 
l'équation 

/(^o.7o)  +  P«-hW+ +^«-^Wp  + =0     ("^) 

oùy^  etyj^  représentent  les  dérivées  partielles  de/(jc,j^)par  rap- 
port à  x  et  à  j^  dans  lesquelles  on  a  substitué  x^  et  ^^  aux  variables 
>ret  j,  et  où  [afj,  -i-bjyjp  est  une  puissance  symbolique  que  Ton  a 
formée  en  algèbre.  Si  le  point  {x^Xo)  ^^^  ^^^  ^^  courbe,  le  premier 
terme  du  second  membre  est  nul,  et  par  suite  l'une  des  racines  de 
léquation  en  p.  Pour  qu'on  second  point  d'intersection  vienne 
coïncider  avec  le  premier^  il  faut  qu'une  seconde  racine  s'annule, 
ce  qui  exige 

et  donne  un  système  unique  et  parfaitement  déterminé  de  valeurs 
pour  les  paramètres  angulaires  a  et  &  de  la  sécante,  si  les  dérivées 


«98  LIVRE  II.  —  GHàPITRB  I. 


f*.  ^^/vo  ^^  ^^^^  P^  simultanément  nulles.  On  en  condut,  en  rem- 
plaçant  a  et  6  par  leurs  valeurs  proportionnelles  dans  Téquation  de 
la  sécante 


a     ^      b 


réquation  de  la  tangente 


(^-^o)yi,+cr-^o)y;.=o         (^  'o,*) 

Théorème.  —  Aux  environs  du  point  de  contactât  une  courbe  avec 
une  de  ses  tangentes,  la  courbe  est  en  général  du  mime  côté  par  rap- 
port à  cette  tangente  et  ne  la  traverse  pas. 

Si  Ton  supprime  en  effet  le  terme / (x^^^j'^)  dans  l'équation  (i  12), 
et  si  Ton  divise  par  p,  on  voit  que,  lorsque  le  terme  indépendant 
af^^  +  bjy^  prend  une  valeur  très  petite  et  négative. par  exemple, 
une  des  valeurs  de  p  tend  vers  zéro.  Pour  une  certaine  valeur  du 
rapport  des  coefficients  a  et  £,  voisine  de  celle  qui  annule  le  terme 
indépendant,  la  racine  qui  tend  vers  zéro  est  assez  petite  pour 
qu'en  la  substituant  dans  le  reste  du  premier  membre,  il  prenne 
le  signe  du  terme  de  degré  inférieur.  D'ailleurs,  en  vertu  de  Téqua- 
tion  (i  12)  le  reste  du  premier  membre  a  toujours  le  signe  contraire 
à  celui  du  terme  indépendant,  on  a  donc  alors,  en  désignant  par  p 
la  racine  qui  tend  vers  zéro 

p(«/;.-H*A)>>o 

Lorsque  ensuite,  par  la  variation  continue  du  rapport  des  para- 
mètres angulaires  a  et  £,  le  terme  indépendant  s'est  annulé  (en 
changeant  de  signe,  puisqu'il  est  du  premier  degré  en  a  et  b),  l'iné- 
galité devient 

Si  donc  l'on  suppose,  ce  qui  arrive  en  générai,  que  le  facteur 
ne  divise  pas  l'expression  du  second  degré 
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le  signe  de  cette  expression  est  demeuré  le  même,  et  il  faut  que  p 
ait  changé  de  signe  en  s'annulant.  Par  suite  si,  avant  que  le  terme 
indépendant  s'annule,  le  point  m'  (fig.  38],  décrit  Tare  de  courbe 


mm\  il  arrivera  nécessairement  que,  lorsque  la  sécante  aura  dé- 
passé la  position  limite  mt^  la  distance  p,  ayant  changé  de  signe, 
«levra  être  portée  en  sens  inverse  de  la  direction  primitive,  et  le 
point  décrira  un  arc  de  courbe  mm'  situé,  par  rapport  à  la  tan- 
gente, du  même  côté  que  l'arc  mm\ 

On  verra  plus  loin  ce  qui  arrive  si  le  terme  indépendant  divise 
le  coefficient  de  p;  ou  si,  les  dérivées  s'annulant  en  même  temps 
lorsqu'on  y  substitue  les  coordonnées  du  point  donné,  la  tangente 
devient  indéterminée.  Dans  ces  deux  cas,  le  point  considéré  sur  la 
courbe  est  dit  singulier. 

82.  Eizeroloes.  —  i.  Trouver  Féquation  de  la  tangente  à  la 
courbe  représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  F  équation 

.    I 

r  =  xsm  — 

et  faire  voir  que  les  tattgentes  aux  différents  points  de  la  courbe 
situés  sur  une  même  droite  menée  par  Forigine  passent  par  Fun  on 
[autre  de  deux  points  fixes  à  déterminer. 

La  fonction  étant  explicite,  on  peut  appliquer  l'équation  (i  lo,  a)  : 
on  obtient  alors  pour  la  tangente  cherchée 

r— ro=fsin cos— )(x  — j^o) 

on  arriverait  au  même  résultat  en  appliquant  la  forme  géné- 
rale (m);  on  a  en  effet,  en  rendant  homogène 
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/{*>^>  z)  =^  -  X  sin  ^  =  o 


/;.  =  -8m5>H-Î2.co8^ 


yï.=« 


^0       "'^O  •'^o 


/;=-co8j 


et  on  trouve  pour  l'équation  de  la  tangente,  en  faisant  z  =  z^=z  \ 
pour  reyenir  aux  coordonnées  absolues, 

(.     II         I  \  I 

sin cos  —  J  +  cos  — 

équation  équivalente  à  la  première  si  Ton  tient  compte  de  ce  que 
le  point  de  contact  est  sur  la  courbe,  et  plus  simple. 

Si  maintenant  on  coupe  la  courbe  par  la  droite  j^= ma:  issue  de 
Torigine,  les  abscisses  des  points  d'intersection  sont  donnés  par 


d'où 


.    I 
m=^9in- 

X 


I 

X  ^         ■     ■« 
arcsmm 


On  conclut  de  là  pour  x  deui  séries  de  valeurs  qui  sont 


a-f-aAr-K         w  ~  a  -+-  aAric 


a  étant,  par  exemple,  le  plus  petit  angle  ayant  m  pour  sinus. 

La  tangente  au  point  de  la  première  série  correspondant  à  une 
valeur  k^  de  k  aura  donc  pour  équation* 

J^  =  X  (sin  a  —  (a -h  a^ic)  cos  a) -4- cos  a 

et,  quel  que  soit  k^^  elle  coupe  Taxe  Y'OY  au  point] 

X=:0 

J  =:O06C 
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Pour  la  seconde  série,  on  irouTe  de  m6me 

r=  — cosa 

Ces  deui  points,  dont  l'ordonnée  varie  de  —  i  à  +  i ,  se  confon- 
dent pour 

d'où 

ms=ïb  I  : 

ce  qui  prouve,  comme    on  le  vérifie  d'ailleurs  sur  la  double 
équation  de  la  tangente  qui,  pour  cos  a  ^  o,  devient  y-^^x^  que 
les  bissectrices  de  l'angle  des  axes  sont  tangentes  à  la  courbe  en 
tous  leurs  points  d'intersection  avec  elle. 
2.  Résoudre  le  même  problème  relativement  à  la  courbe 

(a^ 4- j^) a rc t g '^ -h  nïx ^a^ -^y^^ay^o 


Si,  pour  trouver  la  tangente,  on  rend  l'équation  homogène,  il 
vient 

(x*-f-^)  arc  tg^H-  mx  \jx^  -h^*  '^  ayz = o 
et  l'équation  de  la  tangente  est  alors,  après  avoir  fait  z  =  2,  =:  i 


L'avantage  de  la  forme  (m)  apparaît  encore  d'une  façon  bien 
claire,  car  le  terme  indépendant  xj^^  -^JoJv.  ^  réduit  ici  à  —  cy  o> 
et  l'emploi  de  la  forme  (iio,&)  nécessiterait,  pour  mettre  en  évi- 
dence  cette   réduction,  un   calcul   dans  lequel   il   serait   tenu 
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compte  de  ce  que  le  point  de  contact  est  sur  la  courbe,  calcul  que 
le  théorème  d*Euler  a  permis  de  faire  une  fois  pour  toutes,  en  don- 
nant à  Téquation  de  la  tangente  la  forme  (m). 

11  est  clair  d'ailleurs  que.  si  Ton   donne  à  -  une  valeur  cons- 

X 

tante  t^  déterminant  une  droite  passant  par  Torigine,  arc  tg- 

X 

prend  une  infinité  de  valeurs  comprises  dans  la  formule  a+A*?:,  et 
qu'alors  cette  droite  coupe  la  courbe  en  un  nombre  infini  de  points. 
Ces  points  peuvent  se  partager  en  deux  séries  ;  soit  a  le  plus  petit 
angle  positif  dont  la  tangente  est  t^  cet  angle  détermine  une  direc- 
tion dont  un  point  quelconque  peut  être  regardé  (§  5)  comme  ayant 

pour  coordonnées  polaires  yja^-^y^  et  aH-a  Arw  ou  bien  —  sjJc^-^-j^ 
et  0L-{-{ik-\-i)%,  Les  points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la 
courbe  s'obtiendront  alors  par  l'une  des  deux  équations 


(  j::* -h^)  (a -f- 2  Ari:)  H- ma:  v^  j::*  4- j^  —  ajK = o 

(x*  H-^y^)  (a -h  (2  A" +1  )k) -^  mx  v/x* -h  j^  —  aj^ = o 


ou  en  remplaçant  jr  parxtga 


x(i-+-tg*a)(a-h2Aric)H-ma:v^H-tg^a  — atga=o 
x(n-tg*a){a-h(2A'-hi)^)  — mxV^i-htg^a— atga=o 

relations  qui  donnent  dans  chaque  série  la  valeur  de  x  correspon- 
dant à  une  valeur  de  k. 

L'équation  de  la  tangente  au  point  [x^^  y^  de  la  première  série 
correspondant  à  une  valeur  Ar^  de  k  sera  donc  en  remplaçant  r, 
par  x^tga: 

xxJi{aL+ixk^%)-\%OL^m    .^"^TT  ) 

\  vi-htg^a     y 

Si  l'on  élimine  a  +  sXr.icau  moyen  de  l'équation 


^0(1  ■+■*?'«)(«-»- 2it^^)-l-mx^v/i -h  tg*a—atga=o 
et  si  l'on  divise  par  x^y  on  trouve  une  équation  qui  ne  renferme 
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plus  Xq  qu'au  premier  degré  :  la  droite  qu'elle  représente  passe 
donc,  quel  que  soit  x^^  par  un  point  fixe  que  Ton  obtient  en  égalant 
à  zéro  le  terme  en  x^  et  le  terme  indépendant.  Ce  dernier  se  trouve 
être,  dans  chaque  série 

j^— xtgaa 

ce  qui  prouve  que  la  droite  qui  joint  les  points  fixes  fournis  par 
chaque  série  est  la  symétrique  de  Taxe  X'OX  par  rapport  à  la 
droite  donnée. 
3.  Trouver  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe 

X 

et  faire  voir  que  les  tangentes  aux  points  d'intersection  de  la  courbe 
avec  une  droite  fixe  passant  par  l'origine,  passent  par  un  point 
fixe,  situé  sur  l'axe  Y'OY,  à  une  distance  de  l'origine  variant  de 
■f  I  à  -h  00  lorsque  l'angle  de  la  sécante  avec  l'axe  X'OX  varie  de  o 

-  ou  de  o  à  —  •^. 

88.  — 11  n'est  pas  inutile,  vu  le  rôle  fondamental  de  la  tangente 
dans  la  théorie  des  courbes  planes,  de  faire  voir  comment  on  peut 
arriver  directement  à  l'équation  (m),  qui  n'a  d'ailleurs  été  démon- 
trée jusqu'à  présent  que  pour  des  coordonnées  homogènes  carté- 
siennes; mais  qui,  on  le  pressent,  est  applicable  au  cas  où  le 
triangle  de  référence  n'a  aucun  côté  à  l'infini  (*). 

Suppqsons  donc  qu'il  en  soit  ainsi,  et  soient 


X 


I 


XXjj-hjxx     Xx^+ixjr     X^o-hixs  V 

les  coordonnées  homogènes,  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre 
variable  -,  d'un  point  variable  d'une  droite  passant  par  les  points 
(•''o»  Jo,  «o)  ®t  {"^j  J>  ^)»  et  <ioût  l'équation 

(*)  Ceci  tient  à  ce  que  Texpression  a/^o-hj^oH-  «/!,  •»*  «n  covariant,  comme  on 
Pciit  le  faire  TOir  par  la  seule  application  du  théorème  des  fonctions  composées. 
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i      Y      2 


^0        .To        ^0 


=o 


s'obtiendrait  en  éliminant  X,  [&,  v  «ntre  les  trois  équations  précé- 
dentes. Si  Ton  remplace  par  ces  valeurs  les  coordonnées  courantes 
dans  réquatioa  de  la  courbe,  on  aura  une  équation  homogène  en  X 

et  [k  donnant  les  valeurs  du  paramètre  -  correspondant  aux  points 

d'intersection  de  l^  droite  et  de  la  courbe 

(ii3)  A'^o'^ï^y     Vo-^-WiT»     >^^o+H'2?) 

dans  laquelle  m  désigne  le  degré  d'homogénéité  du  premier  mem- 
bre de  réquation  de  la  courbe,  lequel  est  le  degré  de  la  courbe,  si 
elle  est  algébrique.  Si  le  point  (x^,  j^,  z^  est  sur  la  courbe,  le 

premier  terme  s'annule  et  en  même  temps  une  des  valeurs  de  ^  ; 

et  si  l'on  \eut  qu'un  second  point  yienne  se  confondre  avec  le  pre- 
mier, ce  qui  exige  évidemment  que  la  valeur  correspondante  du 

rapport  ^  devienne  nulle  comme  la  première,  il  faut  que  l'on  ait 

Cette  équation  représente  une  droite  pasdtnt  par  le  point  conaîdéré 
sur  la  courbe,  puisqu'iOA  a 

et  c'est  la  tangente  cherchée,  puisqu'en  joignant  deui  de  ses  points 

{•^«»Jo>^o)  ®*  (-^jJ»^)»  •^  obtient  une  sécante  répondant  à  la  ques- 
tion. 

84.  Enveloppe  d'une  droite  mobile.  —  La  tangente  à  une 
courbe  plane,  dont  on  vient  de  trouver  Téquation,  renferme  deux 
paramètres  yariables,  qui  sont  les  valeurs  proportionnelles  des 
coordonnées  du  point  de  contact.  Mais  ces  paramètres  sont  liés  par 
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réquation  de  la  courbe,  de  sorte  qu'il  n'en  reste  plus  qu'un,  dont 
la  présence  fait  que  la  droite  n'est  pas  déterminée  ;  d'autre  part, 
elle  n'est  pas  quelconque  dans  le  plan,  puisque  sa  variation  ne  dé- 
pend que  d'une  arbitraire;  son  déplacement  satisfait  à  une  cer- 
taine loi  qui  est  précisément  d'être  tangente  à  la  courbe  considérée. 
Réciproquement,  toute  droite  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions d'un  seul  paramètre  variable,  est  constamment  tangente  à  une 
certaine  courbe  dont  on  dit  que  la  droite  est  V enveloppe.  Il  est  clair 
tout  d'abord  que,  si. cela  est  vrai,  la  courbe  est  le  lieu  du  point 
d'intersection  de  la  droite,  dans  chacune  de  ses  positions,  avec  la 
position  infiniment  voisine,  correspondant  à  une  variation  infini- 
ment petite  du  paramètre.  La  tangente  d'une  courbe  peut  être  en 
effet  considérée  comme  la  droite  qui  joint  deux  points  infiniment 
voisins  de  cette  courbe  ;  d'où  il  suit  que  tout  point  de  la  courbe  est 
à  l'intersection  de  deux  tangentes  infiniment  voisines  et  que,  par 
conséquent,  si  une  droite  variable  etweloppe  une  courbe,  cette 
courbe  ne  saurait  difiërer  du  lieu  qui  vient  d'être  défini.  Cherchons 
donc  réquation  de  ce  lieu,  lorsque  l'équation  de  la  droite  est 

dans  laquelle  u,  v,  w  sont  fonctions  d'un  même  paramètre  a.  La    * 
droite  infiniment  voisine  est 

X  4- AX = (m  4- Aa)  a: -+- (c -+- At')^  H- (t^; -h  Alt;)  c  =  o 

Une  droite  passant  par  leur  point  d'intersection  est 

AX=a:Aa-hj^Ac-+-zAM;=o 

ou,  en  divisant  par  Aa  et  passant  à  la  limite, 

Xl  =  u>H-(';j-H-tt;>  =  o  (ii4) 

Eliminant  ensuite  le  paramètre  a  entre  cette  équation  et  l'équation 
1^7),  on  aura  le  lieu  cherché.  Pour  vérifier  que,  pour  toute  va- 
leur 0^  du  paramètre,  la  droite  X  =  o  lui  ert  tangente,  remarquons 
que  l'équation  (57)  peut  être  regardée  comme  l'équation  du  lieu 
si  l'on  y  considère  a  comme  une  fonction  de  x^y^z,  définie  par  la 
relation  (ii4).  L'équation  de  la  tangente  au  point  [xQ^y^yZ^^ttdi 
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donc,  en  appliquant  le  théorème  des  fonctions  composées 

x(u+x;«;,)+j^(«'+x;«;.)+z(w+x:,<)=:o 

OU,  à  cause  de  (il 4j 

dans  les  coefficients  de  laquelle  a  aura  la  yaleur  ot^  correspondant  à 
la  position  arbitrairement  choisie  de  la  droite  mobile.  — C.Q.  F.  D. 
Ainsi  toute  courbe  est  enveloppée  par  une  droite  dont  les  coefficients 
sont  fonctions  d*un  paramètre  variable  et  réciproquement,  toute 
droite  dont  les  coefficients  sont  fonctions  d'un  même  paramètre^  en- 
veloppe une  courbe. 

85.  Extension  du  principe  de  dualité  à  des  courbes 
quelconques.  —  Lorsque  les  coordonnées  homogènes  d'une 
droite  sont  fonctions  d'un  paramètre  yariable,  ces  coordonnées 
sont  liées  par  une  équation.  Si  Ton  élimine  en  effet  le  paramètre 
variable  a  entre  les  équations 

u  V  w 


?^(«)      ?2(^)      îaW 

on  obtient  une  relation  indépendante  de  2 

F(u,^,  u))=o  (ii5) 

entre  les  coordonnées  ii,Wy  w  On  peut  donc  modifier  Ténoncé  pro- 
cèdent de  la  façon  suivante  : 

Toute  courbe  est  enveloppée  par  une  droite  dont  les  coordon- 
nées sont  liées  par  une  relation^  et  réciproquement,  toute  droite 
dont  les  coordonnées  sont  liées  par  une  relation  envelopve  une 
Courbe. 

L'équation  (11 5)  est  dite  Véquation  tangentielle  de  la  courbe  en- 
veloppe. C'est  la  condition  pour  que  la  droite  (Sj)  soit  tangente  à 
la  courbe,  puisque  c^est  la  relation  qui  lie  les  coordonnées  homo- 
gènes d'une  de  ses  tangentes;  et  elle  la  définit,  elle  la  représente 
aussi  bien  que  son  équation  ordinaire,  qui  alors  est  dite  ponctuelle^ 
parce  qu'elle  a  lieu  entre  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe, 
tandis  que  celle-ci  a  lieu  entre  les  coordonnées  d'une  tangente. 
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L'une  permet  de  construire  la  courbe  par  points,  l'autre  en  déter- 
mine les  tangentes  successives. 

Dès  lors  deux  problèmes  se  présentent  : 

I*  Une  courbe  étant  donnée  par  son  équation  ponctuelle,  trouve?' 
son  équation  tangentielle. 

C'est  la  relation  entre  les  coordonnées  homogènes  de  la  droite 
qui  exprime  que  cette  droite  est  tangente  à  la  courbe.  Soit 

réquation  ponctuelle  donnée.  L'équation  de  la  tangente  au  point 
La  droite  (07)  sera  tangente  au  même  point,  si  l'on  a 

Q.=:A^A  (,,6) 

et  elle  sera  tangente  en  un  certain  point  si  ses  coordonnées  satis- 
font à  la  relation  obtenue  par  l'élimination  des  coordonnées  auxi- 
liaires du  point  de  contact,  qui  satisfont  d'ailleurs  à  l'équation 

/('^o^Jo»^o)  =  o  (11;) 

Mais  les  rapports  (116)  donnent 

On  en  conclut  à  cause  de  (117) 

relation  qui  est  du  premier  degré  et  par  laquelle  on  remplacera 
réquation  (117).  Elle  était  évidente  d  priori  puisqu'elle  exprime 
que  le  point  de  contact  est  sur  la  tangente. 

Ainsi  l'équation  tangentielle  est  le  résultat  de  l'élimination  de 
•'o» Jo^^o  cintre  les  équations  (i  16)  et  (118).  Elle  est  évidemment  algé- 
brique en  même  temps  que  la  proposée,  et  l'on  dit  alors  que  son 
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degré  en  u,  v,  w  est  la  classe  de  la  courbe  considétée  :  telie  est 
la  définition  analytique  de  ce  nouTel  élément  qui  joue  un  rMe  si 
important  dans  Tétude  des  courbes  algébriques.  Géométriquement, 
la  classe  est  le  nombre  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe 
par  un  point  donné  du  plan  ;  car  si  Ton  joint  à  Téqnation  (i  i5) 

la  relation 

ux^  -h  ç»j^|  H-to^i =o 

qui  exprime  que  les  tangentes  considérées  de  la  courbe  passent  par 
un  point  donné,  on  a  entre  les  coordonnées  de  ces  droites  deux 
relations  dont  Tune  est  du  premier  degré;  le  nombre  des  solutions 
est,  par  conséquent,  égal  au  degré  de  l'équation  tangentielle(ii5); 
et  Ton  a  ce  théorème  : 

La  classe  (Tune  courbe  algébrique  est  égale  au  nombre  des  tan- 
gentes réelles  ou  imaginaires^  distinctes  ou  confondues,  que  Von  peut 
mener  d'un  point  donné  à  la  courbe, 

U  y  a  lieu  d'observer  que,  dans  Ténoncé  de  ce  théorème,  il  ne 
s'agit  que  des  tangentes  satisfaisant  à  la  définition  qui  en  a  été 
donnée  (§  80).  Cette  remarque  trouvera  son  application  un  peu 
plus  loin. 

2*  Trouver  f  équation  ponctuelle  dune  courbe  dont  on  connaît  Té- 
quation  tangentielle. 

Cela  revient  à  chercher  l'enveloppe  de  la  droite 

dont  les  coordonnées  sont  liées  par  la  relation 

F(u,  ç',  m;)  =  o  ("^) 

Pour  cela,  faisons  subir  aux  paramètres  u,  v,  w,  les  accroisse- 
ments Au,  ^v^  At^,  on  aura  : 

F(M-hAM,('-hA(',t<;-i-At<;)  =  o 

et  par  suite,  eu  égard  à  (11 5), 

Ai/F;4-Ai'F.-hAu?F;=o  (119) 
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et,réquatioa  (ii5)  étant  homogène,  on  a  aussi  : 

i/F;-hvF;-hu;F;=o  (lao) 

D'ailleurs  la  droite  qui  donne  le  point  du  lieu  est,  comme  plus 
haut  : 

x^u  -hj^A  V  -h  z^w  =  o  (  "  2  0 

Les  équations  (57)  et  (121)  résolues  par  rapport  a  x,y,z,  don- 
nent les  mêmes  valeurs  que  les  équations  (119)  et  (lao)  résolues 
par  rapport  à  F^,  F^,  F|<,.  On  en  conclut  les  relations 

p'     P'     P' 

X      y       z  ^       ' 

qui  peuvent  remplacer  (i  19)  et  (121)  où  figurent  les  accroissements; 
et,  finalement,  Téquation  ponctuelle  s'obtiendra  par  l'élimination 
de  u,  VfW,  entre  (57)  et  {122). 

Il  est  essentiel  d'observer  que  Téquation  ponctuelle  se  déduit  de 
réquation  tangentielle  comme  celle-ci  se  déduit  de  Féquation  ponc- 
tuelle. Si,  dans  le  calcul  qui  précède,  on  permute  u,  VyW,  avec  x, 
y,  z,  rélimination  qui  reste  à  faire  est  précisément  celle  qui  a  été 
indiquée  pour  former  l'équation  tangentielle. 

De  tout  ce  qui  précède  découle  l'extension  du  principe  de  dua- 
lité à  des  figures  quelconques.  Si,  en  effet,  on  fait  subira  une  figure 
qui  renferme,  outre  des  droites  et  des  points,  des  courbes  de  toute 
espèce,  la  transformation  qui  a  été  indiquée  (§  4o);  c'est-à-dire. si 
Ton  permute  dans  les  calculs  dont  elle  est  l'objet  les  variables  x^ 
YjZ,  et  les  variables  u,v,w;  tandis  que  les  droites,  courbes  du 
premier  degré,  deviennent  des  points,  courbes  de  première  classe,  et 
inversement,  une  courbe  quelconque  se  transforme  en  une  autre  dont 
on  peut  dire  d'une  façon  générale,  si  elle  est  algébrique,  que  sa 
classe  est  égale  au  degré  de  la  première  :  ceci  résulte  de  ce  que  la  classe 
d*une  courbe  algébrique  est  le  degré  de  son  équation  tangentielle. 
Si  un  point  est  sur  la  première  courbe,  ses  coordonnées  satisfaisaient 
réquation  primitive  ;  par  suite,  les  coordonnées  de  sa  droite  trans- 
formée satisfont  la  nouvelle  équation;  c'est-à-dire  que  sa  droite 
transformée  est  tangente  à  la  courbe  transformée  de  la  première. 

Si  la  courbe  primitive  était  donnée  par  son  équation  tangentielle, 
la  transformation   rend  cette  équation    ponctuelle  et  donne  une 

PiCQDET,  Géom,  analyt.  14 
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courbe  dont  le  degréest  la  classe  deTancienae  et  dont  tous  les  points 
sont  les  transformés  des  tangentes  de  Tancienne.  Ainsi  une  courbe 
algébrique  se  transforme  par  voie  de  dualité  suivant  une  autre  courbe 
algébrique  dont  V équation  ponctuelle  est  C équation  tangentielle  d** 

» 

Fancienne  et  inversement^  dont  la  clause  est  le  degré  de  fancienne  et 
inversement^  dont  les  points  sont  les  transformés  des'  tangentes  de 
r ancienne  et  inversement. 

Si  la  courbe  est  transcendante,  sa  transformée  se  définira  par  les 
propriétés  transformées  de  celles  qui  définissent  la  proposée  :  la 
suite  de  Tétude  des  courbes  apprendra  comment  on  trouve  la  trans- 
formée par  voie  de  dualité,  la  corrélative  d'une  propriété  donnée; 
particulièrement  lorsque  la  propriété  est  projective,  c'est-à-dire 
lorsqu'elle  subsiste  après  une  transformation  homographique. 

Enfin,  comme  cela  a  été  observé  (§  4^),  une  seconde  transforma- 
tion rendant  aux  variables  leur  ancienne  signification,  la  corréla- 
tive de  la  seconde  figure  est  la  première,  comme  la  première  est  la 
corrélative  de  la  seconde. 

Une  courbe  peut  donc  être  considérée,  d'après  tout  cela,  non  seu- 
lement comme  lieu  de  points,  mais  comme  enveloppe  de  droites, 
et,  suivant  l'un  ou  l'autre  cas,  il  sera  naturel  d'employer  les  coor- 
données ponctuelles  ou  les  coordonnées  tangentielles. 

On  aurait  même  pu,  d'une  façon  moins  lumineuse,  mais  aussi 
correcte,  définir  une  courbe  non  pas  comme  le  lieu  des  positions 
successives  d'un  point  mobile,  c'est-à-dire  comme  la  limite  du 
polygone  formé  par  les  droites  joignant  deux  positions  successives 
du  point;  mais  comme  enveloppe  de  droites,  c'est-à-dire  comme  la 
limite  du  polygone  dont  les  sommets  seraient  les  points  d'inler 
section  successifs  de  deux  positions  infiniment  voisines  d'une  droite 
mobile.  De  celle  définition  serait  résultée  immédiatement  la  repré- 
sentalion  de  la  courbe  par  une  équation  entre  les  coordonnées 
d'une  droite.  Poursuivant  les  conséquences  de  cette  définition,  on 
aurait  été  amené  à  chercher  le  point  de  contact  de  la  droite  mobile, 
dans  une  de  ses  positions,  avec  la  courbe  ;  c'est-à-dire,  par  une 
nouvelle  définition,  la  limite  des  positions  d'un  point,  se  mouvant 
sur  la  droite  considérée,  jusqu'à  ce  que^  parmi  les  positions  particu- 
lières de  la  droite  pour  lesquelles  elle  passe  par  le  points  une  se- 
conde vienne  coïncider  avec  la  première.  Cette  définition  est  exacte- 
ment la  corrélative  de  celle  qui  a  été  donnée  (§  80)  de  la  tangento 
en  un  point,  et  dès  lors  le  calcul  par  lequel  on  a  trouvé  (§  83)  l'é- 
quation de  la  tangente  en  un  point  donné  au  moyen  de  l'équation 
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ponctuelle  y  peut  exactement  servir  pour  trouver  Téquationdu  point 
de  contact  au  moyen  de  Téquation  tangentielle  (ii5),  à  condition 
de  remplacer  ^^jfZ,  par  u,VyW.  11  suit  de  là  que  Téquation  tan- 
gentielle du  point  de  contact  serait  : 

i/F;+v>F;+u;F:,=o  (123) 

L'équation  ponctuelle  se  déduirait  ensuite  de  Téquation  tangen- 
tielle par  les  calculs  au  moyen  desquels  on  a  déduit  celle-ci  de  la 
première.  Or  il  résulte  de  la  théorie  des  tangentes  (§  84)  que  tout 
point  de  la  courbe  est  à  Tintersection  de  deux  tangentes  infiniment 
voisines,  et  que  par  suite  la  définition  du  point  de  contact  est  exac- 
tement celle  qui  vient  d*être  donnée.  Il  suit  de  là  qu'effectivement 
réquation  du  point  de  contact  est  bien  l'équation  (i23)  et  que  l'é- 
quation ponctuelle  doit,  ainsi  que  cela  a  été  établi  directement,  se 
déduire  de  l'équation  tangentielle  comme  celle-ci  de  la  première. 
On  tire  encore  de  là  cette  conséquence  que,  de  même  que  le  point 
de  contact  doit  compter  pour  deux  dans  l'évaluation  du  nombre  des 
points  d'intersection  de  la  tangente  avec  la  courbe,  la  tangente  en 
un  point  dune  courbe  doit  compter  pour  deux,  en  général,  dans 
l'évaluation  des  tangentes  menées  par  ce  point  à  la  courbe. 

Enfin  il  a  été  démontré  (§  76)  comme  application  du  théorème 
de  Bezout,  que  deux  courbes  algébriques  de  degrés  m  el  p  ont  mp 
points  d'intersection  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  non,  à  dis- 
tance finie  ou  à  l'infini.  Si  les  équations  auxquelles  s'applique  la 
démonstration  sont  les  équations  tangentielles  au  lieu  d'être  les 
équations  ponctuelles,  on  en  conclut  que  : 

Le  nombre  des  tangentes  communes^  réelles  ou  imaginaires^  dis- 
tinctes ou  confondues  j  à  distance  finie  ou  à  finfini,  à  deux  courbes 
algébriques  est  égal  au  produit  de  leurs  classes. 

La  théorie  du  contact  des  courbes  et  celle  des  tangentes  singu- 
lières apprendront  d'ailleurs  à  évaluer  le  degré  de  multiplicité 
de  chacune  d'elles. 

86.  Contravariants. —  On  sait  (§  59)que,  lorsque  les  varia- 
bles Xyj^z^  coordonnées  d'un  point,  sont  transformées  par  une 
substitution  linéaire,  les  coordonnées  u,  p,  lo,  d'une  droite  sont 
transformées  par  la  substitution  inverse.  Si  donc  on  fait  subir  à 
l'équation  d'une  courbe 
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une  substitution  linéaire,  toute  fonction  des  coordonnées  tangen- 
tielles,  u,  if,  Wy  subit  la  substitution  inverse.  Toute  fonction  de  u,  v^ 
w  et  des  coefficients  de  la  courbe,  qui  par  cette  substitution  de- 
meure la  même  à  un  facteur  près,  ne  dépendant  que  de  la  trans- 
formation, est  dite  un  contravariant  de  la  fonction  primitive.  11  est 
clair  que,  si  une  relation  entre  les  coordonnées  tangentielles  d'une 
droite  exprime  que  cette  droite  jouit  par  rapport  à  la  courbe  d'une 
propriété  indépendante  du  triangle  de  référence,  cette  relation  ne 
changera  pas  de  forme  si  Ton  fait  une  transformation  quelconque 
de  coordonnées  et  son  premier  membre  sera  conséquemment  un 
contravariant  du  premier  membre  de  Téquation  de  la  courbe.  Eq 
particulier,  le  premier  membre  de  Téquation  tangentielle  et  le 
premier  membre  de  Téquation  ponctuelle  d'une  courbe  sont  con- 
tra variants  l'un  de  l'autre. 

87.  Mener  par  un  polat  des  tangentes  &  une  courbe.  — 

Ce  problème  peut  se  traiter  de  deux  façons.  Si  on  connaît  Téquatioa 

tangentielle 

F(i/,c,u;)=:o  ("5») 

de  la  courbe,  ou  si  on  peut  l'obtenir  facilement,  ce  qu'il  y  a  de 
plus  simple  consiste  à  lui  joindre  Téquation 

VX^  -h  {fjr^  -h  wz^  =o 

qui  exprime  que  les  droites  cherchées  passent  par  le  point  donné, 
et  ces  deux  équations  simultanées  donnent  les  coordonnées  des 
droites  satisfaisant  à  la  question.  Appelant  c  la  classe  de  la  courbe 
proposée,  qui  est  le  degré  de  (i  i5)^  on  obtient  ainsi  (§  85)  un  nom- 
bre de  droites  réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou  confondues, 
égal  au  nombre  c.  Si  u^,  %9  Wq  sont  les  coordonnées  de  l'une 
d'elles,  l'équation  tangentielle  du  point  de  contact  correspondant 
étant 

i/F;-hi^F;-i-u;F;=o  (123) 


% 


les  coordonnées  ordinaires  de  ce  point  sont  F^^,  F,;^  et  F^ 

Si  le  point  donné  est  à  distance  finie^  aucune  des  tangentes 
trouvées  ne  pourra  être  rejetée  à  l'infini,  mais  il  n'en  sera  pas  de 
même  du  point  de  contact  qui,  dans  certains  cas  particuliers, 
pourra  n'être  plus  à  distance  finie  ;  il  y  aura  alors,  parmi  les  tan* 
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geates  répondant  à  la  question ,  une  tangente  dont  le  point  de  con- 
tact s'est  éloigné  indéfiniment.  Ce  sont  des  tangentes  particulières 
qui  seront  étudiées  un  peu  plus  loin. 

Si  le  point  donné  est  à  Tinfini,  ce  qui  revient  à  mener  à  la  courbe 
des  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée,  le  nombre  des 
solutions  est  le  même,  en  tenant  compte  de  celles  des  tangentes 
qui  alors  peuvent  être  rejetées  à  Tinfini. 

Si  la  courbe  est  donnée  par  son  équation  ponctuelle  »  l'équation 
d'une  des  tangentes  cherchées  sera,  en  appelant  jc^^Jq,  Zq  les  coor- 
données du  point  de  contact 

Si  on  exprime  qu'elle  passe  par  le  point  donné,  il  vient 

on  a  d'ailleurs 

/(^oiJo^^o)  so- 
cles deux  équations  simultanées  déterminent  les  coordonnées 
inconnues  des  points  de  Contact  des  tangentes  cherchées.  Si  on  y 
considère  les  inconnues  comme  des  coordonnées  courantes,  et  si  on 
les  écrit 

elles  représentent  par  conséquent  deux  courbes  dont  les  points  d'in- 
tersection sont  les  points  de  contact  cherchés.  L'une  d'elles  est  la 
courbe  proposée,  comme  cela  doit  être  ;  l'autre  est  une  courbe,  dé- 
finie par  le  point  donné  et  par  la  courbe  proposée,  qu'on  appelle  la 
première  polaire  du  point  par  rapport  cà  la  courbe. 

Si  la  courbe  donnée  est  algébrique  et  du  degré  m,  la  première 
polaire  est  du  degré  m—  i,  et  les  deux  courbes  ont  en  tout  m[m—  i) 
points  d'intersection  (§  76).  Il  n'en  faut  pas  conclure  que  la  classe 
de  la  courbe  soit  égale  km  [m—  i),  parce  que,  parmi  ces  points,  il 
peut  s'en  trouver  qui,  joints  au  point  donné,  fournissent  des  droites 
qui  ne  sont  pas  des  tangentes  satisfaisant  à  la  définition  qui  en  a  été 
énoncée  (§  80),  et  que  la  première  méthode  de  résoudre  le  problème 
ne  donne  pas  comme  solutions  ;  dont,  par  conséquent,  il  ne  faut 
pas  tenir  compte  dans  l'évaluation  de  la  classe  qui  est  le  nombre 
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des  solutions  données  par  la  première  méthode.  C'est  ce  que  fera 
ressortir  plus  clairement  la  théorie  des  points  singuliers. 

88.  Polaires  successives  d'un  point  par  rapport  à  une 
courbe  algébrique.  —  Si  on  opère  sur  la  première  polaire 
comme  sur  la  courbe  primitive,  c'est-à-dire  si  Ton  cherche  par 
rapport  à  elle  la  première  polaire  du  même  point,  on  obtient  la 
nouvelle  courbe 

C'est  la  seconde  polaire  du  point  par  rapport  à  la  courbe  primi- 
tive; si  celle-ci  est  algébrique  et  du  degré  m,  elle  est  du  degré  m  — 2 
et  renferme  les  coordonnées  du  point  au  second  degré.  On  peut 
répéter  sur  elle  la  même  opération,  et  ainsi  de  suite  ;  on  obtiendra 
les  puissances  symboliques  successives  de  Texpression 

de  telle  sorte  que  la  p^^*  polaire  du  même  point  aura  pour  équation 

Elle  sera  du  degré  m—p  et  renfermera  les  coordonnées  du  point 
au  degré  p.  Un  point  a  ainsi,  par  rapport  à  une  courbe  algébrique 
du  degré  m,  m—  i  polaires  successives  dont  les  degrés  vont  en  di- 
minuant d'une  unité  d*une  polaire  à  l'autre,  et  dont  les  équations 
renferment  les  coordonnées  du  point  sous  des  degrés  augmentant 
d'une  unité  d'une  polaire  à  Tautre  ;  la  dernière  est  une  ligne  droite. 
Chacune  d'elles  se  déduit  toujours  de  la  même  faconde  la  précé- 
dente, de  sorte  que  la  ^**^'"*  polaire  est  la  (;?  — r)*^*  polaire  de  la 
r*^^  polaire  {r  <  p). 

Ces  courbes  sont  susceptibles  d'une  autre  définition  aussi  inté- 
ressante au  point  de  vue  géométrique  qu'au  point  de  vue  analytique. 

Si  par  le  point  0  donné  {jc^,j^j  z^)  on  fait  passer  une  droite  dé- 
terminée par  un  second  point  M  variable  (x,  j^  z),  et  si  l'on  cherche 

comme  précédemment  (§  83)  les  points  a^,  a^, suivant  lesquels 

la  droite  variable  coupe  la  courbe 

/(,r,,r,  5)  =  o 
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on  obtient  une  équation 

dont  le  premier  membre  peut  se  développer  d'après  le  théopème 
de  Taylor,  ce  qui  donne 

t/  m  P 

et  dont  les  racines  sont  les  valeurs  du  rapport -correspondant  aux 

points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  courbe.  Comme  il  doit 
s'agir  ici  de  relations  métriques,  l'emploi  des  coordonnées  carté- 
siennes est  indiqué  :  dans  ce  cas,  il  a  été  démontré  (§  43)  (*)  que 

-  est  le  rapport  suivant  lequel  le  segment  des  deux  points (r^j, z), 

y* 

r,,i^,:jj  est  partagé  par  le  point  {\x^-h[Lr,  V<  +  W>  /w^  +  Ijls). 

Les  racines  de  l'équation  (124)  sont  donc  les  rapports  —pr  suivant 

lesquels  les  divers  points  a^^  a.^ /i,„  partagent  le  segment  OM. 

Si  Votï  annule  l'un  des  coefficients,  celui  de  X"* ''[x'' par  exem- 
|)le,  on  exprime  que  la  somme  des  produits  p  à  p  de  ces  rapports 
est  nulle;  et,  si  l'on  y  considère  x^y^z,  conmie  des  coordonnées 
courantes,  l'équation 

représente  le  lieu  des  points  M  tels  que  sur  toute  sécante  OM  cette 

{*)  L*interpréUtion  donnée  en  cet  endroit,  du  rapport  -  considéré  comme  rapport  an- 

harmonique^  s'étend  naturellement  aux  coordonnées  homogènes  trillnéaircs  ;  mais  cette 
extension  n*a  plus  lieu  dès  qu'au  rapport  anharmonique  on  substitue  un  rapport  de  dis- 
tances qui  n'est  plus  projectif  :  en  outre,  il  est  nécessaire  d'ajouter  à  ce  qui  a  été  dit  à  cette 
occasion  que  le  quatrième  point  (^+^1,.) -h/it  ^+^1)  dont  la  considération  permet  de  re- 
garder -^  comme  un  rapport  anharmonique  n'est  pas  déterminé  quand  les  deux  premiers 

sont  donnés  et  peut  être  un  point  quelconque  de  la  droite  qui  les  joint.  Car  si  l'on  multiplia 
les  coordonnées  du  premier  par  un  môme  facteur  oc,  celles  du  second  par  p,  ce  qui  ne 
change  pas  les  deux  points  donnés,  les  deux  autres  (X^i  -+-  pur, )  (^ti  -+-  a:, )  qui  don 

nent  lieu  au  rapport  anharmonique  -)  varient  et  peuvent  décrire  toute  la  droite. 
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somme  soit  nulle.  L'équation  de  cette  courbe  montre  qu'elle  est  de 
degré  p^  et  il  est  facile  de  voir  directement  qu'elle  a  p  points  sur 
toute  sécante  menée  par  le  point  0.  On  a  en  effet  en  grandeur  et  en 
signe 

et  la  somme  des  produits  p  ^p  des  rapports  --rz  devient,  en  mettant 
en  facteur  la  partie  indépendante  du  point  d'intersection  variable  a^ 


^Sfe-ôs). 


d*oii  il  suit  que  l'équation  obtenue  en  égalant  cette  somme  à  zéro 
est  de  degré  p  ^^tt^  Les  ;>  points  réels  ou  imaginaires  ainsi  déter- 
minés sur  chaque  sécante  ont  reçu  le  nom  de  centres  harmoniques 
d ordre  p  du  point  0  par  rapport  aux  m  points  a^,  a^,  ..a„,  et  l'on 
voit  que  la  {m~py^^  polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  courbe 
algébrique  de  degré  m  est  le  lieu,  sur  toute  sécante  menée  par  le  point 
considéré,  des  centres  harmoniques  d'ordre  p  du  point  par  rapport 
aux  points  d'intersection  de  la  sécante  avec  la  courbe. 

En  particulier,  la  (m  —  i)""**  polaire,  qui  est  une  droite,  est  le  lieu 
du  centre  harmonique  du  premier  ordre  que  l'on  appelle  aussi 
centre  des  moyennes  harmoniques.  Ce  point  est  défini  géométrique- 
ment (§  64)  par  la  relation 


mil  I 


0M""0«^   •  Ofla  Oa 


m 


On  dit  aussi  quelquefois  que  la  (m—  i)*^'^  polaire  est  Vaxe  har- 
monique du  point  donné  par  rapport  à  la  courbe.  Son  équation  esl 

elle  devient  la  tangente  au  point  considéré  lorsque  le  point  est  sur 
la  courbe. 

89.  — La  première  définition  qui  a  été  donnée  de  la  première 
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polaire  d'un  point  est  projective.  C'est  la  courbe  de  degré  m  —  i 
(on  yerra  plus  loin  par  le  nombre  des  conditions  qui  la  détermi- 
nent qu'elle  est  unique)  qui  passe  par  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  par  le  point  donné  à  la  courbe  considérée  :  il  en  est 
de  même  de  chacune  des  polaires  suivantes  par  rapport  à  la  précé- 
dente. 11  suit  de  là  que,  si  l'on  fait  une  transformation  homographi- 
que,  c'est-à-dire  si  l'on  fait  subir  aux  variables  x^y^  z,  et  x^,  j^,  z^ 
une  substitution  linéaire,  la  nouvelle  équation  de  la  polaire  sera 
formée  avec  la  nouvelle  équation  de  la  courbe  comme  primitivement. 
Cela  sera  vrai,  que  Ton  considère  la  substitution  linéaire  comme 
une  transformation  homographique  ou  bien  comme  une  transfor- 
mation de  coordonnées,  et  Ton  en  conclut  que,  quel  que  soit  le 
triangle  de  référence  adopté,  les  équations  des  polaires  successives 
se  formeront  toujours  de  la  même  façon  avec  les  coordonnées  du 
point  et  avec  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe  don- 
née. Analytiquement,  cette  propriété  résulte  de  ce  que  le  premier 
membre  de  l'équation  (i2d)  de  la  polaire  d'ordre  quelconque  m-^p 
ne  change  pas  à  un  facteur  près,  lorsqu'on  fait  subir  aux  varia- 
bles x,j,z  etx^fJ^JZ^  une  même  substitution  linéaire,  comme  on 
le  démontre  immédiatement  par  le  seul  théorème  des  fonctions 
composées;  de  telle  sorte  que  l'on  peut  dire  que  cette  fonction  est 
un  covariant  commun  aux  coordonnées  du  point  et  au  premier 
membre  de  Téquation  de  la  courbe  :  ces  covariants,  en  nombre 
égal  pour  chaque  point  du  plan,  au  degré  de  la  courbe  diminué 
d'une  unité,  ont  reçu  le  nom  d'émanants. 

On  en  tire  cette  conséquence,  que  la  définition  des  centres 
harmoniques  d'ordre  p  d'un  point  d'une  ligne  droite  par  rap- 
port à  un  système  de  m  points  sur  cette  droite  est  aussi  pro- 
jective, bien  que  ces  points  dépendent  des  rapports  des  dis- 
tances de  chacun  d'eux  au  point  donné  et  à  l'un  des  m  points 
fixes. 

C*est  ce  dont  on  peut  se  rendre  compte  directement  en  remar- 
quant que,  si  l'on  désigne  par  P  un  point  fixe  arbitrairement  choisi 

sur  la  droite,  la  somme  des  produits  p  à  p  des  rapports  -tt  peut 


s'écrire 


et,  sbus  cette  forme,  ne  renferme  plus,  à  un  facteur  constant  près 
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que  rindétermination  du  point  P  permet  de  supposer  toujours 
différent  de  zéro,  que  des  rapports  anharmoniques. 

Les  polaires  d'un  point  par  rapport  à  une  courbe  algébrique  ont 
d'importantes  propriétés  qui  ressortiront  de  la  théorie  des  points 
singuliers  ;  dès  à  présent  on  peut  citer  les  suivantes. 

L'équation  (124)  ne  change  pas  si  Ton  permute  X  et  \l,  ainsi  que 
Xj,j  „  z^,  et  X,  r,  ^-  Il  suit  de  là  que  les  termes  équidistants  des  eic- 
trêmes  se  déduisent  Tun  de  l'autre  en  permutant  ^pj<,^o  avec 
x,  y,  z.  On  a  donc  immédiatement  : 

ei  il  est  visible  que  les  deux  membres  de  l'identité  renferment  x,  y  , 
z^  au  degré  p  ei  ^^,J^^»^^»  ^"  degré  m— p.  Si  Ton  a 

cela    signifie  que  le   point  [j^^^jj^,^^)  est  sur  la  p'^"^  polaire  du 
point  [jc^j,z)\  mais  Ton  a  en  même  temps  : 

c'est-à-dire  que  le  point  x,j',;:,  est  sur  la  [m—pY^  polaire  du  point 

[^lyJx^^i)'  Ainsi 

Lo7*sqti  lin  point  a  est  sur  la  p^"^  polaire  d'un  point  i,  le  point  h  est 
sur  la  {m— pj^' polaire  de  a;  ou  encore  la  (m— />)"'"'  polaire  cTun 
point  a  est  le  lieu  des  points  dont  la  p^""  polaire  passe  en  a  ;  par  exem- 
ple, Faxe  harmonique  d'un  point  a  est  le  lieu  despoiiits  dont  la  pre- 
mière polaire  passe  en  a.  D'ailleurs  celle  droite  est  déterminée  d'une 
façon  unique  par  deux  points  dont  les  premières  polaires  ont 
(m— i)^  points  d*intersection,  d'où  il  suit  que  toute  droite  est  axe 
harmonique  par  rapporta  (m— i)*  points ^  ou  si  Ton  veut  possède 
[m  —  if  pôles.  De  même,  la  première  polaire  de  a  est  le  lieu  des 
points  dont  l'axe  harmonique  passe  en  a.  D'autre  part,  l'équation 
générale  des  premières  polaires  renferme  au  premier  degré  deux 
paramètres  variables,  qui  sont  les  coordonnées  du  pôle;  il  ny  a 
donc  qtiime  première  polaire  qui  passe  par  deux  points  donnés  du 
plan,  et  son  pâle  est  à  r intersection  des  axes  harmoniques  de  ces 
deux  points,  car  la  première  polaire  de  ce  point  passe  par  les  deux 
points  donnés,  et  elle  est  unique. 
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La  dernière  polaire  (axe  harmonique)  est  la  seule  qui  puisse  avoir 
plusieurs  pôles,  car  si  Ton  identifie  les  équations  des  polaires  d'ordre  p 
de  deux  points  distincts,  on  est  conduit  à  écrire  que  les  valeurs  que 
prend  une  même  dérivée,  quelconque,  d'ordre  m^-p^  suivant  que 
Ton  y  substitue  à  j?,  j^  z,  les  coordonnées  de  Tun  ou  de  l'autre 
point,  sont  proportionnelles.  On  obtient  ainsi  plus  d'équations  qu'il 
n'en  faut  pour  déterminer  les  coordonnées  des  deux  points,  excepté 
,dans  le  cas  où  ;?  =  m— I  :m— ;;  est  alors  égal  à  l'unité,  et  l'on 
peut  par  les  équations 

J  *t       J  Vx J  ^x 

/*,     /yj     J  ^1 

déterminer  (m—  i)^  systèmes  de  valeurs  pour  ^2*  J>2»  ^a»  lorsqu'on 
se  donne  J^p  jr^  ^4  ;  l'un  d'eux  est  évidemment  ar^,  j^p  z^. 

L'équation  de  la  p*^"^  polaire  renferme  les  coordonnées  oc^,y^^  z^, 
au  degré  p.  Si  donc  le  point  (^p  J4,  ^p)  varie  dans  le  plan,  toutes 
les  p*^'^  polaires  forment  un  système  de  courbes  dont  l'équation 
renferme  deux  paramètres  variables  :  c'est  ce  qu'on  appelle  un  ré- 
seau. On  a  vu  que  le  réseau  des  premières  polaires  renferme  les 
paramètres  au  premier  degré;  celui  des  secondes  polaires  les  ren- 
ferme au  second  :  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  celui  des  axes  harmoni- 
ques qui  les  renferme  au  degré  m  —  i ,  mais  si  Ton  considère  comme 
paramètres,  dans  leur  équation,  non  plus  les  coordonnées  ^^jr^  ^h 
mais  les  coefficients  des  variables  qui  sont  fonctions  de  degré  m—  i 
de  ces  coordonnées  (ce  qu'on  ne  peut  pas  faire  en  général  parée  que 
les  coefficients  sont  en  nombre  supérieur  à  deux),  le  réseau  devient 
linéaire,  comme  c'est  nécessaire  toutes  les  fois  qu'il  s'agit  d'un  ré- 
seau de  droites,  courbes  déterminées  sans  ambiguïté  par  deux  points. 

Il  suit  de  là  que,  si  l'on  veut  achever  de  déterminer  une  polaire 
d'ordre^  par  la  connaissance  de  deux  points  [x^y  jj,  z^  et  (^3,  jTa»  ^3)» 
on  aura,  pour  trouver  son  pôle  (^^  j %,  ^i),  deux  équations  du  degré  p 
à  deux  inconnues 

qui  admettent  p^  solutions,  réelles  ou  imaginaires,  et  distinctes  en 
général.  Les /^^ points  ainsi  obtenus  sont  les  points  d'intersection  des 
polaires  d'ordre  m  —  p  des  deux  points  donnes;  on  sait  d'ailleurs 
qu'à  tous  CT3S  points  correspondent  des  polaires  distinctes.  On  peut 
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donc  dire,  d^une  façon  générale,  que  par  deux  pmUs  donnés  pas- 
sent  p^  polaires  d'ordre  p  dont  les  pôles  respectifs  sont  les  ptwits  com- 
muns aitx  polaires  d'ordre  m^p  des  deux  points  donnés. 

Si  lu  courbe  se  compose  d'un  système  de  droites  concourantes^ 
auquel  cas  Téquation  se  réduit  à  ua  ensemble  homogène  en 
X  e\j 

m 

la  polaire  d'ordre  p  se  réduit  à  (•2^<Çx+jr4Çi)|,=o« 

Son  équation  est  homogène  en  x^  et  j^,  de  sorte  qu'elle  est  la 
même  pour  tous  les  points  de  la  droite  qui  joint  ce  point  à  l'ori- 
gine :  elle  est  aussi  homogène  en  x  et  j^,  et  représente  un  système 
de  m— ^  droites  concourantes  avec  les  premières.  Ceci  devait  arri- 
ver nécessairement  en  vertu  de  la  projectivité  des  centres  harmo- 
niques d'ordre  p  d'un  point  par  rapport  à  un  système  de  points 
en  ligne  droite.  11  résulte  en  effet  de  cette  propriété  que  si  une 
droite  passant  par  un  point  0  rencontre  m  droites  concourantes 

aux  points  a^,  a^, a^  dont  les  centres  harmoniques  d'ordre  p 

sontM^y  Ma, M;,,  toute  autre  droite  menée  parle  même  point 

rencontrera  les  mêmes  droites  en  m  nouveaux  points  dont  les  cen- 
tres harmoniques  d'ordre  p  décrivent  les  droites  OM^,  OM,,  , 

lesquelles  constituent  par  conséquent  la  polaire  d'ordre  p  du  point 
0  par  rapport  aux  m  droites  données. 

Dans  l'étude  des  fonctions  homogènes  à  deux  variables,  telles 
que  (io4),  on  considère  souvent  en  algèbre  un  covariant  fort  impor- 
tant de  la  fonction,  que  l'on  appelle  le  Hessien  du  nom  de  l'au- 
teur qui  s'en  est  occupé  le  premier  Ç),  et  qui  s'écrit 


»t  .  .. 

?:. 

?; 

xy  — 

?v'x 

?v'. 

« 

Ce  covariant  est  du  degré  2(m  — 2)et,  si  on  l'égale  à  zéro,  on 
obtient  un  système  d'autant  de  droites  concourantes,  qui  peut  se 
définir  géométriquement  parla  considération  simultanée  des  droites 
(io4).  Si  l'on  exprime  en  effet  que  la  (m  — a)"*^  polaire  du  point 
x^JJ\^  z^  par  rapport  au  système  {io4),  qui  est 

se  réduit  à  deux  droites  confondues,  on  obtient  précisément  H=o. 

(*)  Otto  Hesse,  géomètre  aillemand,  mort  en  1874. 
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d*où  il  suit  que  le  Hessien  représente  un  système  de  2  [m  —  2)  droites  y 
lieti  des  points  dont  les  polaires  d'ordre  m  —  2  par  rapport  au  sys- 
iéme  donné  se  réduisent  à  deux  droites  confondues. 

Si  l'on  considère  encore  la  première  polaire  du  point  [x^^j^^z^) 

et  si  Ton  exprime  que  ses  dérivées  par  rapport  kx  qï  kj  ont  une 
solution  commune,  c'est-à-dire  que  deux  des  droites  qu'elle  repré- 
sente sont  confondues,  il  vient 

Si  Ton  élimine  maintenant  ar^  et  j^^,  entre  ces  équations,  on  obtient 


relation  satisfaite,  indépendamment  du  point  donné,  par  les  coor- 
données de  tout  point  de  la  droite  double  ;  de  sorte  que  le  Hessien 
représente  aussi  le  lieu  des  droites  doubles  faisant  partie  des  pre- 
mières polaires  qui  en  possèdent. 

Tout  ce  qui  précède,  relativement  à  un  système  de  droites  con- 
courantes^ s'applique  aussi  évidemment  à  un  système  de  points  en 
ligne  droite^  en  remplaçant  la  polaire  d'ordre  p  d'un  point  par  les 
centres  harmoniques  d'ordre  p  d'un  point  de  la  droite. 

90.  Asymptotes.  —  On  a  vu  (§  75)  comment  on  trouve  en 
coordonnées  cartésiennes  les  points  à  Tinfini  d'une  courbe  donnée 
par  son  équation,  et  l'on  sait  que  si  la  courbe  est  algébrique  et  de 
degré  m,  leur  nombre  est  le  degré  de  Téquation.  Si  l'on  suppose 
qu'un  point,  en  décrivant  la  courbe,  s'éloigne  à  l'infini  dans  la  di- 
rection de  l'un  de  ces  points  en  entraînant  sa  tangente,  cette  droite 
tend  vers  une  position  limite  qui  est  dite  asymptote.  Ainsi  P  asymp- 
tote à  une  branche  infinie  de  courbe  est  la  limite  des  positions  de  la 
tangente  dont  le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment  sur  cette  bran- 
che. Les  coordonnées  à  adopter  pour  la  recherche  de  ces  droites 
sont  tout  indiquées  ;  il  faut  prendre  les  coordonnées  homogènes 
cartésiennes  qui  sont  celles  qui  donnent  pour  la  droite  de  l'infini 
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l'équation  la  plus  simple.  Si  ensuite  on  suppose  le  triangle  de  réfé- 
rence quelconque,  le  problème  résolu  deviendra  celui-ci  :  trouver 
les  tangentes  aux  points  d intersection  (Tune  courbe  donnée  avec  une 
droite  donnée. 

La  recherche  des  asymptotes  comprend  deux  parties  :  première- 
ment celle  des  points  à  TinQui,  ensuite  celle  delà  tangente  en  cha- 
cun d'eux.  La  première  partie  a  été  traitée  (§  75)  ;  on  rend  l'équa- 
tion homogène  si  elle  ne  l'est  déjà  et  l'on  fait  z  =  o,  c'est  un  cas 
particulier  de  la  recherche  des  points  d'intersection  de  la  courbe 
avec  une  droite  donnée.  On  obtient  alors  une  équation  homogène 
en  X  et  j^  dont  les  racines  sont  les  coefficients  angulaires  des 
rayons  inQnis,  et  qui  s'obtient,  si  la  courbe  est  algébrique,  en  éga- 
lant à  zéro  l'ensemble  des  termes  de  degré  supérieur  en  x  et  r 

?m('^,j)  =  0  (l04) 

Pour  ce  qui  est  de  la  seconde  partie,  on  peut  appliquer  exacte* 
ment  aux  points  qui  viennent  d'être  déterminés  Téquation  delà  tan- 
gente, telle  qu'elle  a  été  trouvée  (§  80),  bien  qu'il  n'y  ait  plus  conti- 
nuité dans  le  voisinage  des  points  considérés.  Cette  sorte  de  discon- 
tinuité disparaît,  en  effet,  par  une  transformation  homographique; 
le  point  est  ramené  à  distance  finie  ;  alors,  s'il  n'y  en  a  pas  d'une 
autre  sorte  et  si  le  point  n'est  pas  singulier,  la  nouvelle  courbe 
admet  en  ce  point  une  tangente  qui  est,  par  définition,  la  trans- 
formée de  l'asymptote  de  la  première.  L'équation  (i  1 1)  lui  est  appli- 
cable, et  comme  le  premier  membre  est  un  covariant,  elle  s'applique 
aussi  à  l'asymptote  à  la  condition  d'y  remplacer  les  coordonnées 
homogènes  du  point  de  contact  par  celles  du  point  considéré  a 
l'infini. 

oc 

Soit  pour  cela  —  une  racine  simple  de  l'équation  (io4)  ;  cela  veut 
dire  qu'il  y  a  un  point  de  la  courbe  à  l'infini  sur  la  droite 

et  les  coordonnées  homogènes  de  ce  point  peuvent  être  considérées 
comme  étant  rj,  7,,  et  o.  L'équation  de  Tasymptote  sera  donc 
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en  entendant  ^^^  f'^^.fy^  et  y*  les  dérivées,  par  rapport  aux  trois 
variables,  du  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe,  dérivées 
dans  lesquelles  on  aura  substitué  aux  variables  .r,  7%  z,  les  coor- 
données du  point  de  contact  ^,,^7  j,  et  o.  On  a  d'ailleurs,  pour  le  cas 
des  courbes  algébriques 

« 

m  m — l  m~2         %  1 

+  z'"9^(x,j)  =  o  (io3) 

d'où  Ton  tire 

fy  —  ^my     -^     -9m-ly-+- 

Si  Ton  y  fait  x^x^,  J—J\y  -=o,  les  dérivées  se  réduisent  & 

«et  Ton  peut  écrire  Téquationde  Tasymptote  dans  le  cas  où  la  courbe 
est  algébrique 

*  '  '  m— 1 

On  voit  qu'elle  ne  dépend  que  des  termes  de  degrés  m  et  m  —  i ,  et 
que  par  conséquent  toutes  les  courbes  de  degré  m  qui  ont  mêmes 
termes  de  degrés  m  et  m  =  i  ont  les  mêmes  asymptotes,  si  du  moins 
les  rayons  infinis  sont  simples. 

Cette  asymptote  peut  être  réelle  ou  imaginaire,  suivant  que  la 
racine  simple  considérée  de  l'équation  (io4)  est  elle-même  réelle 
ou  imaginaire  ;  mais  si  elle  est  imaginaire  et  si  l'équation  de  la 
courbe  a,  comme  on  le  suppose  toujours,  ses  coefficients  réels,  Té- 
quation(io4)  admettra  la  racine  imaginaire  conjuguée  et  par  consé- 
quent, la  courbe,  l'asymptote  imaginaire  conjuguée.  Enfin^  l'asymp- 
tote pourra  dans  certains  cas  être  rejetée  à  Tinfini,  et  cela  arrivera 
toutes  les  fois  que  la  courbe  sera  tangente  à  la  droite  de  Tinfini.  Mais  i  1 
est  clair  qu'alors  la  racine  considérée  doit  être  double,  puisque  deux 
points  consécutifs  sont  confondus  à  l'infini.  Si  Ton  veut,  en  effet, 
que  l'asymptote  devienne 
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il  faut  que  Ton  ait  : 

Les  deux  premières  équations  expriment  que  la  racine  est  dou- 
ble ;  mais  si  Tinégalité  n'était  pas  satisfaite,  Téquation  de  Tasymp-; 
tote  deviendrait  une  identité,  et  la  théorie  des  points  singuliers 
expliquera  ce  que  devient  alors  le  point  considéré  à  Tinfini.  Si  elle 
est  satisfaite,  la  tangente  est  tout  entière  rejetée  à  l'infini,  et  on  dit 
que  la  branche  de  courbe  est  parabolique. 

Remarque.  —  Si  Ton  fait  z'=o  dans  les  formules  (56),  x  %\,y  de- 
viennent infinis  en  même  temps  :  ceci  peut  entraîner  des  diffiicultés 
dans  la  recherche  des  asymptotes  correspondantes  aux  valeurs 
finies  de  Tune  des  variables  jc  et  j  pour  lesquelles  Tautre  devient 
infinie;  et  bien  qu'à  la  rigueur  la  méthode  indiquée  puisse  s'appli- 
quer, principalement  dans  les  courbes  algébriques  comme  cela  sera 
expliqué  sur  un  exemple,  il  sera  en  général  plus  simple  de  cher- 
cher séparément  les  valeurs  de  l'une  des  variables,  â:  par  exemple, 
qui  rendent  Tautre  infinie,  et  de  remarquer  que',  pour  une  de  ces 
valeurs,  Tasymptote  est  précisément  la  parallèle  à  1  axe  Y'OY  cor- 
respondante; de  même  pour  les  asymptotes  parallèles  à  laxeX'OX. 
L'équation  de  la  tangente  au  point  (^p  jTi)  s'écrit,  en  efifet,  en  sup- 
posant  l'équation  résolue  sous  la  forme  j  =J[^) 

Or  j^  étant  infini,  sa  dérivée /'{j:i)  devient  infinie  en  même  temps, 

et  le  rapport  -7^,  tend  vers  zéro  ;  l'équation  se  réduit  donc  à 

J  W 

91.  Exercices.  —  i.  Trouver  les  asymptotes  de  la  courbe 

3?  -h  j  ^  —  Zaxy = o 

Les  points  à  Tinfini  sont  donnés  par 
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qui  se  décompose  en 

On  a  ensuite,  en  rendant  homogène 

f;  =  3{j^-axz) 

pour  jc  =  —r  et  ::  =  o,  on  obtient  l'équation 

L'équation  du  second  degré  donne  x=2,  r=i  =*=  ^---3;  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  les  dérivées  avec  z=zo^  on  obtient  les  asymp- 
totes imaginaires  conjuguées 

2x-{-j{—  i  ±y^— 3)  — a(i  ±y^— 3)  =  o 

dont  le  système  peut  s'écrire 

x^ — jr^ -h  j^^  —  fl  (x -hj^  —  a)  =  o 

Il  n'y  a  pas  d'asymptotes  parallèles  aun  axes  parce  que  la  courbe, 
étant  du  troisième  degré,  n'a  pas  plus  de  trois  asymptotes. 

2.  Si  la  courbe  est  algébrique,  les  asymptotes  parallèles  aux 
axes  s'obtiennent  sans  aucune  difficulté  par  la  méthode  générale. 
Pour  nous  borner  au  cas  où  le  point  n*est  pas  singulier,  supposons 
que  l'équation  (io4)  fournisse  la  racine  simple  x  =  o,  c'est-à-dire 
qu'il  n'y  ait  pas  de  terme  en  j^"*,  l'asymptote  correspondante 
sera  (§  90) 

Or  pour  x^=o,  ç'  se  réduit  au  coefficient  du  terme  en  x^y"""^  qui 
est  le  seul  dont  la  dérivée  par  rapport  à  x^,  qui  est  jT'\  ne  ren- 
ferme pas  x^  en  facteur;  <pm    s'annule  et(p(x^,  jj  se  réduit  au  terme 

en  j'"''^;  désignant  par  a  et  h  les  coefficients  de  ces  deux  termes 
et  divisant  parj>î*~*  on  obtient  pour  l'asymptote 

PiGQUBT,  Géom',  analyi,  1  & 
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Pour  a  =  o,  la  branche  de  courbe  considérée  serait  parabolique, 
à  condition  que  b  soit  différent  de  zéro.  Le  rayon  infini  considéré 
x=^o  deviendrait  double,  mais  Tasymptole  serait  la  droite  parfaite- 
ment déterminée  qui  est  à  l'infini  ;  elle  ne  deviendrait  indéterminée 
et  le  point  considéré  à  l'infini  ne  deviendrait  singulier  que  si  b  était 
nul.  Ce  cas  sera  examiné  plus  loin. 

On  arrivera  au  même  résultat  en  cherchant  les  valeurs  finies  de 
X  pour  lesquelles  j  devient  infini,  c'est-à-dire  en  égalant  à  zéro  le 
coefficient  du  terme  de  degré  supérieur  en  y. 

Si  l'on  veut  chercher  par  exemple  les  asymptotes  de  la  courbe 

x^  — 2/y^=o 

on  voit  qu'elle  ne  renferme  pas  de  terme  enj^,  ni  en  xj\  elle  a 
donc  deux  points  confondus  à  l'infini,  pour  lesquels  la  tangente  est 
la  droite  de  Tinfini,  le  coefficient  dej^  étant  différent  de  zéro  :  la 
branche  est  parabolique. 
3.  Trouver  les  asymptotes  de  la  courbe 

yzizxe* 

En  rendant  homogène,  l'équation  devient 

y=ixe* 

faisant  z  =  o 

y=x 

La  courbe  a  donc  un  point  à  l'infini  sur  la  bissectrice  de  Tanglc 
des  axes.  On  a  d'ailleurs 

pourj  =x  elz  =  o 

cl  Tasymptotc  a  pour  équation  en  faisant  2=  i,  pour  revenir,  si  Ton 
veut,  aux  coordonnées  absolues 

>^  =  X-4-  I 
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Quant  aux  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  on  re- 
marquera que,  pour  que  j>^  devienne  infini  pour  une  valeur  finie  de 
x,  il  faut  que  x  tende  vers  zéro  par  des  valeurs  positives  ;  Taxe  Y'OY 
est  donc  une  asymptote  de  la  courbe.  D'ailleurs  pour  x  infini,  j^ 
est  aussi  infini^  il  n'y  a  donc  pas  de  valeur  finie  de  j  qui  rende  x 
infini  et  par  suite  pas  d'asymptote  parallèle  à  l'axe  X'OX% 

4.  —  Trouver  les  asymptotes  de  la  courbe 

y^é"  I 

I 

I 

La  variable  y  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  x, 

il  n'y  a  donc  pas  d'asymptote  parallèle  à  Taxe  Y'OY  ;  mais  si  l'on 

fait  j:='00  ,  j  est  nul;  Taxe  X'OX  est  donc  asymptote  à  la  courbe 

du  côté  des  x  négatifs.  Si  maintenant  l'on  rend  homogène,  il  vient 

X 

y=.ze* 

d'où 

x=zL— =«Ly  — zLr 

et  pour  r=o,  on  a 

x=o 

La  courbe  a  donc  un  point  à  l'infini  sur  l'axe  Y'OY.  L'asymptote 
correspondante  ne  saurait  être  à  distance  finie,  puisque  j*  ne  de- 
vient infini  pour  aucune  valeur  finie  de  x.  G*est  ce  qu'on  vérifie  en 
remarquant  que  j'  augmente  indéfiniment  en  même  temps  que  x, 

y       e^ 
pourx>o;etqu'ilenestde  même  du  rapport*-  ou — ,  coefficient  an- 

gulaire  de  l'asymptote,  pour  les  mêmes  valeurs  de  x. 
La  branche  correspondante  de  la  courbe  est  donc  parabolique. 

92.  Points  d'arrôt,  points  saluants.  —  Il  est  difficile  de  ne 

pas  remarquer  l'analogie  qui  existe  entre  les  équations  des  deux 

courbes 

t 

dont  on  a  déterminé  les  asymptotes.  Lorsqu'elles  ont  été  rendues 
homogènes,  elles  deviennent 

y=ze*         yz=ixe* 
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et  se  déduisent  Tune  de  l'autre  en  permutant  les  variables  x  et  r. 
L'une  est  donc  une  transformée  homographique  de  l'autre  ;  les  for- 
mules de  transformation  sont 

X y z 

z      y       X 

d'où  Ton  tire  en  faisant  z=:^'=i  pour  revenir  aux  coordonnées 
cartésiennes 


X 
X 


(.a6) 


Les  équations  étant  résolues  par  rapport  a  r^  la  théorie  de  la  dis- 


Fig.  39 


cussion  des  fonctions  d'une  seule  variable  suffit  pour  permettre  de 
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construire  les  dent  courbes  (fig.  89),  et  Ton  voit  que  Tune  d'elles 
se  déduit  de  l'autre  par  la  permutation  de  Taxe  Y'OY  avec  la  droite 
de  TinGni.  Aux  points  de  Tune  situés  sur  cet  axe  et  à  leurs  tan- 
gentes, correspondent  par  les  formules  (126)  les  points  à  Tinfini  de 
Tautre  et  leurs  asymptotes.  Il  est  même  facile  de  vérifier  que  les 
coefficients  de  la  transformation  (126)  satisfont  aux  relations  (96) 
qui  caractérisent  Thomologie  dans  un  cas  particulier,  et  que  le 
centre  d'homologie  est  le  point  «,  tandis  que  l'axe  d'homologie  est 
la  droite  ic,  j  —  i,  parallèle  menée  à  Taxe  Y'OY  par  le  point  d'in- 
tersection des  deux  courbes,  qui  est  en  même  temps  celui  de  la 
seconde  pour  lequel  j  est  minimum.  Le  rapport  anharmonique  X 
est  égal  à  —  i,  de  telle  sorte  que  l'une  des  courbes  peut  se  déduire 
de  l'autre  par  la  transformation  suivante  :  par  le  point  a  on  fera 
passer  une  droite  quelconque,  qui  coupera  l'axe  d'homologie  au 
point  c  ;  le  point  m'  de  la  seconde  courbe  sur  cette  droite  est  le 
conjugué  harmonique  du  point  m  de  la  première  courbe  par  rap- 
port aux  points  a  et  c  ;  de  même  pour  p  et  p.  En  particulier  la 
droite  ad^  asymptote  de  l'une,  est  tangente  à  l'autre  au  point  d,  et 
ce  point  est  le  milieu  du  segment  ae. 
On  a  pu  remarquer,  à  propos  de  la  courbe 


que  lorsque  x  tend  vers  zéro,  j^-  ne  prend  pas  la  même  valeur  sui- 
vant que  jr  prend  des  valeurs  positives  ou  des  valeur,s  négatives.  La 
fonction  r  n'est  pas  continue,  lorsque  jt  varie  de  —  e  à  H-e;  mais 
elle  est  continue  jusqu'à  —  e  et  à  partir  de  +e,  si  petit  que  soit  e. 
On  peut  donc  appliquer  l'équation  (i  1 1)  de  la  tangente,  séparément 
aux  valeurs  positives  et  aux  valeurs  négatives  de  x,  et  l'on  trouve 
alors  deux  tangentes  différentes  (fig.  39)  qui  sont  :  pour  .r  <  o 
Taxe  X'OX  à  l'origine,  et  pour  x>  o  l'axe  Y'OY  à  l'infini.  Les 
points  de  contact  sont  des  points  d'arrêt;  on  en  rencontre  toutes  les 
fois  que  la  fonction  r,  supposée  finie,  cesse  d'être  continue  soit  dans 
un  intervalle  fini,  soit  dans  un  intervalle  infiniment  petit;  la  dis- 
continuité qui  provient  de  ce  que  j  est  infini  disparaît  en  général 
par  projection.  Le  contraire  peut  arriver  :  par  exemple,  dans  la  trans- 
formée,j>  =<?*,  les  deux  points  d'arrêt  sont  rejetés  à  l'infini,  comme 
cela  ressortira  des  considérations  qui  vont  suivre  sur  la  façon  dont, 
en  général,  une  courbe  est  située  relativement  à  une  des  asymp- 
totes. 
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Il  résulte  du  théorème  du  §  8i  qu'il  n'y  a  jamais  de  points 
d'arrêt  dans  les  courbes  algébriques  puisque  le  développement  de 
Taylor  leur  est  toujours  applicable.  Si  la  discontinuité  dont  il  vient 
d'être  question,  au  lieu  de  se  rencontrer  dans  la  fonction  j^  et  par 
suite  dans  ses  dérivées,  apparaît  seulement  dans  la  dérivée,  pour 
une  valeur  donnée  de  x,  alors  il  arrive  qu*en  un  point  de  la 
courbe  il  y  a  deux  tangentes  différentes  (fig.  4o),  c*est  ce  qu'on  ap- 


Fig.  4o 


pelle  un  point  saillant;  il  est  clair  qu'on  n'en  rencontre  pas  davan- 
tage dans  les  courbes  algébriques.  On  en  trouve  un  exemple  dans 
la  courbe  : 

J= i 

14-e' 

j  tend  vers  zéro,  lorsque  x  tend  vers  zéro  soit  par  des  valeurs  posi- 
tives, soit  par  des  valeurs  négatives;  mais  la  dérivée,  qui  a  la  même 

limite  que  ^,  tend  vers  zéro  dans  le  premier  cas  et  vers  Tunité 

dans  le  second.  Les  points  d'arrêt  et  les  points  saillants  sont  classés 
parmi  les  points  singuliers. 

La  transformation  (126)  est  souvent  utile  pour  ramener  à  dis- 
tance finie  les  éléments  de  Tinfini  ;  au  fond,  elle  revient  à  une 
perspective  dans  laquelle  la  droite  à  Tinfini  de  Tun  des  plans  a 
pour  transformée  Taxe  Y'OY  dans  l'autre.  Supposons,  par  exemple, 
qu'une  courbe  soit  tangente  à  Torigine  à  l'axe  X'OX  dont  l'équation 

est 

J=:0. 

t 

Sous  certaines  conditions  qui  font  que  le  point  considéré  n'est 
pas  singulier,  il  a  été  démontré  (§  81)  que,  .de  pari  et  d'autre  du 


NOTIONS  GÉNÉRALES  SUR  LES  COURBES  PLANES. 


231 


point  de  contact,  la  tangente  est  extérieure  à  la  courbe.  Considérons 
une  autre  courbe  qui  possède  une  asymptote,  en  un  point  à  l'infini 
qui  ne  soit  pas  singulier,  c'est-à-dire  qui,  ramené  à  distance  finie  par 
une  transformation  homographique,  satisfasse  aux  conditions  spé- 
cifiées (%  8i).  SiTasymptote  a  été  prise  pour  axe  X'OX,  la  transfor- 
mation précédente  ramène  à  l'origine  le  point  à  l'infini  sur  cet  axe, 
et  ne  change  pas  la  tangente  qui  est  toujours  la' droite. 


J=o 


Par  hypothèse  la  courbe  transformée  est,  aux  environs  du 
point  de  contact,  tout  entière  au-dessus  ou  tout  entière  au-des- 
sous  de   Taxe  X'OX  (fig.  40*  P^^^  un  point  de  la  branche  Om, 


1* 


Flg.  4i 

-  est  positif,  l'ordonnée  jr  de  la  branche  correspondante  de  la  pre- 

mière  courbe  est  donc  positive  et  comme  les  abscisses  dans  chaque 
courbe  sont  de  même  signe,  cette  branche  est  au-dessus  de  l'axe 
XOX  à  droite.  On  verrait  de  même  que  l'autre  branche  est  au- 
dessous  du  même  axe  à  gauche.  On  en  conclut  ce  théorème  im- 
portant : 

Pour  tout  point  à  r infini  qui  n^est  pas  singulier,  il  y  a  deux  bran- 
c/rs  de  courbe  correspqndant  à  V asymptote  efi  ce  point;  et  ces  deux 
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branches  sont  situées  départ  et  d'autre  de  l  asymptote,  fune  vers  fin- 

fini  positifs  C  autre  vers  r  infini  négatif. 

Ce  Ihéorème   peut  se  vérifier  directement  par  la  perspeclive- 
Considérons  une  branche  de  courbe  MAM'  tangente  en  A  à  la  droite 

kb  (fig.  4^))  et  projetons-la  d'un  sommet  S,  pris  pour  point  de 


^ , 


r 


\ 


\v' 


Mg.  43 


/ 


vue,  sur  un  plan  P  non  parallèle  au  sien,  choisi  de  telle  façon  que 
le  point  de  contact  soit  rejeté  à  Tiniini,  c'est-à-dire  parallèle  au 
rayon  SA.  Supposons  que  le  plan  de  la  figure  soit  le  plan  passant 
par  le  point  S  et  la  tangente  A&,  de  telle  sorte  que  la  projection  de 
la  tangente,  asymptote  à  la  projection  de  la  courbe,  soit  une  cer- 
taine droite  bc  située  dans  le  plan  de  la  figure.  Le  point  A  n'étant 
pas  un  point  singulier  de  la  courbe  donnée,  la  courbe  est  tout  en- 
tière du  même  côté  de  la  tangente,  et  si  Ton  suppose  que  la  trace 
de  son  plan  sur  le  plan  P  soit  la  droite  bd,  il  est  facile  de  trouver 
la  position  dans  le  plan  P  des  branches  de  courbe  correspondant 
aux  arcs  AM  et  AM'.  Dans  le  cas  de  la  figure,  la  courbe  MAM'  est 
tout  entière  en  avant  du  plan  de  la  figure;  donc  une  droite  telle 
que  SM,  qui  perce  ce  plan  au  point  S,  est  tout  entière  en  avant  de  ce 
plan  à  partir  du  point  S  dans  lu  direction  SM,  et  rencontre  le  plan  P 
en  un  point  m  qui  est  en  avant  de  bc  et  qui  décrit  une  branche  de 
courbe  telle  que  ma.  Au  contraire  une  droite  telle  que  SM'  est  tout 
entière  en  arrière  du  plan  de  la  figure  à  partir  du  point  S  dans  la 
direction  M'S  et  rencontre  le  plan  P  en  un  point  m'  qui  est  en 
arrière  de  bc  et  qui  décrit  une  branche  de  courbe  telle  que  m'a'.  Les 
deux  branches  de  courbe  asymptotes  à  la  droite  bc  offrent  donc  bien 
la  disposition  indiquée  par  le  théorème  qui  a  été  énoncé  plus  haut. 
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93.  —  Un  autre  procédé  permet  de  déterminer  les  asymptotes 
d'une  courbe  au  moyen  de  son  équation  tangeniielle.  Le  problème 
qui  consiste  à  trouver  les  tangentes  à  une  courbe  en  ses  points 
d'intersection  avec  une  droite  donnée  est  en  effet  le  corrélutif  de 
celui  par  lequel  on  se  propose  de  construire  les  points  de  contact 
des  tangentes  qui  passent  par  un  point  donné.  Comme  lui,  il  doit 
pouvoir  se  traiter  par  les  coordonnées  ponctuelles  et  par  les  coor- 
données tangentielles.  Si  en  effet  on  applique  le  principe  de  dualité 
au  calcul  du  §  87,  on  en  déduit  immédiatement  que  si  une  courbe 
est  donnée  par  son  équation  tangentielle 

F(m,c,k;)  =  o  (ii5) 

les  coordonnées  des  tangentes  en  ses  points  d'intersection  avec  la 
droite  (u^^^^q^Wq)  sont  les  solutions  communes  à  Téquation  (ii5)  et 
à  la  suivante 

«^oFu+v.f,'+u.,f:,=o.  (127) 

En  particulier,  si  les  coordonnées  sont  cartésiennes,  et  s*il  s'agit  de 
la  droite  de  l'infini,  il  faut  faire  1/^=^*^=0,  et  l'équation  (127)  se 
réduit  à 

F„{u,sf,w)^o 

qui,  combinée  avec  (ii5),  donne  les  coordonnées  des  asymptotes: 
mais  il  faut  observer^  comme  au  §  87,  que  quelques-unes  des  solu- 
tions pourront  être  étrangères  à  la  question,  comme  cela  sera 
expliqué  plus  loin,  à  propos  des  tangentes  singulières. 

94.  Normales,  développées  et  développantes;  foyers. 

—  La  perpendiculaire  à  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe  s'ap- 
pelle la  normale  en  ce  point  ;  plus  généralement,  deux  courbes  sont 
normales  en  un  de  leurs  points  d'intersection,  ou  encore  orthogo- 
nales  lorsque  les  tangentes  menées  en  ce  point  à  chaque  courbe 
sont  perpendiculaires.  Il  suit  de  là  que  l'équation  de  là  normale  au 
point  (x^,  jr>i  est 

Elle  renferme  deux  paramètres  variables  x^et  y^,  liés  par  l'équa- 
tion de  la  courbe  ;  les  normales  admettent  donc  une  courbe  enve- 
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loppe  (§  84)  qui  est  dile  la  développée  de  la  première  courbe.  Cette 
nouvelle  courbe,  fort  importante,  est  évidemment  algébrique  en 
même  temps  que  la  proposée  :  quoi  qu'il  en  soit,  elle  jouit  de  la 
propriété  suivante  que  l'on  démontre  en  analyse;  soient  m  et  m' 
deux  points  quelconques  de  la  première  courbe  (fig.  43),  p  et  p\  les 


Fig.  43 

points  de  contact  des  normales  en  m  et  m  avec  leur  enveloppe  ; 
l'arc  de  l'enveloppe  pp  est  égal  à  la  différence  des  longueurs  mp 
et  mp;  de  telle  sorte  que  si  Ton  enroule  la  normale  sur  la  déve- 
loppée, comme  un  fil  inextensible,  le  point  m  décrit  la  courbe 
donnée.  Réciproquement,  si  Ton  enroule  sur*  une  courbe  donnée 
une  de  ses  tangente3,  tout  point  de  la  tangente  décrit  une  courbe 
qui  est  une  développante  de  la  proposée,  et  dont  celle-ci  est  la 
développée  ;  une  courbe  admet  donc  une  infinité  de  développantes. 
Un  point  est  dit  foyer  d'une  courbe  lorsque  deux  des  tangentes 
menées  de  ce  point  à  la  courbe  passent  par  les  points  situés  à  Tin- 
fini  sur  les  directions  isotropes,  qui  ont  reçu  le  nom  de  points  cy- 
cliques. La  corde  de  contact  des  tangentes  isotropes  menées  par  un 
foyer  est  la  directrice  correspondante  à  ce  foyer.  Si  la  courbe  est 
de  classe  c,  on  peut  par  chaque  point  cyclique  mener  à  la  courbe 
un  faisceau  de  c  tangentes  qui,  par  leurs  intersections  mutuelles, 
donnent  lieu  à  c^  foyers.  Les  points  cycliques  sont  imaginaires  con- 
jugués; il  y  a  donc  des  foyers  réels,  ceux  qui  sont  à  Tintersection 
de  deux  tangentes  imaginaires  conjuguées.  Toutes  les  tangentes  d'un 
faisceau  sont  en  effet  imaginaires  (la  courbe  étant  supposée  à  coef- 
ficients réels),  mais  chacune  d'elles  a  son  imaginaire  conjuguée 
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dans  Tautre  faisceau  ;  d'où  il  suit  que  c  foyers  sont  réels  et  par 
suite  c(c— i)  imaginaires. 

Pour  nous  borner  au  cas  où  la  courbe  n'admet  pas  de  points  ni 
de  tangentes  singulières,  il  peut  arriver  que  Tua  des  points  cycli- 
ques, et  par  suite  l'autre,  soit  sur  la  courbe;  alors  (§  85)  de  chacun 
de  ces  points,  on  ne  peut  plus  mener  en  dehors  des  tangentes  en 
chacun  d'eux  que  c— 2  tangentes  à  la  courbe  :  elles  donnent  lieu  à 
(c— 2)^  foyers,  dontc— 2  sont  réels  et  (c— 2)  (c— 3)  sont  imaginaires* 
De  plus,  la  tangente  en  l'un  des  points  cycliques  coupe  le  faisceau 
des  tangentes  issues  de  l'autre  en  c  — 2  points,  ce  qui  donne  lieu  à 
2(0—2)  foyers  imaginaires  et  comptant  chacun  pour  deux.  Enfin 
les  tangentes  aux  deux  points  cycliques  se  coupent  en  un  point  réel, 
qui  est  foyer  singulier  et  qui  compte  pour  quatre. 

Il  peut  arriver  aussi  que  la  droite  de  Tinfini  soit  tangente  à  la 
courbe;  si  cette  tangente  n'est  pas  supposée  singulière,  le  point  de 
contact  n'est  aucun  des  points  cycliques  ;  car  si  c'était  l'un  d'eux, 
Tautre  le  serait  aussi.  Alors  parmi  les  c  tangentes  menées  de  chacun 
d'eux  à  la  courbe  se  trouve  la  droite  de  l'infini.  11  n'y  a  a  distance 
finie  que  c—  i  foyers  réels  et  (c—  i)  (c  —  2)  foyers  imaginaires  :  à 
l'infini  il  y  a  les  points  cycliques  comptant  chacun  pour  c—  i  et  le 
point  de  contact  de  la  droite  de  l'infini,  comptant  pouf  un. 

Théorème.  —  Toute  courbe  est  tangente  à  sa  développée  en  chacun 
de  ses  points  de  contact  avec  ses  tangentes  isotropes,  —  Pour  démon- 
trer ce  théorème,  il  sera  plus  clair  de  transformer  homographique- 


\  5  ^ 

w 


m 


Fig.  1', 

ment  la  notion  de  la  normale,  et,  au  lieu  de  son  enveloppe,  de  con- 
sidérer plus  généralement  colle  de  la  droite  passant  par  un  point  m 
variable  *dc  la  courbe  et  conjuguée  harmonique  delà  tangente  en 
ce  point  par  rapport  aux  deux  droites  joignant  le  point  à  deux  points 
iixes  a  et  b.  Si  le  point  m  est  le  point  de  contact  de  l'une  des  tan- 
gentes menées  par  le  point  a  (fig.  44)  il  est  clair  que  la  conjuguée 
harmonique  est  la  tangente  elle-même  ma  ;  pour,  avoir  le  point  de 
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contact  do  la  droite  dans  cette  position  avec  son  enveloppe,  il  suffit 
de  considérer  le  point  infiniment  voisin  m  et  la  position  mp  de  la 
droite  mobile  correspondant  à  ce  point  ;  il  est  clair  que  lorsque  le 
point  m\  en  décrivant  la  courbe  donnée,  tend  vers  le  point  m,  le 
point  p  tend  aussi  vers  le  point  m  et  qu'alors  le  point  de  contact  de 
la  droite  ma  avec  son  enveloppe  est  le  même  que  le  point  de  con> 
tact  avec  la  proposée,  laquelle  est,  par  conséquent,  tangente  en  m 
à  Tenveloppe  cherchée.  Si  Ton  suppose  maintenant  que  les  points 
^  et  &  soient  les  points  cycliques,  la  droite  mobile  devient  la  nor- 
male de  la  courbe  proposée,  laquelle  a^  par  suite,  avec  sa  déve- 
loppée un  contact  imaginaire  en  chacun  des  points  indiqués  dans 
renoncé.  11  en  résulte  que  tout  foyer  de  la  proposée  est  un  foyer  de 
la  développée. 

95.  Contact  des  courbes.  —  Lorsqu'on  l'un  des  points 
d'intersection  de  deux  courbes,  ces  courbes  admettent  la  même 
tangente,  on  dit  qu'elles  se  touchent^  ou  encore  qu'elles  sont  tan- 
gentes en  ce  point.  Si  l'on  considère  alors  l'ordonnée  y  comme 
fonction  de  l'abscisse,  il  est  clair  que^  pour  la  valeur  de  or  corres- 
pondant au  point  de  contact,  non  seulement  j> ,  mais  aussi  sa  déri* 
vée  par  rapport  à  x  qui  représente  (§  8o)  le  coefficient  angulaire  de 
4a  tangente,  prennent  respectivement  la  même  valeur,  soit  qu'on 
les  calcule  au  moyen  de  l'équation  de  la  première  courbe,  soit 
-qu'on  les  tire  de  la  seconde.  S'il  n'en  est  pas  de  même  pour  la  dé- 
rivée seconde,  on  dit  que  les  deux  courbes  ont  un  contact  du  pre- 
mier ordre. 

Plus  généralement,  deux  courbes  ont  en  un  point  un  contact 
d'ordre  n,  lorsqu'on  supposant  leurs  équations  résolues  par  rapport 
41  la  même  inconnue,  y  par  exemple,  l'ordonnée  y  et  ses  n  pre- 
mières dérivées,  calculées  dans  l'une  des  équations,  sont  respecti- 
vement égales  aux  mêmes  expressions  tirées  de  l'autre  équation, 
pour  une  même  valeur  de  j:  :  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
X  et  7  est  le  point  de  contact  et  doit  alors^  ainsi  que  cela  va  être 
démontré,  être  regardé,  dans  l'évaluation  des  points  d'intersection 
des  deux  courbes,  comme  résultant  de  la  coïncidence  de  /t+i  points 
consécutifs.  On  sait  en  effet  que  si  l'on  considère  n-M  points  voi- 
sins, mais  dont  les  distances  soient  finies,  et  dont  les  ordonnées 
j'o»  Jp yn  équidistantes  répondent  aux  abscisses 
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l'ordoanée  jn  s'exprime  en  fonction  entière  de  y  et  des  différences 
finies  A| j> ,  Agjr par  la  relation 

11  suit  de  là  que  si^  dans  le  Yoisinage  du  point  d'intersection  {j^q^Jq} 
deux  courbes  ont  en  outre  n  différences  finies  communes,  les  n 
points  voisins  du  point  {Tq.Yq),  répondant  à  ces  différences,  sont 
aussi  communs.  Si  maintenant  Ton  suppose  que  àx  tende   vers 

A    •1'' 

zéro,  la  notion  de  la  dérivée  d'ordre  n  qui  est  la  limite  de  rr^-se 

[àx)" 

substitue  à  celle  de  la  n*r~  différence,  et  Ton  voit  que  si  j  et 
ses  n  premières  dérivées  sont  les  mêmes  pour  les  deux  cour- 
hes,  cela  revient  à  dire  qu'elles  ont  /z+i  points  consécutifs  com- 
muns. 

Réciproquement,  si  les  deux  courbes  ont  /<+i  points  communs- 
consécutifs,  r  et  ses  n  premières  dérivées  ont  les  mêmes  valeurs, 
qu'on  les  calcule  au  moyen  de  l'une  ou  de  l'autre  équation.  Cela 
résulte  de  ce  qu'inversement  Inj  s'exprime  en  fonction  entière 

Ce  raisonnement  suppose  que  les  /i+i  points  consécutifs  sont, 
dans  chaque  courbe,  sur  une  même  branche  de  courbe,  et  il  est 
par  conséquent  valable  toutes  les  fois  que  le  contraire  n'a  pas  lieu, 
en  particulier  dans  le  cas  de  la  figure  38,  le  seul  considéré  jusqu'à 
présent.  On  a  ainsi,  dans  ce  cas,  Tintcrprélation  de  la  présence  de 
racines  multiples  dans  l'équation  résultante  de  l'élimination  de 
Tune  des  inconnues  entre  les  équations  des  deux  courbes  :  elle  se 
complète  géométriquement  par  le  théorème  suivant. 

Théorème.  —  Lorsque  deux  courbes  ont  un  point  commun^  elle 
se  traversent  ou  ne  se  traversent  pas^  suivant  que  le  contact  en  ce 
point  est  d'ordre  pair  ou  d'ordre  impair. 

On  peut  effet,  d'après  le  théorème  de  Taylor,  développer  comme 
il  suit  la  valeur  de  l'ordonnée  d'un  point  voisin  du  point  consi* 
déré,  dans  chaque  courbe 

,.=/(x4-/0=/(x)+/(f(x)+^j/V)4- -H,^-i^/-H.{x)+ 

,-F{x+h)=F[x)+hF'ix)+'^,F'{x)+ +  ^^F'^'{x)+ 


•  •••»- 
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d'oii  l'uu  tire,  en  tenaut  compte  de  ce  que  le  point  considéré  est 
à  lu  foLs  sur  les  deux  courbes 


r,-j^,=/{/»-F(x)]-h 4-^^[/»^«(^)-F'*^'(x)] 


-4- 


Si  les  courbes  ne  sont  pas  tangentes  en  ce  point,  auquel  cas  le 
contact  peut  être  regardé  comme  étant  d'ordre  zéro,  le  coefGcient 
de  h  est  différent  de  zéro,  et  pour  des  valeurs  très  petites  de  h  le 
second  membre  prend  le  signe  du  premier  terme^  c'est-à-dire  qu'il 
change  de  signe  avec  h  ;  par  conséquent,  de  part  et  d'autre  du 
point  d'intersection,  la  différence  des  ordonnées  de  chaque  courbe 
correspondantes  à  une  même  abscisse,  prend  des  signes  contraires 
et  les  courbes  se  traversent. 

Si  les  courbes  ont  un  simple  contact,  le  coefficient  de  h  est  nul, 
tandis  que  celui  de  h^  est  ditTérent  de  zéro  ;  la  différence  des  ordon- 
nées ne  change  pas  de  signe  avec  h  et  les  courbes  ne  se  traversent 
pas;  c'est  ce  qui  a  déjà  été  démontré  (§  80]  pour  le  cas  d'une  courbe 
et  de  sa  tangente.  Enfin,  plus  généralement,  si  les  courbes  ont  un 
contact  d'ordre  /i,le  plus  faible  exposant  de  h  dans  le  second  mem- 
bre est /t+  1,  et  l'on  voit  de  même  que  les  courbes  se  traversent  ou 
non  suivant  que  /»+ 1  est  impair  ou  pair,  c'est-à-dire  suivant  que  le 
contact  est  d'ordre  pair  ou  d'ordre  impair.  C.  0.  F.  D. 

Lorsqu'il  est  du  second  ordre,  par  exemple,  lescourbesse  traver- 
sent, et  l'on  dit  qu'elles  sont  osculatrices.  Ainsi,  par  trois  points 
consécutifs  d'une  courbe^  on  peut  faire  passer  un  cercle  et  un 
seul  ;  c'est  le  cercle  osculateur  de  la  courbe  en  ce  point  :  il  la  tra- 
verse en  général.  Mais  il  peut  arriver  que  quatre  points  consécutifs 
soient  sur  un  même  cercle,  alors  on  dit  que  le  point  est  sommet 
de  la  courbe  ;  le  contact  devient  du  troisième  ordre  et  le  cercle 
osculateur  en  ce  point  ne  traverse  pas  la  courbe.  De  même  on 
verra  que  par  cinq  points  on  peut  faire  passer  une  courbe  du  se- 
cond degré  et  une  seule.  Il  y  a  donc  en  tout  point  d'une  courbe 
une  courbe  du  second  degré  unique  ayant  avec  la  première  un 
contact  du  quatrième  ordre;  elle  la  traverse  en  général.  Mais  si 
six  points  consécutifs  sont  sur  une  même  courbe  du  second  degré, 
le  contact  devient  du  cinquième  ordre,  et  les  courbes  ne  se  tra- 
versent pas.  Ces  points  remarquables,  sur  une  courbe  donnée,  ont 
reçu  le  nom  de  points  scxtactiques^  peut-être  impropre,  puisque  le 
contact  n'est  pas  du  sixième  ordre. 
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Tout  ce  qui  précède  suppose,  bien  entendu,  que  dans  chaque 
courbe  Tordonnée  voisine  de  celle  du  point  de  contact  peut  se  dé- 
velopper d'après  le  théorème  de  Taylor,  c'est-à-dire  qu'elle  est 
finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées,  dans  un  intervalle  très 
petit;  ce  qui,  en  particulier,  a  toujours  lieu  dans  les  courbes  algé- 
briques, si  le  point  n'est  pas  singulier,  s*il  est  à  dislance  finie,  et 
si  la  tangente  n'est  pas  parallèle  à  i'axe  Y'OY,  puisque *le  numéra- 
teur d'une  dérivée  quelconque  est  toujours  fini  et  que  son  dénomi- 
nateur est  une  puissance  de^^'.  Si  le  point  est  à  Tinfinî,  les  deux 
courbes  auront  un  contact  d'ordre  n  toutes  les  fois  qu'une  transfor- 
mation homographique  donnera  au  point  transformé  un  contact 
d'ordre  n  à  distance  finie  :  les  dispositions  relatives  des  deux 
courbes  résultent  alors  facilement  de  la  figure  4^*  Si  la  tangente 
est  parallèle  à  l'axe  Y'OY  on  changera  cet  axe,  et  le  théorème  qui 
vient  d*étre  démontré  subsiste. 

Si  l'on  considère  les  courbes  comme  enveloppes  de  droites,  au 
lieu  de  les  regarder  comme  lieux  de  points,  il  est  clair  que,  lorsque 
n+ 1  sommets  du  polygone  infinitésimal  inscrit  sont  venus  se  con- 
fondre en  un  seul,  autant  de  côtés  du  polygone  circonscrit  ont 
opéré  leur  coïncidence,  et  réciproquement.  Le  contact  d'ordre  n 
peut  donc  aussi  bien  se  définir  par  la  coïncidence  de  n  +  i  tan- 
gentes consécutives  que  par  celle  dera+i  points  infiniment  voi- 
sins, qui  le  caractérise.  D'ailleurs  l'une  des  propriétés  est  la  trans- 
formée de  l'autre  par  voie  de  dualité  ;  il  suit  de  là  que  deux 
courbes  qui  ont  en  un  point  un  contact  d'ordre  n  ont  pour  cor- 
rélatives deux  courbes  jouissant  de  la  même  propriété  :  au  point 
et  à  la  tangente  de  contact  dans  Tune  des  figures  correspondent 
respectivement  dans  l'autre  la  tangente  et  le  point  de  contact.  On 
peut  encore  conclure  de  ce  qui  précède  que  dans  l'évaluation  des 
tangentes  communes  aux  deux  courbes  la  tangente  commune  au 
point  de  contact  devra  compter  pour /i+ 1,  l'équation  résultante  de 
l'élimination  de  l'une  des  variables  u  ^iv  entre  les  deux  équations 
tangentielles  ayant  une  racine  multiple  d'ordre  /»+i. 

Enfin,  la  définition  du  contact  d'ordre  n  est  évidemment  pro- 
jective  ;  d'où  il  suit  que  les  transformées  homographiques  de  deux 
courbes  qui  ont  un  contact  d'ordre  n  sont  affectées  de  la  même 
particularité,  le  point  et  la  tangente  de  contact  se  transformant 
respectivement  suivant  le  point  et  la  tangente  de  contact.  C'est  ce 
qui  justifie  la  définition,  donnée  plus  haut,  du  contact  d'ordre  n 
à  l'infini. 
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96.  Exercice.  —  Conditions  pour  que  deux  courbes  algébriques 
aient  à  F  origine  un  contact  du  premier^  du  second^  ou  du  troisième 
ordre. 

Soient  en  coordonnées  absolues 


/(x,j)^o==9,+9,-hÇ3+ 


les  équations  des  deux  courbes  passant  Tune  et  Tautre  à  rorigine^ 
décomposées  en  termes  séparément  homogènes. 
Si  Ton  pose 

on  en  déduit  sans  peine,  pour  x=o  et  j^=o 

yx  =  «o      fy'^^i 

On  a  d'ailleurs,  en  général 

^  J'y 

Pour  que  les  dérivées  premières  soient  égales,  il  faut  donc  que 
Ton  ait 


a 


0 ^ 


a^      a, 


doù 


«0        ^\ 


et  par  suite 

9,=X+,  (128) 

d'où  Ton  conclut  que,  pour  que  les  deux  courbes  soient  tangentes  à 
CoriginCj   il  faut  que  tensemble  des  termes  du  premier  degré  soit 
le  même  à  un  facteur  près  dans  les  deux  équations. 
On  a  ensuite 

Jv 
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Si  Ton  pose 


on  trouve,  pour  x=o  et  >  =  o 


On  en  conclut,  pour  Tégalité  des  dérivées  secondes 


« 


«î 


OU 


(«29) 


en  désignant  respectivement  dans  chaque  équation  par  R^  et  par  P, 
les  résultants  de  renscmble  des  termes  du  premier  degré  avec  Ten- 
semble  des  termes  du  second  degré.  Cest  la  condition  à  ajouter  à 
la  précédente  pour  le  contact  du  second  ordre. 

La  façon  la  plus  simple  d'obtenir  Texpression  générale  de  la 
dérivée  troisième  consiste  à  dériver  Téquation  qui  fournit  la  dé- 
rivée seconde,  en  la  mettant  sous  la  forme 


J'y- 
fy 


fy 

O 


et  appliquant  le  théorème  d'algèbre  d'après  lequel  la  dérivée  d*iin 
déterminant  est  égale  à  la  somme  des  déterminants,  chacun  des- 
quels s'obtient  en  remplaçant  dans  le  déterminant  proposé  les 
éléments  d'une  même  colonne  par  leurs  dérivées. 
Si  Ton  pose  d'ailleurs 


?3 


on  eB  déduit,  pour  or =0  etj=o 

PicQCET,  Giom.  analyf. 


i6 
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Remplaçant  dans  Téquationqui  donne  la  dérivée  troisième  tou- 
tes les  dérivées  par  leurs  valeurs,  on  obtient  finalement 

d'où,  en  désignant  par  R,  le  résultant  de  Tensemble  des  termes 
du  premier  degré  avec  l'ensemble  des  termes  du  troisième  degré 

Y    =  —  O  ■  - 

el  par  conséquent  la  condition  à  ajouter  aux  précédentes  pour  le 
contact  du  troisième  ordre  sera,  en  désignant  par  P,  la  quantité 
analogue  dans  l'équation  de  l'autre  courbe 

«iai(aîR«  -  «iPs)  -  ^oi{aib^  -  fla*«)R«  ■+-  aa}(aA  -  aA)Pi= o     (  1 3o) 

En  vertu  de  (ia8)  et  de  (lag)»  elle  peut  encore  s'écrire,  si  Ton  veut 
floa,(oiR,  -  flJP,)  -  ao4(flt  A«  -  flo*i)R,  -+-  aaJfa^Po  -  «t&i)Pi = o 

En  désignant  de  même  par  R^,  et  P^  les  résultants,  dans  chaque 
équation,  de  l'ensemble  des  termes  du  premier  degré  avec  Ten- 
semble  des  termes  de  degré  /»,  il  y  aura  contact  d'ordre  n  à  Tori- 

gine  toutes  les  fois  que  R,,  R3, R/,  et  P,,  P,, P»  seront 

nuls.  C'est  le  cas  particulier  où  les  /»  +  i  points  consécutifs  com- 
muns sont  en  ligne  droite.  On  peut  en  conclure  que  la  condition 
pour  le  contact  d'ordre  /»,  lorsqu'il  y  a  déjà  contact  d'ordre  n  ^  i, 
est  une  relation  dont  chaque  terme  renferme  R^,  R,,....  R« 
ouP„  P„ P^. 


CHAPITRE   11 


DBS  POINTS   SINGULIERS   ET  DES  TANGENTES   SINGULIÈRES 

DANS   LES   COURBES   ALGÉBRIQUES 


97.  Points  d'inflexion.  —  On  a  trouvé  (§  80)  l'équation  de  la 
iangeiite  en  un  point  d'une  courbe  plane.  Dans  plusieurs  cas  par- 
ticaliers  qui  ont  été  spécifiés^  il  arrive  qu'elle  cesse  d'être  valable, 
ou  que  la  tangente  n'est  pas  située  par  rapport  à  la  courbe  comme 
l'indique  le  théorème  du  §  81  ;  toutes  les  fois  que  l'un  de  ces  cas  se 
présente,  on  dit  que  le  point  est  singulier. 

Avant  d'aborder  l'étude  des  points  singuliers,  nous  établirons  le 
lemme  suivant. 

Lorsque^  par  suite  de  la  variation  (Tun  paramètre^  les  coefficients 
des  p  termes  de  degré  inférieur  d'une  équation  algébrique ^  et  par 
suiie  autant  de  racines  de  f  équation^  tendent  vers  zéro ^  ces  racines  ten* 
déni  respectivement  vers  les  racines  de  Féqîtation  de  degré  p  obtenue 
en  égalant  d  zéro  t ensemble  des  p-hi  derniers  termes;  c'est-à-dire  que 
l'on  peut  disposer  du  paramètre  de  telle  façon  que  le  rapport  de 
l'une  des  racines  qui  tendent  vers  zéro  à  la  racine  correspondante 
de  l'équation  indiquée  soit  aussi  voisin  de  l'unité  qu'on  voudra. 

Soit 

l'équation  considérée,  dans  laquelle  le  paramètre  «  tend  verszém. 
Désignant  par  x^  Tune  des  racines  qui  tendent  vers  zéro,  on  peut 
mettre  of  en  facteur  dans  la  première  partie  de  Téquation,  qui 
s'écrit  alors 
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et,  pourvu  que  a^_p  soit  fini,  on  peut  prendre  a  assez  petit  pour 
que  tous  les  termes  de  la  parenttièse  disparaissent  devant  le  der- 
nier, c'est-à-dire  pour  que  la  racine  considérée  satisfasse  à  l'équa- 
tion obtenue  en  égalant  à  zéro  Tensemble  des  p-f- 1  derniers  termes. 

C.  Q.  F.  D. 
Supposons  maintenant  que  a^  ait  une  valeur  finie,  et  posons 


I 


Substituant  dans  le  premier  membre  de  l'équation  limite  à  laquelle 
satisfont  les  p  racines  qui  tendent  vers  zéro,  et  divisant  par  a,  il 

vient 

p— i  1 

a^^p^ -{-OLP  a„_^i?-*  + +  3^«m-l5  +  «m  =  O 

équation  n'ayant  aucune  racine  nulle  et  aucune  racine  inGnîe; 
d'où  il  suit  que  x^  et  Ç  étant  liés  par  la  relation  (i3i),  ^  tend  vers 
une  limite  finie  :  ^  n'augmentant  pas  indéfiniment,  tous  les  termes 
que  contiennent  a  sont  négligeables,  et  l'équation  se  réduit  à 


«m-p5''"+-««  =  0 


d'où,  en  multipliant  par  a, 


de  sorte  que  l'on  peut  encore  dire  que,  lorsque  par  suite  de  la  varia- 
tion d'un  paramètre,  qui  n'entre  pas  dans  le  terme  coîistant  à  une 
puissance  supérieure^  les  coefficients  des  p  termes  de  degré  inférieur 
d'une  équation  algébrique,  et  par  suite  autant  de  racines  de  F  équation 
tendent  vers  zéro^  ces  racines  tendent  respectivement  vers  les  racvies 
de  r équation  binôme  de  degré  p  formée  du  terme  en  x^  dans  t équation 
proposée  et  du  terme  indépendant. 

La  considération  des  grandeurs  infiniment  petites  permet  d'ex- 
pliquer ce  résultat.  L'on  voit  d'abord  que,  a^  étant  supposé  fini^  si 
l'on  prend  pour  infiniment  petit  principal  la  racine  x^  qui  tend 
\ers  zéro,  a  est  un  infiniment  petit  d'ordre  p  en  vertu  de  l'équation 
(i3i)  dans  laquelle  §  est  fini.  Il  suit  de  là  que  toutes  les  racines  qui 
tendent  vers  zéro  sont  de  même  ordre,  puisque  l'ordre  de  a  ne 
peut  changer  avec  la  racine  considérée;  et,  comme  vérification,  le 
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produit  des  racines  de  l'équation  donnée,  qui  est  en  valeur  absolue 
3t-^,  est  d'ordre  p.  Mais  la  somme  des  produits  m—  i  à  m  —  i  des 


mêmes  racines  est,  en  valeu    absolue,  a  jaizl-^  c'est  donc  un  infini- 

meot  petit  d'ordre/^:  il  faut  donc  que  Tensemble  des  termes  de 
cette  somme  dans  lesquels  ne  figurent  que  ;;—  i  des  racines  qui  ten- 
dent vers  zéro  soit  rigoureusement  nul;  ce  qui  exige  que  la  somme 
des  produits^  —  I  kp  —  i  de  ces  racines  soit  nulle  :  et  ainsi  de  suite 
pour  toutes  les  autres  sommes  des  racines  qui  tendent  vers  zéro. 
Au  fond,  la  démonstration  du  théorème  du  §  8i  repose  sur  le 
lemme  qui  yient  d'être  établi.  Si  Ton  simplifie  maintenant  Téqua- 
tîon  (lia)  en  supprimant  le  terme /(j:^,j>o)  qui  est  nul  et  divisant 
par  p,  elle  s'écrit 

et  si  Ton  suppose  que  le  terme  indépendant  de  cette  équation  divise 
le  coefficient  de  p,  le  théorème  ne  subsiste  plus. 

Pour  savoir  ce  qui  arrive  alors,  il  faut  remarquer  que,  lorsque  le 
rapport  X  des  paramètres  atib  prend  une  valeur  voisine  de  la  va- 
leur \  qui  annule  le  terme  indépendant  de  Téquation  (iSs),  deux 
valeurs  de  p  tendent  vers  zéro  puisque  le  coefficient  de  p  renferme 
comme  facteur  le  terme  indépendant.  En  vertu  du  lemme  précé- 
dent^ ces  racines  ont  pour  limites  respectives  celles  de  l'équation 
binôme 

qui  sont  réelles  ou  imaginaires  suivant  le  signe  du  terme  indépen- 
dant, et  dans  le  premier  cas  de  signes  contraires.  11  en  résulte  que 


Fig.  13 


lorsque  X  tend  vers  X^,  les  deux  valeurs  de  p  qui  tendent  vers  zéro 
^ont  réelles  et  de  signes  contraires  un  peu  avant,  imaginaires  un 
peu  après,  ou  inversement.  La  courbe  affecte  alors  aux  environs  du 
point  de  contact  la  forme  de  la  figure  4^  et  traverse  sa  tangente; 
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OQ  dit  que  le  point  considéré  est  un  point  cTin/texion,  Trois  des 
points  d'intersection  de  la  sécante  variable  (43)  sont  confondus  en 
un  seul,  et  ce  résultat  est  d'accord  avec  le  théorème  générai  dé- 
montré dans  la  théorie  du  contact  des  courbes. 

Plus  généralement,  si  le  terme  indépendant  de  Téquation  (iSa) 
est  facteur  dans  les^—  i  coefficients  suivants,  p  valeurs  de  p  ten- 
dront vers  zéro  en  même  temps  que  X  tendra  vers  \,  et  leurs 
limites  respectives  seront  celles  des  racines  de  l'équation  binôme 

dont  une  seule  est  réelle  et  change  de  signe  en  même  temps  que  le 
terme  indépendant  s'annule,  si  p  est  impair;  tandis  que  deux  sont 
réelles  et  de  signes  contraires  un  peu  avant,  imaginaires  un  peu 
après,  si  ;;  est  pair.  La  courbe  affectera  donc  dans  le  premier  cas  la 
forme  de  la  figure  38,  dans  le  second  celle  de  la  figure  4^  ;  mais 
avec  cette  différence  que,  dans  l'un  et  l'autre,  p  +  i  des  points  d'in- 
tersection de  la  sécante  et  de  la  courbe  sont  confondus,  et  que,  par 
conséquent,  les  dérivées  y^J^  et^'^  ayant  toujours  été  supposées  diffé- 
rentes de  zéro  et  la  tangente  restant  bien  déterminée  (§  gS),  elle 
offre  avec  la  courbe  un  contact  d'ordre  p  :  on  verra  plus  loin  que 
le  point,  doit  être  regardé  comme  étant  la  superposition  dep  —  i 
points  d'inflexion. 

Ces  résultats  demeurent  d'accord  avec  le  théorème  qui  yient 
d'être  rappelé,  puisque  la  tangente  traverse  la  courbe  ou  ne  la  tra- 
verse pas  suivant  que  le  contact  est  d'ordre  pair  ou  d'ordre  impair. 
Ils  subsistent  dailleurssi  un  ou  plusieurs  des  coefficients  des  puis- 
sances de  p^  dans  lesquels  le  terme  indépendant  est  supposé  fac- 
teur, différents  de  ce  dernier,  viennent  à  manquer  dans  l'équation; 
ce  qui  exige  que  les  groupes  correspondants  de  dérivées  de  même 
ordre  s'annulent  identiquement  pour  j:=:x^  et  r=^o'  ^  démon- 
stration du  lemme  ne  suppose  en  effet  aucun  des  p  4- 1  derniers 
coefficients  de  l'équation  donnée  différent  de  zéro,  sauf  a^f  et 
dans  ce  qui  précède  les  dérivées y^J^,  f^^  et  par  suite  le  terme  indé- 
pendant, ont  été  expressément  supposés  différents  de  zéro. 
f  98. .—  La  théorie  qui  vient  d'être  exposée  fournit  immédiate- 
ment le  moyen  de  déterminer  les  points  d'inflexion.  Si  l'on  exprime 
en  effet  que  le  facteur 
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divise  Texpression  du  second  degré 

on  obtient,  par  l*élimination  de  a  et  b^  la  condition 

/•/t  r»  rt    ri    /*v  /-/j  r"  

JyJ'l  ~  V'JyJ^m  "^J^oJyl  ^  ^ 
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(i33) 


équation  d'une  courbe  dont  les  points  d'intersection  avec  la  proposée 
comprennent  les  points  cherchés.  On  a'  en  effet  écarté  le  cas  où  lés 
dérivées  premières  s'annulent  identiquement  pour  x=Xq  et  jr  =Joy 
et  il  est  manifeste  dès  à  présent  que  ces  points  appartiennent  à  la 
courbe  (i33). 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  précisément  (§  96),  le 
numérateur  de  la  dérivée  seconde  de  j^  considéré  comme  fonction 
de  Xq  définie  par  Téquation  de  la  courbe  proposée.  Les  points  d'in- 
flexion sont  donc  les  points  de  la  courbe  pour  lesquels  cette  dérivée 
est  nulle  sans  que  la  dérivée  première  soit  indéterminée.  Ceci  était 
évident  à  priori,  car  la  dérivée  seconde  est  nulle  pour  tous  les  points 
d'une  ligne  droite;  or,  la  tangente  en  un  point  d'inflexion  ayant 
avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre,  les  deux  premières 
dérivées  sont  les  mêmes  pour  la  tangente  et  pour  la  courbe. 

La  courbe  (i33),  qui  passe  par  les  points  d'inflexion^  est  de 
degré  3m  —  4;  mais  il  est  facile  de  voir  que,  au  point  de  vue  de  la 
recherche  des  points  d'inflexion,  on  doit  la  remplacer  par  une 
courbe  de  degré  3  (m  — 2),  inférieur  de  deux  unités.  Son  équation 
peut  s'écrire 

/x*         /xy         Jx 

/^»  ri*  /•/ 

yx       /?/•        Jy 

Jl       J'y         - 


=  0 


Si  Ton  rend  homogène,  on  a  identiquement 

Remplaçant  ]es  dérivées  premières  par  leurs  valeurs,  multipliant 
le  déterminant  par  (m  —  t)'  et  simplifiant,  il  vient 


r. 

y; 

y:. 

j:^ 

/; 

Jy* 

/- 

y; 

y;. 

—  m(m—  i) 


Jy^ 


f" 

J  xy 


/(^0.5)  =  o 
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Les  points  communs  à  cette  courbe  et  à  la  proposée  sont,  abstrac- 
tion faite  du  facteur  z^  qui  est  évidemment  étranger  à  la  question, 
les  mêmes  que  ceux  de  la  proposée  et  de  la  courbe 


f^ 

/; 

yr. 
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(i34) 


dont  Téquation  de  degré  3'(m—  t)  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le 
déterminant  symétrique  des  six  dérivées  secondes.  Par  analogie 
avec  le  Ilessien  d'une  fonction  homogène  à  deux  variables  (§  89),  et 
en  souvenir  du  même  auteur,  elle  a  reçu  le  nom  de  Hessienne. 

On  peut  obtenir  plus  rapidement  ce  résultat,  et  l'étendre  en 
même  temps  à  un  système  quelconque  de  coordonnées  trilinéaires, 
en  faisant  immédiatement  emploi  des  coordonnées  homogènes.  Si 
l'on  détermine  en  effet  les  points  d'intersection  avec  la  courbe  pro* 
posée  de  la  sécante  mobile  menée  par  le  point  (^o*J^o9^o)  ^^  moyen 
de  l'équation  (ii3),  il  est  clair  qu'on  arrivera,  par  une  discussion 
analogue  à  la  précédente,  à  trouver  les  points  d'inQexion  par  la 
condition  que  le  facteur 

divise  l'expression  du  second  degré 

11  faudra  d'abord  pour  cela  que  cette  expression  soit  décompo- 
sable  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires,  ce  qui  n'arrive  pas 
généralement.  Géométriquement,  la  courbe  du  second  degré  polaire 
d'ordre  m— 2  du  point  considéré  se  décomposera  en  deux  droites. 
Or  l'on  verra,  dans  la  théorie  des  courbes  du  second  degré,  que  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cela  ait  lieu  est^  en  sup- 
primant les  indices,  l'équation  (i 34).  Mais  il  résulte  de  la  théorie 
des  polaires  que  toutes  les  polaires  d'un  point  d'une  courbe  passent 
par  ce  point  et  y  admettent  la  même  tangente.  L'une  des  deux 
droites  résultant  de  la  décomposition  de  la  polaire  d'ordre  m— 2. 
est  donc  la  tangente  en  ce  point,  c'est-à-dire  que  réciproquement, 
lorsque  la  condition  (i34)  est  remplie  pour  un  point  de  la  courbe, 
l'un  des  facteurs  est 


DES  POINTS  SINGULIERS  ET  DES  TANGENTES  SINGULIÈRES.  2*9 

et  le  point  considéré  est  d'inflexion.  Il  faut  toutefois  excepter  le 
cas^  qui  a  toujours  été  écarté  jusqu'à  présent,  où  les  dérivées  fy^ 
etyi^  sont  nulles,  ce  qui  entraîne  yi  =  o  puisque  les  coordonnées 
du  point  satisfont  l'équation  de  la  courbe.  On  dit  alors  que  le 
point  est  multiple;  on  a  tu  d'ailleurs  qu*il  est  sur  la  Hessienne, 
il  en  résulte  que  tous  les  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
la  Hessienne  sont  des  points  d'inflexion  ou  bien  des  points  mul- 
tiples. 

99.  —  La  Hessienne  se  présente  donc  comme  jouissant  des 
propriétés  les  plus  importantes.  Elle  est  susceptible  d'une  défi- 
nition simple,  puisqu'elle  est  le  lieu  des  points  dont  la  polaire 
d'ordre  m— 2  se  réduit  à  deux  droites.  Dans  la  théorie  des  points 
multiples,  elle  sera  définie  d'une  autre  façon  comme  lieu  de 
points  ;  toutes  ces  propriétés  sont  évidemment  projectiyes,  et  le 
premier  membre  de  son  équation  est  un  covariant  du  premier 
membre  de  l'équation  de  la  courbe  comme  l'analyse  le  vérifie  sans 
peine. 

Au  point  de  vue  de  la  recherche  du  nombre  des  points  d'in- 
flexion d'une  courbe  algébrique,  il  est  nécessaire  d'étudier  ce  qui 
se  passe  en  chacun  des  points  d'intersection  de  la  Hessienne  avec 
la  courbe  proposée;  on  supposera  d'abord,  comme  on  Ta  fait  jus- 
qu'à présent,  que  les  dérivées  J\^fy^^f%^  ne  soient  pas  simultané- 
ment nulles  et  que  par  conséquent  le  point  soit]  d'inflexion  ;  la 
marche  à  suivre,  qu'on  peut  se  borner  à  indiquer,  est  la  suivante. 
On  écrira  l'équation  de  la  courbe,  décomposée  en  termes  séparé- 
ment homogènes 


o-^y('^O^^)^?0-'"-^?i^'"'"'-+-?a- 


^m— « 


on  prendra  les  dérivées  secondes,  et  Ton  formera  leur  déterminant. 
On  vérifiera  alors  que  le  terme  indépendant  de  :r  et  ^  n'est  nul 
avec  ç^  que  si  <p,  est  facteur  de  9^^  :  car  si  Ton  y  fait  Ço=^  ^^  se 
réduit  au  résultant  de  fi  et  de  9^  :  ce  qui  prouve  que  la  Hes- 
sienne ne  passe  par  un  point  simple  de  la  courbe  que  si  le  point 
est  d'inflexion.  Ceci  admis,  on  cherchera  l'ensemble  des  termes  du 
premier  degré,  par  les  principes  de  la  décomposition  des  détermi- 
nants, et  Ton  vérifiera  que  la  courbe  et  la  Hessienne  ne  sont  tan- 
gentes à  l'origine  que  si  ç,,  qui  est  déjà  facteur  de  9^,  est  aussi  fac- 
teur de  93  ;  c'est-à-dire  si  la  courbe  a  à  l'origine  avec  sa  tangente  un 
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contact  du  troisième  ordre.  On  peut  donc  dire  que  deux  points 
d'inflexion  se  superposent  lorsqu'il  y  a  quatre  points  consécutifs  en 
ligne  droite.  Plus  généralement,  l'on  peut  admettre  que  />  —  2  points 
d'inflexion  viennent  en  coïncidence  lorsque  p  points  cotisécutifs  sont 
en  ligne  droite.  11  suffit  pour  cela  de  considérer  chacun  d'eux,  d'a- 
bord distincts,  comme  formés  de  trois  points  consécutifs  en  ligne 
droite,  et  d'amener  successivement  les  deux  premiers  points  con- 
sécutifs de  chaque  droite  en  coïncidence  avec  les  deux  derniers  de 
la  précédente.  Polir  démontrer  ce  fait  rigoureusement,  on  peut,  par 
un  calcul  analogue  au  précédent,  faire  voir  que  si  f|  est  facteur 

dans  92,^3. 9p-i,  ce  qui  est  le  cas  du  contact  d'ordre  p  —  i  avec 

la  tangente,  ou  de  p  points  en  ligne  droite  (§  90),  la  Hessienne  a  en 
ce  point  P'—dl  points  communs  avec  sa  tangente^  et  par  suite  avec  la 
courbe  proposée,  qui  admet  la  même  tangente,  sur  laquelle  elle  a 
plus  de  />  —  2  points  confondus  à  l'origine.  Pour  cela  on  posera 

f[^,J,z)~{a^^a,j)y{x,y,z)^':^(x,y,z)=:o 
avec 

et  ç(x,j>',z)  désignant  l'ensemble  des  termes  indépendants  de  9^, 
dont  le  moindre  degré  en  x  et  7  est  égal  à  p  ;  car  le  cas  où  les 
termes  de  degré  p  manqueraient  doit  être,  au  point  de  vue  du 
nombre  des  points  confondus  à  l'origine  sur  la  tangente,  assimilé  à 
celui  où  leur  ensemble  serait  divisible  par  9,,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse.  On  arrive  alors  à  mettre  l'équation  de  la  Hessienne 
sous  la  forme 

H(^,  j,z)=(ao^4-a< j)  e(x,j) ,  z)+<b\x,y, z)=zo 

9  désignant  une  fonction  de  degré  2m+;;— 4»  et  4>  une  fonction 
dont  le  terme  de  degré  inférieur,  qui  existe  toujours^  est  de  degré 
^  —  2;  d'où  il  suit  que  la  tangente  à  Torigine  coupe  la  Hessienne 
en  p  —  2  points  consécutifs,  et  pas  plus. 

Ce  théorème  entraine  sa  réciproque,  c'est-à-dire  que  si  la  Hes- 
sienne a  ^—2  points  consécutifs  en  ligne  droite  communs  avec  la 
courbe,  cette  dernière  a  deux  points  de  plus  communs  avec  sa  tan- 
gente. Car  si  cela  n'était  pas,  si^  par  exemple,  elle  n*en  avait 
que  p—  I,  la  Hessienne  n'en  aurait  que  p  —  3.  Il  suit  de  là  que  lors- 
que, la  courbe  et  la  Hessienne  ayant  déjà  n  points  communs 
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consécutifs  en  ligne  droite,  Tordre  du  contact  vient  à  augmenter 
d'une  unité,  le  nouveau  point  commun  est  encore  sur  la  tangente. 
Par  exemple^  si,  les  deux  courbes  étant  tangentes,  le  contact  devient 
du  second  ordre,  les  trois  points  communs  seront  en  ligne  droite, 
puisqu'il  y  en  avait  déjà  quatre  en  ligne  droite  sur  la  proposée.  On 
en  conclut  que  lorsque  les  deux  courbes  ont  un  contact  d'ordre  quel- 
conque^ les  points  consécutifs  communs  sont  en  ligne  droite  ;  et  le 
nombre  des  points  consécutifs  communs  à  la  proposée  et  à  la  tan- 
f/enteleur  est  supérieur  de  deux  unités.  Si  donc  on  dit  que  des  points 
d'inflexion  coïncident  lorsqu'autant  de  points  communs  à  la  courbe 
et  à  la  Hessienne  sont  confondus,  on  peut  affirmer  que  /?  —  2  points 
d'inflexion  sont  réunis  lorsqu'il  y  a  ;?  points  consécutifs  en  ligne 
droite  :  et  c'est  alors  en  tenant  compte  de  cette  équivalence  que  l'on 
pourra  énoncer  ce  théorème  qui  complète  la  théorie  du  point 
simple  :  les  points  simples  de  la  courbe^  réels  ou  imaginaires,  distincts 
ou  confondus,  qui  sont  sur  la  Hessienne,  valent  autant  de  points  d'in- 
flexion. 

100.  Points  d'inflexion  à  Tinflni.  —  11  peut  arriver  que  la 
proposée  et  la  Hessienne  aient  un  point  simple  commun  à  l'infini; 
toutes  les  propriétés  précédentes  étant  projectives,  la  courbe  se 
transforme  homographiquement  suivant  une  autre  courbe  ayant 
un  point  d'inflexion  au  point  transformé  du  point  considéré,  c'est 
pourquoi  l'on  dit  alors  que  la  proposée  a  un  point  d'inflexion  à  l'in- 
fini. Si  l'on  veut  savoir  quelle  est,  dans  ce  cas,  la  figure  formée 
par  la  branche  de  courbe  et  son  asymptote,  il  suffit  de  se  reporter 
à  la  figure  4^  et  de  supposer  qu'au  lieu  de  faire  la  projection  d'un 
arc  de  courbe  extérieur  à  sa  tangente,  on  fait  celle  d'un  arc  de 


V 


Fig.  46 

courbe  qui  traverse  sa  tangente;  on  obtient  alors  la  figure  4^  et 
Ton  voit  que  la  courbe  reste  du  même  côté  de  l'asymptote  toutes  les 
fois  que  la  première  traverse  sa  tangente,  c'est-à-dire  si  le  contact 
estd*ordre  pair  pour  la  courbe  projetée. 

Analytiquement,  pour  qu'une  courbe  ait  un  point  simple  d'in- 
flexion à  l'infini,  il  faut  que  les  systèmes  de  rayons  infinis  dans  la 
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courbe  et  dans  la  Hessienne  aient  un  rayon  commun.  Soit  pour 
cela 

l'équation  de  la  courbe  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes de  z,  en  coordonnées  cartésiennes.  L'ensemble  des  termes 
de  degré  supérieur  dans  Téquation  de  la  Hessienne  s'obtiendra  en 
y  faisant  rr=:o,  ce  qui  donne 
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Toutes  les  fois  que  cet  ensemble  homogène  et  de  degré  3  (m  —  2) 
en  X  et  r  aura  une  ou  plusieurs  racines  simples  communes  avec 
?(^fj)i  ^^  proposée  aura  autant  de  points  simples  d'inflexion  à 

tn 

Tinfini.  On  voit  que  la  fonction  homogène  (i35)  ne  dépend  que 
des  termes  de  degrés  m,  m  —  i  et  m  —  2  en  x  et  j"  :  il  n'en  serait 
pas  de  même  si  les  deux  courbes,  au  lieu  d'avoir  simplement 
un  point  commun  à  Tinfini^  y  avaient  un  contact  d'ordre  quelconque. 
Plus  généralement,  on  connaîtra  l'ordre  du  contact  à  l'infini  de 
la  courbe  avec  son  asymptote  en  ramenant  le  point  à  l'origine  par 
la  transformation  homographique  (126)  et  cherchant  l'ordre  du 
contact  de  la  courbe  transformée.  Par  ce  moyen  le  théorème  énoncé 
plus  haut  subsiste,  si  les  points  simples  considérés,  communs  à  la 
courbe  et  à  la  Hessienne,  sont  à  TinGni. 

101.  Points  multiples.  —  Nous  examinerons  maintenant  le 
cas  où,  les  coordonnées  du  point  (x^,  y^  annulant  les  dérivées 
/'o  ^* /vo'  '®  terme  indépendant  de  p  dans  l'équation  (iSa)  se 
trouve  identiquement  nul.  Cela  veut  dire  que  toute  droite  passant 
par  le  point  coupe  la  courbe  en  deux  points  confondus,  puisque 
deux  racines  sont  nulles  quels  que  soient  a  et  i,  mais  sans  pouvoir 
pour  cela  être  considérée  comme  tangente,  l'idée  de  contact  en- 
traînant nécessairement,  d'après  la  définition,  celle  de  limite. 
L'équation  (i32)  devient  alors,  en  supprimant  le  terme  qui  est  nul, 
et  divisant  par  p 

«-^«+*/;j.+^«.+*/;)3+|J«+*/;j.+ ('36) 
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et  le  terme  indépendant  peut  s'écrire,  à  un  facteur  constant  près, 

Il  peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  du  premier  degré  en  a  et  h^ 
en  général  distincts,  réels  ou  imaginaires  conjugués.  Les  valeurs 
de  (i  et  b  qui  annulent  Tun  de  ces  facteurs,  substituées  dans  les 
équations  (43)  de  la  sécante,  fournissent  celle  d^une  droite  telle  que, 
lorsque  la  sécante  s*en  approche,  une  nouvelle  valeur  de  p  tend  à 
s'annuler.  On  peut  donc  dire,  conformément  à  la  définition*,  que 
chacune  de  ces  droites  est  tangente  à  la  courbe  et  Ton  conclut  de 
là  deux  branches  de  courbe  réelles  ou  imaginaires  se  croisant  au 
point  (xg,  Jo)  •  ^^  ^^*  dXoTS  que  le  point  est  double.  Si  Ton  suppose 
maintenant  que  les  deux  valeurs  du  rapport  X  des  paramètres  a  e{  b 
qui  annulent  le  terme  indépendant  de  p  dans  Téquation  (i36)  soient 
réelles  et  distinctes^  on  aura  deux  branches  réelles  à  chacune  des- 
quelles on  peut  appliquer  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  (§  97);  et  si, 
par  une  extension  toute  naturelle  des  phénomènes  relatifs  au  point 
simple,  on  dit  que  le  contact  de  chaque  tangente  avec  la  branche 
correspondante  est  d'ordre  p  lorsque  le  facteur  correspondant  à 
cette  branche  dans  le  terme  indépendant  se  trouve  également  com- 
pris dans  les  coefficients  des  p—i  preniiibres  puissances  de  p,  on 
conclut  de  là  que  chaque  branche  traversera  sa  tangente  ou  non, 
suivant  qu'elle  présentera  avec  elle  un  contact  d'ordre  pair  ou  d'or- 
dre impair,  ce  qui  donne  lieu  aux  trois  figures  suivantes,  dont 


Fig.  47  f  ig   48 

la  plus  générale  est  la  figure  47?  parce  que  c'est  celle  qu'afi'ecte  la 
courbe  aux  environs  du  point  {x^j^i  lorsqu'aucun  des  deux  fac- 
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teurs  n'annule  le  coefficient  de  p,  ce  qui  est  le  cas  général.  On  dit 
alors  que  lé  point  double  est  réel. 


/ 


Fig.  /|9 

Si  les  deux  facteurs  du  premier  degré  suivant  lesquels  se  décom- 
pose le  terme  indépendant  de  Téquation  (i36)  sont  imaginaires  con- 
jugues, il  n*y  a  aucune  position  réelle  de  la  sécante  yariable  pour 
laquelle  un  nouveau  point  d^intersection  vienne  se  confondre  avec 
le  point  donné;  il  n'arrive  jamais  qu'une  nouvelle  valeur  de  p 
tende  vers  zéro,  il  n'y  a  donc  aucun  point  de  la  courbe  Toisin  du 
point  donné.  Le  point  est  encore  double,  parce  que  deux  branches 
imaginaires  de  la  courbe  s'y  croisent  et  que  toute  sécante  qui  le  con- 
tient doit  être  regardée  comme  ayant  là  deux  de  ses  points  d'in- 
tersection avec  la  courbe;  mais  on  lui  donne  plus  spécialement  le 
nom  de  point  ûo/e. 

Enfin  si  ces  deux  facteurs  sont  égaux,  c'est-à-dire  si  les  valeurs  du 
rapport  X  sont  égales,  et  qu'on  ait 

lorsque  X  tend  vers  X^  par  des  valeurs  supérieures  ou  par  des  valeurs 
inférieures,  une  racine  de  l'équation  (i36)  tend  vers  zéro,  racine 
réelle  et  conservant  le  même  signe  de  part  et  d'autre  de  X^,  puisque 
le  terme  indépendant  ne  change  pas  de  signe,  ni  le  coefficient  de  p 


Fig.  So 


par  hypothèse.  La  courbe  offre  alors  en  [x^^y^  la  disposition  de  la 
figure  5o;  si  un  point  mobile  décrit  la  courbe,  il  parait  y  rebrousser 
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chemin,  c'est  pourquoi  le  point  (x^,  j^  est  dit  de  rebroussement. 
Mais  il  est  bon  d'observer  que  si  Ton  considère  la  courbe  comme 
enveloppe  de  ses  tangentes,  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  droite  mo- 
bile, ce  qui  a  lieu  au  contraire  lorsqu'il  s'agit  d'un  point  d'inflexion. 
Bien  que  la  forme  de  la  courbe  ne  reste  pas  la  même  dans  les  cas 
qui  vont  être  étudiés,  on  les  considère  néanmoins  comme  des  cas  ^ 

particuliers  du  point  de  rebroussement,  qui  est  la  dénomination  ^ 

générique  du  point  double  dont  les  tangentes  coïncident.  Supposons 
doQciue  ron ait 

alors  deux  nouvelles  racines  de  l'pquation  (i36),  au  lieu  d'une 
seule,  tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  X  tend  vers  \;  et, 
d*après  le  lemme  du  §  97,  elles  ont  pour  limites  respectives  les  ra- 
cines de  l'équation  du  second  degré 

dans  laquelle  9a(A9&)  désigne  l'expression   du  second  degré  en  a 

et  &,  quotient  de  la  division  par  ah^^aj}  du  coefficient  de  -l:  dans 

l'équation  (i36).  Les  racines  de  cette  équation  sont  réelles  ou  ima- 
ginaires suivant  le  signe  de  l'expression 

11  suit  de  là  que  la  réalité  des  deux  racines  de  l'équation  (i36) 
qui  tendent  vers  zéro  dépend  du  signe  de 

f.(«o.*«)-6^(««y;H-*.y;j*  ('38) 

Si  cette  quantité  est  négative,  comme  elle  est  continue  elle  l'est 
un  peu  avant  que  X  soit  égale  à  X^,  elle  l'est  aussi  ua  pen  après,  6t 
aucune  des  deux  racines  considérées  n'est  réelle.  On  a^ors  ipi 
pomi  double  d  deux  tangentes  confondues^  sans  aucune  bram^  réelle 
de  courbe j  bien  que  la  tangente  unique  soit  réelle.  C'est  ce  qui  arrive, 
par  exemple,  à  l'origine  pour  la  courbe 
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leur,  n'annule  le  coefadenl  de  p,  ce  qui  esl  le  cas  g^ 
alors  que  le  point  double  est  reel. 


/ 


Si  les  deux  facteurs  du  prer,,  ^^  V  ,.j,j#>f 

pose  le  terme  iodépendaDt  dr  , 
jugucs,  il  n'y  a  aucune  posv  ■:  j 
laquelle  uQ  nouveau  poii>  i.     -^ 
le  point  donné;  il  u'ar    ,  . 
tende  vers  zéro,  il  n'j        *' 
point  donné.  Le  poin' 
imaginaires  de  la  co  . 
tient  doit  être  re^ 
tersection  avec  1' 
nom  de  point  M  oVou  a 

ËuQd  si  ces  .ji„„  de  la  figure  5 .  :  ou  bie 

rapportXsor      '""^ 

nie'"' 
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ntérieuremeat,  aussi  dil-un  quelquefois  qu'en 

•he  se  touche  elle-même  (').  Il  est  facile  de 

tutes  les  fois  que  la  courbe  se  décompose 

''•'• ,  'tes,  l'uD  de  ces  cas  se  présente.  Pre- 

'^^>  et  considéroas  le  système  des  deux 


■rbe  résultante  sera 


./+îAJ-^ 


considéré,  puisque  l'ensemble 

.  le  carré  d'une  expression  du  pre- 

'';  .il  facteur  dans  les  termes  du  troisième 

.  et  y  par  ap  et  ip,  et  si  l'on  divise  par  p*,  le 
.té  pour  les  racines  qui  tendent  vers  zéro  est 

-■'f[(?o'l'3'<-?A)'-4To%?a'1'i-4?o'^o(o*o-«i.*)(?o4'ï+?j*o}] 

Cette  expression  tend  vers  zéro,  à  cause  du  premier  facteur  ;  ce 
ui  doit  arriver  puisque  les  racines  tendent  à  devenir  égales,  mais 
aur  >,  ^  >^  le  dernier  terme  de  la  parenthèse  s'annule,  et  elle  tend 

îrs 

produit  tend  donc  vers  zéro  par  des  valeurs  positives;  les  ra- 
nes  sont  toujours  réelles,  et  l'on  se  trouve  dans  le  cas  (a)  ou  dans 

cas  (&)  suivant  le  signe  de  fo'j'of^'l'ai  '^^  1"'  devait  être,  puisque  la 
emière  courbe  est  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  sa  tangente  suivant 
signe  deipp^g,  et  la  seconde  suivant  celui  de  %itf 
On  a  supposé  l'expression  (i38)  positive  ou  négative  :  si  elle 
a  nule  pour  X=)^,  il  peut  arriver  qu'elle  change  de  signe,  ou  non. 
«Ile  change  de  signe,  les  valeurs  de  p  sont  réelles  d'un  côté, 

'  )  L«s  AUemaad*  diient  SelbHberûhrvngipualcl, 
yicot'BT,  Géom.  analyt.  *  7 
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laquelle,  comme  on  s'en  aperçoit  facilement,  n'a  d'autre  point  réel 
que  Torigine  et  le  point  situé  à  Tinfini  surVaxe  Y'OY  puisque  son 
équation  peut  s'écrire 


(^ 


Si  au  contraire  l'expression  (i38)  est  positive,  deux  valeurs  réel- 
les de  p  tendent  vers  zéro,  soit  que  X  tende  vers  \  par  des  valeurs 
supérieures,  soit  qu'il  y  tende  par  des  valeurs  inférieures.  Deux  cas 
peuvent  alors  se  présenter  :  ou  bien  Ton  a 

alors  les  deux  racines  sont  de  même  signe  un  peu  avant  et  un  peu 
après;  d'ailleurs  ce  signe  change  au  passage  de  a  par  \  puisque  le 
coefficient  de  p  dans  l'équation  (  i  iîj)  change  de  signe,  si  l'on  suppose 
toutefois 

9K»*o)=/=^ 


m 


Fi  g.  5i  Fig.  02 

on  a  donc  la  disposition  de  la  figure  5i  :  ou  bien  l'on  a 

.  alors  les  deux  racines  sont  de  signes  contraires  un  peu  avant  et  ua 
peu  après,  et  l'on  a  la  disposition  de  la  Ggure  5â.  Si  l'on  a 

« 

les  deux  racines  sont  imaginaires  dans  le  cas  (a),  et  la  courbe  n  a 
aucune  branche  réelle;  réelles  dans  le  cas  (&)  et  alors  la  courbe 
présente  encore  la  forme  de  la  figure  52. 

Les  deux  formes  qui  viennent  d'être  étudiées  répondent  en  parti- 
culier au  cas  où  la  courbe  se  décompose  en  deux  autres  se  touchant 
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iolérieuremeDt  ou  extérieurement,  aussi  dit-on  quelquefois  qu^en 
un  pareil  point  la  courbe  se  touche  elle-même  (*).  Il  est  facile  de 
montrer  directement  que,  toutes  les  fois  que  la  courbe  se  décompose 
en  deux  autres  qui  sont  tangentes,  Tun  de  ces  cas  se  présente.  Pre- 
nons en  effet  le  point  pour  origine  et  considérons  le  système  des  deux 
courbes 

o=(*o^-ûaj)?o-+-?a(^»j)-+-?3(^»j) 


•  •  •  •  • 


•  •  •  •  • 


admettant  la  même  tangente  à  l'origine;  la  courbe  résultante  sera 

o=(V-«oj)*?o*o-^-(V-«aj)(?o*a-+-?a1'o) 


On  Yoit  qu'elle  rentre  dans  le  cas  considéré,  puisque  l'ensemble 
des  termes  de  degré  inférieur  est  le  carré  d'une  expression  du  pre- 
mier degré,  laquelle  est  aussi  facteur  dans  les  termes  du  troisième 
degré. 

Si  Ton  remplace  x  ti  y  par  ap  et  &p,  et  si  Ton  divise  par  p',  le 
critérium  de  réalité  pour  les  racines  qui  tendent  vers  zéro  est 

Cette  expression  tend  vers  zéro,  à  cause  du  premier  facteur  ;  ce 
qui  doit  arriver  puisque  les  racines  tendent  à  devenir  égales,  mais 
pour  X  =  Xq  le  dernier  terme  de  la  parenthèse  s'annule,  et  elle  tend 
vers 

[?o'}a-?a%]* 

le  produit  tend  donc  vers  zéro  par  des  valeurs  positives  ;  les  ra- 
cines sont  toujours  réelles,  et  l'on  se  trouve  dans  le  cas  (a)  ou  dans 
le  cas  {b)  suivant  le  signe  de  fo4^o?a4^a)  ^^  4"^  devait  être,  puisque  la 
première  courbe  est  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  sa  tangente  suivant 
le  signe  de  «p^^ps,  et  la  seconde  suivant  celui  de  ^^i^^. 

On  a  supposé  l'expression  (i38)  positive  ou  négative  :  si  elle 
s  annule  pour  X=Xo,  il  peut  arriver  qu'elle  change  de  signe,  ou  non. 
Si  elle  change  de  signe,  les  valeurs  de  p  sont  réelles  d'un  côté, 

(*)  Les  AUemands  disent  Selbstberûhnmgspunkt, 
PicQUET,  Géom,  analyt,  i7 


258  LIVRE  II.  —  CHAPITRE  II. 

imaginaires  de  Tautre  ;  et,  du  côté  où  elles  sont  réelles,  elles  sont  de 
même  signe  puisque  le  second  terme  de  l'expression  (i  38),  étant 
égal  au  premier,  est  positif  :  on  a  alors  la  figure  53  qui  est  celle  du 


m 


Fig.  53 


point  de  rebroussement  de  seconde  espèce;  ceci  aura  lieu,  par  exem- 
ple, à  Torigine,  pour  la  courbe 

Si  l'expression  (i38),  touten  s'annulant  pour  X  =  \j,  conserve  son 
signe,  ce  signe  peut  être  le  signe  —,  alors  les  valeurs  de  p  qui  ten- 
dent vers  zéro  sont  toujours  imaginaires,  et  Ton  a  comme  plus  haut 
un  point  double  à  deux  tangentes  confondues,  sans  aucune  branche 
réelle  de  courbe;  si  ce  signe  est  le  signe  +,  les  deux  valeurs  de  p  qui 
tendent  vers  zéro  sont  réelles  un  peu  avant  X^  et  un  peu  après  X^; 
Tune  et  l'autre  ont  toujours  le  même  signe  parce  que  le  second 
terme  de  Texpression  (i38)  est  positif;  enfin  ce  signe  commun 
change  lorsque  X  passe  par  \y  parce  que  le  coefficient  de  p  dans 
réquation  (iSy)  change  de  signe  au  même  moment,  et  Ton  retombe 
sur  le  cas  [a]  (fig.  5i).  Il  se  pourrait  néanmoins  que  le  coefficient  de 
p  ne  changeât  pas  de  signe  pour  \=\y  ce  qui^exigerait  que  ç  [a^h] 

renfermât  une  seule  fois  ce  facteur  {ab^—a^b).  Mais  alors  on  au- 
rait 

et  comme  l'expression  (i38)  est  nulle,  et  conserve  son  signe  pour 
\  =  \,  le  même  facteur  entrerait  deux  fois  dans  les  termes  du  qua- 
trième degré  en  a  et  b,  ce  qui  est  contre  Thypothèse,  puisque.  Ton 
a  supposé 

(«,/;.+*.y;;.)4=^o 

L'expression  (i38)  peut  être  identiquement  nulle;  alors  il  est 
facile  de  voir  qu'on  a  un  rebroussement  de^  seconde  espèce.  L'en- 
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semble  des  termes  du  second,  du  troisième  et  du  quatrième  degré 
est  alors  un  carré  parfait,  et  si  Ton  opérait  sur  Téquation  (137),  on 
aurait  toujours  deux  racines  égales.  Pour  les  différencier  dans  le 
Toisinage  du  point  {oc^.j^^  on  peut  envisager  les  termes  du  cin- 
quième degréy  et  par  suite  Téquation 

qui,  d*après  le  lemme  du  §  97^  admet  aussi  à  la  limite  les  racines 
considérées. 

Les  trois  premiers  termes  de  cette  équation  forment  un  carré 
parfait,  et  elle  peut  s'écrire  alors 

en  joignant  à  la  précédente  Tinégalité 

Si  on  fait  tendre  X  vers  \^  deux  valeurs  de  p  tendent  vers  zéro  ; 
pour  savoir  si  elles  sont  réelles,  il  suffit  de  rappeler  que,  pour  que 
l'équation 

ait  ses  racines  réelles,  on  doit  avoir 

(ûjûj— gaa,)*— 4(3ûa2— «î)(3aias— a')  <  o 

Remplaçant  les  coefficients  par  ceux  de  l'équation  (iSg),  il  vient, 
en  supposant  X  très  voisin  de  X^^  et  par  conséquent  ah^—ajb  très 
petit  et  égal  à  £ 

(£^î-54. i44Xr*£V  +  £*95  (72  i44A"£?,?.-  ?î) < o 

en  désignant  par  ç^  l'ensemble  des  termes  du  cinquième  degré  for- 
mant le  coefficient  de  p^.  L'inégalité  se  simplifie  et  peut  s'écrire 

A-V(p^(54M^'£9,-9^)<o 
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et,  lorsque  e  tend  vers  zéro,  elle  se  réduit,  en  laissant  de  côté  les 
facteurs  toujours  positifs,  à 

L^expression  change  donc  de  signe  avec  e,  par  suite  les  deux  va- 
leurs de  p  qui  tendent  vers  zéro  sont  réelles  d'un  côté,  imaginaires 
de  Tautre  :  elles  ont  le  même  signe  ;  en  effet  dans  le  voisinage  de 
X  =  X^,  Çjj  conserve  toujours  le  même  signe  ;  si  c'est  le  signe  -h,  le- 
quel a  été  supposé  celui  du  terme  indépendant,  e^,  ^^^  positif,  et 
l'équation  (iSg)  n'ayant  que  des  permanences,  a  toutes  ses  racines 
négatives;  si  c'est  le  signe  —,  e^,  est  négatif  et  l'équation,  n'ayant 
que  des  variations^  a  toutes  ses  racines  positives.  Il  suit  de  là 
qu'on  a  un  rebroussement  de  seconde  espèce  (fig.  53). 

102.  —  Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  saisir  l'esprit  de  la  mé- 
thode f).  La  discussion  du  point  double  ne  serait  complète  que  si 
Ton  examinait  le  cas  général  où  le  facteur  X  —  X^  est  renfermé  dans 
un  nombre  quelconque  de  coefficients  des  puissances  inférieures  de 
p,  ce  qui  ne  peut  se  faire  que  dans  des  cas  particuliers  lorsque  le 
degré  de  l'équation  à  discuter  surpasse  le  troisième.  Dans  le  cas  où 
X— Xq  divise  seulement  les  trois  premiers  coefficients,  la  discussion 
se  fait  encore  parla  méthode  qui  vient  d'être  indiquée  et  l'on  trouve 
sans  peine  que  la  courbe  offre,  en  général,  aux  environs  du  point 


Fig.  54 

considéré  la  forme  de  la  figure  54  qui  est  l'ensemble  d'une  bran- 
che simple  et  d'une  branche  avec  inflexion.  Réciproquement,  on 
vérifie  aisément  que  l'ensemble  de  deux  courbes  dont  l'une  a  une 
branche  simple  à  l'origine,  et  l'autre  une  branche  avec  inflexion, 
est  représenté  par  une  équation  dans  laquelle  les  termes  de  degré 
inférieur  forment  un  carré  parfait  dont  la  racine  divise  les  termes 
du  troisième  et  ceux  du  quatrième  degré.  Si  cependant  X  —  X^  en- 
trait au  carré  dans  le  second  coefficient,  c'est-à-dire  en  prenant  le 

(*)  Elle  est  tirée,  dans  son  ensemble,  du  cours  de  mathématiques  spéciales  deM.Le- 
monnier. 
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point  pour  origine,  si  le  carré  qui  forme  les  termes  de  degré  infé- 
rieur divisait  les  termes  du  troisième  degré,  on  aurait  la  figure  du 
rebroussement  de  première  espèce  (fig.  5o),  avec  cette  différence 
que  la  tangente  en  ce  point,  au  lieu  d'avoir  trois  points  confondus 
avec  la  courbe,  en  aurait  cinq. 

Pour  qu'une  courbe  soit  douée  d'un  point  double,  il  faut  que  les 
coordonnées  de  ce  point  annulent  les  dérivéesy^î^  et/J^  et  par  suite 
la  dérivée/!^,  puisque  le  point  est  sur  la  courbe.  11  suit  de  là  que  le 
résultat  de  l'élimination  des  trois  variables  entre  les  trois  déri- 
vées, c'est-à-dire  (§  78)  le  discriminant  du  premier  membre  de 
réquation  est  nul.  C'est  une  condition  à  satisfaire;  si  l'on  ajoute 
la  connaissance  du  point  qui  est  double,  on  impose  alors  à  la 
courbe  trois  conditions.  On  verra  plus  loin  que  l'existence  des 
points  doubles  influe  profondément  sur  la  nature  de  la  courbe, 
et,    en  particulier,  qu'elle  ne   peut   pas   en    posséder   plus   de 

^ '-^ ^  sans  se  décomposer  en  courbes  de  degrés  inférieurs. 

L'équation  du  système  des  deux  tangentes  au  point  double  (^o>  Jo) 
s'obtiendra  d'ailleurs  en  éliminant  a/b  el  p  entre  les  équations  (43) 
de  la  sécante  mobile  et  l'équation 

qui  exprime  qu'une  troisième  valeur  de  p  tend  vers  zéro.  On  obtient 
alors 

équation  qui  représente  évidemment  un  système  de  deux  droites 
passant  par  le  point  (^o^J^o)  puisque  le  premier  membre  est  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  de  la  forme 

108.  —  Si  les  dérivées  secondes  par  rapport  k  x  et  kj  sont 
nulles  en  même  temps  que  les  premières,  les  termes  de  degré 
inférieur  en  p  dans  l'équation  (iia)  deviennent  du  troisième  degré» 
et  toute  droite  passant  par  le  point  {j:^,  jr^)  y  coupe  la  courbe  en 
trois  point  confondus.  On  considère  alors  le  coefficient  de  p^ 
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qui  peut  se  décomposer  en  trois  facteurs,  correspondant  à  trois 
positions  de  la  sécante  pour  lesquelles  un  quatrième  point  d'inter- 
section est  yenu  se  confondre  avec  les  trois  premiers.  Si  ces  trois 
facteurs  sont  réels  et  différents,  on  a  trois  branches  de  courbe  à 
chacune  desquelles  on  peut  appliquer  ce  qui  a  été  dit  sur  le  point 
simple,  relativement  à  la  façon  dont  elle  se  comporte  avec  la  tan- 
gente (§  97):  en  général,  on  aura  la  figure  55.  Il  en  est  de  même, 


Fig.  55  Fig.  56 

si  un  seul  de  ces  facteurs  est  réel,  pour  la  branche  réelle  de  courbe 
qui  lui  correspond.  Si  deux  des  facteurs  sont  les  mêmes,  et  par 
conséquent  tous  les  trois  réels,  on  peut  appliquer  aux  deux  pre- 
miers la  discussion  du  point  double  pour  lequel  les  deux  tangentes 
sont  confondues,  et  au  troisième  celle  du  point  simple  :  en  général, 
on  aura  la  figure  56.  Si  les  trois  facteurs  sont  égaux,  une  discus- 
sion analogue  à  celle  du  point  double  fait  voir  que,  si  le  même  fac- 
teur ne  divise  pas  les  termes  du  quatrième  degré  en  a  et  6,  la 
forme  affectée  par  la  courbe  est  la  même  que  celle  du  point  sim- 
ple ;  s'il  y  entre  au  premier  degré,  on  a  (fig.  57)  la  réunion  d'un 


Fig.  57 


rebroussement  et  d'un  point  simple  à  même  tangente,  et  ainsi  de 
suite  ;  le  nombre  des  cas  à  examiner  devient  évidemment  de  plus 
en  plus  grand  à  mesure  que  Tordre  de  multiplicité  du  point  aug- 
mente. Ce  qui  précède  donne  les  formes  les  plus  générales  du  point 
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triple j  et  le  système  des  trois  tangentes  a  pour  équation 

((•r  -  J^o)  A + (  J  -jr^fy^ = o 

104.  —  Plus  généralement,  si  les  coordonnées  du  point  {jo^^Jq) 
annulent  toutes  les  dérivées  par  rapport  k  x  et  j  jusqu'à  celles 
d'ordre  p  —  i  inclusivement,  les  coefficients  des  puissances  infé- 
rieures de  p  dans  Téquation  (112)  sont  nuls  jusqu'à  celui  de  ç^"^, 
p  racines  sont  nulles^  quels  que  soient  a  et  b;  toute  droite  passant 
par  le  point  peut  être  regardée  comme  ayant  là  p  de  ses  points 
d'intersection  avec  la  courbe,  confondus.  On  dit  que  le  point  est 
un  point  multiple  d'ordre  p,  et  la  figure  affectée  par  la  courbe  aux 
environs  du  point  est  formée  d'autant  de  branches  réelles  qu'il  y  a 
de  facteurs  réels  distincts  dans  le  coefficient  de  p^  et  se  compor- 
tant relativement  à  leur  tangente,  comme  dans  le  cas  du  point 
simple.  Quant  aux  branches  correspondant  aux  facteurs  mul- 
tiples, il  faut  se  reporter  à  la  discussion  du  point  multiple  de 
même  ordre  de  multiplicité  que  chaque  facteur,  et  dont  toutes 
les  tangentes  sont  confondues.  Dans  tous  les  cas,  l'équation  du 
système  des  tangentes  s'obtient  toujours  de  la  même  façon,  et 
peut  s'écrire  symboliquement 


[(^-^o)y*o  '^ij-Jo)/io\='''  ('4o) 


11  est  souvent  avantageux  de  rendre  cette  équation  homogène, 
et  alors  elle  se  simplifie  comme  cela  est  arrivé  (§  80)  pour  celle' 
de  la  tangente  en  un  point  simple.  On  peut  procéder  au  moyen 
de  la  substitution  (56),  comme  dans  ce  dernier  cas,  pour  effectuer 
la  simplification,  mais  on  peut  aussi  arriver  directement  à  l'équa- 
tion homogène  par  l'emploi  de  l'équation  (11 3)  qui  détermine  en 
coordonnées  homogènes  cartésiennes  les  rapports  des  distances  de 
chaque  point  d'intersection  de  la  sécante  variable  avec  la  courbe  à 
deux  points  fixes,  dont  l'un  est  le  point  (x^y  jj,  et  l'autre  un  point 
arbitraire  de  la  sécante.  L'équation'  de  la  tangente  en  ce  point 
ayant  été  mise  sous  la  forme  symétrique  et  homogène 

^/;.+jr/;.+^/;.=o  (iii) 

on  supposera  que  les  deux  dérivées  Jl^  et  /y^  sont  nulles,  auquel 
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cas  l'on  sait  (§  loi)  qu'il  ne  s'agit  plus  d'un  point  simple.  Si  l'on 
tient  compte  en  effet  de  ce  que  ses  coordonnées  satisfont  l'équation 
de  la  courbe,  la  troisième  dérivée  f^^  est  aussi  nulle  en  vertu  du 
théorème  d'Euler,  et  l'équation  de  la  tangente  est,  comme  cela  de- 
vait être,  indéterminée.  Pour  toute  sécante  passant  par  le  point 

(•^0»  J^o)  ^^"^  valeurs  du  rapport  -  sont  nulles,  et,  pour  qu'une  troî- 

sième  racine  soit  nulle,  il  faut  que  le  coefficient  du  X'^'V'  soit  nul, 
ce  qui  donne  l'équation  du  système  des  deux  tangentes  au  point 
double  sous  la  nouvelle  forme 

C'est,  comme  on  le  voit,  la  courbe  du  second  degré,  polaire  d'or- 
dre m  — 2  du  point  double,  laquelle  se  décompose  par  suite  en  un 
système  de  deux  lignes  droites.  L'équation  développée  peut  s'écrire 

On  sait  d'ailleurs  (§  98)  qu'une  pareille  courbe  se  décompose  en 
deux  droites  en  même  temps  que  le  déterminant  du  système  des 
coefficients  des  trois  dérivées,  qui  est  son  discriminant,  s'annule. 
On  a  donc  ici 


^) 

/*oyo 

/'•*• 

Ao'o 

fy\ 

Jy^%% 

/»«Xo 

/«•Vf 

ni 

=  0 


ce  qui  prouve  que  le  point  est  sur  la  Hessienne  (§  98).  Cette  remar- 
que importante  trouvera  son  application  plus  loin.  L'équation  du 
système  des  rayons  infinis  de  la  courbe  est  (§  75) 

si  les  coordonnées  sont  cartésiennes;  sinon,  elle  représente  le  sys- 
tème des  droites  joignant  un  sommet  du  triangle  de  référence  aux 
points  d'intersection  des  deux  droites  avec  le  côté  opposé.  Dans  tous 
les  cas,  ces  droites,  et  en  même  temps  les  deux  tangentes,  sont  réel- 
les ou  imaginaires  suivant  le  signe  du  déterminant 


8  = 


Jy»x»       Jy\ 
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S'il  est  plus  grand  que  zéro,  on  a  un  point  isolé;  s*il  est  nul,  on  a 
un  point  de  rebroussement,  ou  ses  variétés;  s'il  est  négatif,  on  a  un 
point  double  effectif. 

En  général,  si  les  dérivées  par  rapport  à  a:  et  à  /  sont  nulles  jus- 
qu'à celles  d'ordre  /?  —  i ,  auquel  cas  le  point  est  multiple  d*ordre  p^ 
l'application  répétée  du  théorème  d'Euler  prouve  qu'il  en  est  de 
même  pour  les  dérivées  par  rapport  à  z,  par  suite  tous  les  coef- 
ficients de  l'équation  (ii3)  sont  nuls  jusques  et  y  compris  celui 
de  X"^'+V'*~S  ®t  l'<>û  obtient  Téquation  du  système  des  tangentes 
en  annulant  le  suivant,  ce  qui  donne 

C'est  la  courbe  de  degré  p,  polaire  d'ordre  m  —  p  du  point  multi- 
ple ;  elle  se  décompose  en  p  droites  tandis  que  toutes  les  polaires 
d'ordre  supérieur  du  même  point  sont  indéterminées. 

105.  —  Quant  aux  polaires  d'ordre  inférieur,  elles  ont  toutes,  au 
même  point,  un  point  multiple  d'ordre  p.  Si  l'on  prend  en  effet,  en 
coordonnées  absolues,  le  point  multiple  pour  origine,  l'équation 
de  la  courbe  séparée  en  groupes  homogènes  peut  s'écrire 

m  m—i  1  0 

Posant 


a 


-  b-^ 


pour  trouver  les  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  une  sé- 
cante passant  par  l'origine,  il  vient 

m  m— t 

Puisque,  quels  que  soient  a  et  &,  p  valeurs  de  p  doivent  être  nulles, 
il  faut  que  tous  les  termes  de  degrés  inrérieurs  manquent,  jusques 
et  y  compris  les  termes  de  degré  />—  i.  L'équation^ de  la  courbe  se 
réduit  alors  à 

m  m— t  p 

Si  l'on  veut  qu'une  nouvelle  valeur  de  p  soit  nulle,  il  faut  annuler 
le  terme  en  f^  ce  qui  donne 

9(a,i):=o 
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et  par  suite  pour  le  système  des  tangentes  au  point  multiple 

p 

Ces  propriétés  sont  évidemment  projectives,  et  Ton  peut  dire  qu'en 
coordonnées  quelconques,  Vordre  de  multiplicité  dtin  sommet  du 
triangle  de  référence  {x=Oj  j=  o),  par  exemple^  s'obtient  en  ordon- 
nant  par  rapport  à  z^  et  cherchant  le  degré  des  termes  de  moindre 
degré  en  x  et  y.  V ensemble  de  ces  termes^  égalé  à  zéro^  représente  le 
système  des  tangentes  au  point  considéré. 

La  première  polaire  de  ce  point  est  évidemment 

L'équation  de  la  courbe  rendue  homogène  est  d'ailleurs 

9{^,j)+^9(^ij)+ z"-»-*9  {x,jr)  +  z"-'!p  (x,7) = o    (  1 43) 

m  m— 1  p+\  p 

On  a  donc  pour  la  première  polaire 

y;  =  9(ar,j)-4-2z9(x,jr)-f- +(/n-p)z"-^'ç(j:,j)  =  o 

m— 1  m— î  p 

L*ensemble  des  termes  de  degré  moindre  en  x  et  j  est  encore  de 
degré  p;  le  même  point  est  donc  encore  point  multiple  d'ordre  p. 
De  même  Téquation  de  la  polaire  d'ordre  (/  se  réduit  au  terme 
en  zl  puisque  x^  et  j^  sont  nuls,  c'est-à-dire  à 

fl^  —  o 

0 

Or  il  est  clair  qu'une  dérivée  quelconque,  prise  par  rapport  à  r, 
de  l'équation  (i43)  ne  changera  pas  le  degré  des  termes  de  moin- 
dre degré  en  x  et  /,  et  par  suite  toutes  les  polaires  du  point  multi- 
ple jouissent  en  ce  point  d'un  multiple  de  même  ordre.  L'ensemble 
des  termes  de  degré  moindre  dans  les  équations  de  ces  polaires  est 

toujours  ?(j^,j),  d'où  il  suit  que  le  système  des  p  tangentes  en  ce 
p 

point  est  le  même  pour  toutes  les  polaires.  C.  Q.  F.  D. 

Si  la  polaire  est  d'ordre  m  —  p,  la  dérivée  se  réduit  à 

?(j:,^)  =  o 
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c'est-à-dire  que  la  polaire  d'ordre  m  —  p  se  réduit  au  système  des 
tangentes  au  point  multiple  ;  enfin  les  polaires  d'ordre  supérieur 
cessent  d'exister^  ce  qu'on  sait  déjà.  £n  particulier,  toutes  les  po- 
laires <ïxm  point  simple  de  la  courbe  passent  par  ce  point  et  y  admet- 
tent la  même  tangente  qui  est  la  tangente  de  la  courbe  en  ce  point. 
Si,  au  lieu  de  prendre  la  polaire  du  point  multiple,  on  considère 
la  polaire  d'un  point  quelconque  du  plan,  on  remarque  que  l'on  a 

d'où  il  suit  que  dans  la  première  polaire  du  point  considéré  les 
termes  de  degré  moindre  seront  de  degré  /^— i.  On  verrait  de 
même  que  dans  la  polaire  d'ordre  9,  ils  seront  de  degré  p  —  q,  de 
telle  sorte  (\u'un  point  multiple  d ordre  p  est  multiple  d ordre  p  —  q 
pour  la  polaire  d ordre  q  d'un  pôle  quelconque.  Pour  q=p  —  i,  la  po- 
laire passe  simplement  par  le  point  multiple  de  la  courbe  étudiée,  et 
pour  q>p—  I ,  l'influence  du  point  multiple  cesse  de  se  faire  sentir. 
Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  faisceau  de  p  droites  concourantes 
tel  que 

Ç(X,J)=:0 
P 

la  polaire  d'ordre  q  du  point  quelconque  (^ov^o)  ^^^  alors  (§  89)  le 
système  des  p  —  q  droites 

D'ailleurs  le  premier  membre  est  en  même  temps  l'ensemble 
des  termes  de  degré  moindre  dans  l'équation  de  la  polaire  de  même 
ordre  du  même  point  par  rapport  à  la  courbe  (i43).  On  peut  donc 
dire  que  les  p  —  q  tangentes  au  point  multiple  d  ordre  p  —  q  de  la 
polaire  dordre  q  dun  pôle  quelconque  par  rapport  à  une  courbe 
douée  dun  point  multiple  dordre  p  ne  diffèrent  pas  de  la  polaire 
de  même  ordre  du  même  pôle  par  rapport  au  système  des  p  tan- 
getites  au  point  multiple  de  la  courbe  donnée. 

En  particulier,  si  ton  considère  la  première  polaire  d'un  point  a 
par  rapport  d  une  courbe  douée  dun  point  double  m,  la  tangente 
en  m  est  la  polaire  de  a  par  rapport  aux  deux  tangentes  en  m  de  la 
proposée,  c*est-à-dire  la  conjuguée  harmonique  de  am  par  rapport 
A  ces  deux  tangentes. 
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Le  centre  harmonique  d'un  point  par  rapport  à  deux  autres  ne 
diffère  pas  en  effet  du  conjugué  harmonique  du  même  point  par 
rapport  aux  deux  points  donnés. 

Si  l'expression  <fp{Xfjr)  renrerme  un  facteur  multiple  d'ordre  r, 
ce  facteur  sera  d'ordre  r  —  y  dans  l'expression 

et  par  conséquent,  si  r  tangentes  de  la  courbe,  au  point  multiple 
considéré t  coïncident  en  une  seule  droite ^  r—q  tangetites  de  la  po- 
laire i ordre  q  d!un  pôle  quelconque  coïncident  avec  la  même  droite. 

106.  —  Si  une  courbe  est  douée  d'un  point  multiple  d'ordre  />, 
les  coordonnées  du  point  annulent  toutes  les  dérivées  jusques  et 
y  compris  celles  d'ordre  p—  i\  mais  il  suffit  pour  cela  que  celles 
d'ordre  p—i  soient  nulles,  car  on  peut  au  moyen  du  théorème 
d'Euler  exprimer  toute  dérivée  en  fonction  homogène  de  trois  dé- 
rivées d'ordre  immédiatement  supérieur.  Or  les  dérivées  d'ordre 
p  —  I  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  termes  d'une  fonction  homo- 
gène à  trois  variables  de  degré  />—  i,  c'est-à-dire  à  ^-^ ^  tel 

est  le  nombre  des  conditions  qu'on  impose  à  la  courbe  lorsqu'on 
l'assujettit  a  avoir  en  un  point  donné  un  point  multiple  d'ordre  p: 
si  l'on  ne  donne  pas  le  point,  le  nombre  des  conditions  imposées 
est  diminué  de  deux  unités. 

107.  Points  multiples  &  Tinfinl.  —  La  théorie  des  points 
multiples  à  l'infini  ne  diffère  pas  de  celle  des  points  multiples  à 
distance  finie.  Lorsqu'après  avoir  déterminé,  comme  il  a  été  dit 
(§  9^)?  l<^s  coordonnées  homogènes  cartésiennes  [x^^  j^^  z^  d'un 
point  à  l'infini  sur  la  courbe,  on  aura  reconnu  que  ces  coordonnées 
annulent  les  trois  dérivées,  on  en  conclura  que  l'asymptote  corres- 
pondante est  indéterminée  ;  et,  par  extension  de  ce  qui  se  passe  dans 
les  mêmes  circonstances  à  distance  finie,  circonstances  qui  se  re- 
produisent d'ailleurs  par  une  transformation  homographique  au 
transformé  du  point  considéré^  on  dit  alors  que  la  courbe  a  un 
point  double  à  l'infini.  L'équation  de  l'asymptote  étant  (§  90)^ 
lorsque  la  courbe  est  algébrique 

J^m,  +r?m„  +  29  (J^o  vVo)  =  0  (  '  44) 
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il  est  nécessaire,  pour  que  la  courbe  ait  un  point  double  à  TinGni, 
que  Ton  ait  en  même  temps 

ce  qui  prouve  que  le  facteur  x/j— Xj^^-  est  double  dans  ç„;  et 


m— 1 


ce  qui  prouve  qu'il  est  simple  dans  Çm-i.  Le  système  des  deux 
asymptotes  est  alors,  comme  on  le  trouve  facilement  en  prenant 
les  dérivées  secondes  de  Téquation  (io3) 

4-22^(ar.,jo)  =  ^  ('45) 

m— 5 

Il  suit  de  là  que,  pour  que  le  point  devienne  triple,  il  faut  :  en 
premier  lieu  que  toutes  les  dérivées  secondes  de  9^  s'annulent, 
c'est-à-dire  que  ^jr©— -^oJ^  soit  facteur  triple  de  ^„^\  en  second  lieu 
que  les  dérivées  premières  de  9^-1  s'annulent,  c'est-à-dire  que 
J^Yo—^oJ"  soit  facteur  double  de  Çm-i,  et  enfin  que  ?(^o'J"o)  soit 

aussi  nul,  c*est-à-dire  que  9^-1  renferme  une  fois  le  même  facteur. 
Plus  généralement,  les  dérivées  d'ordre  p—  i  de  f[pc^y^  z)  com- 
prennent: premièrement,  des  dérivées  par  rapport  à  ar  ou  àj^,  qui, 
pour  2=0,  se  réduisent  toutes  à  la  dérivée  par  rapport  aux  mêmes 
variables  de  ç«.  Si  elles  sont  toutes  nulles  pour  x^x^^  J^foy  ^^^^ 
prouve  que  le  facteur  xj^  —  x^  entre  à  la  puissance  p  dans  ç,„. 
En  second  lieu,  il  y  a  des  dérivées  prises  une  fois  par  rapport  à  z 
ei  p—i  fois  par  rapport  à  x  ou  à  jr;  pour  z  =  o,  ces  dérivées  se 
réduisent  aux  dérivées  d'ordre  />  —  2  par  rapport  à  x  ou  à  j>'  de  ç«_i  ; 
si  elles  sont  toutes  nulles,  cela  prouve  que  xy^^x^  entre  à  la 
puissance  p^  1  dans  fm-i*  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  Çm-ji+i  qui  de- 
vra renfermer  une  fois  le  même  facteur,  si  le  point  {x^^Jq^  o)  doit 
être  un  point  multiple  d'ordre  /^.  Ainsi,  pour  quune  courbe  algébrique 
de  degré  m,  rapportée  à  des  coordonnées  cartésiennes ^  soit  douée  d* un 
point  multiple  d'ordre  p  à  l'infini,  il  faut  que  F  ensemble  des  termes 
de  degrés  supérieurs  depuis  m  jusquà  m  —  p-hi  forme  une  suite 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances   décroissantes   du   facteur 
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xjTq  —  jCqJ  qui  détermine  la  direction  du  point  multiple.  Si  un  ou 
plusieurs  termes  de  la  suite  viennent  à  manquer,  cela  n'empêche 
pas  les  dérivées  d'être  nulles,  puisque  les  termes  correspondants 
manquent  dans  ces  dérivées,  et  le  point  est  encore  multiple  d'or- 
dre p. 

Dans  tous  les  cas,  le  système  des  p  asymptotes  aura  pour  équa- 
tion 


Pour  reconnaître  la  disposition  par  rapport  aux  asymptotes  des 
branches  de  courbe  correspondantes,  on  opérera  comme  si  le  point 
était  à  distance  finie,  en  examinant  si  Tun  ou  plusieurs  des  facteurs 
simples  ou  multiples  de  l'expression  (i46)  divise  une  ou  plusieurs 
des  puissances  symboliques  suivantes  de 

Si,  par  exemple,  aucun  des  facteurs  de  (146)  ne  divise 

et  si  ces  facteurs  sont  tous  distincts,  la  courbe  transformée  homo- 
graphique  de  la  proposée  par  l'hypothèse  que  la  droite  z=^o  au 
lieu  d'être  à  l'infini  soit  une  droite  quelconque  du  plan,  aura  au 
point  correspondant  de  cette  droite  autant  de  branches  réelles,  ex- 
térieures à  leur  tangente^  qu'il  y  aura  de  facteurs  réels;  il  en  ré- 
sultera pour  la  proposée  autant  d'asymptotes  distinctes  situées  par 
rapport  à  la  courbe  comme  Tindique  la  figure  ^i.  Si,  au  contraire, 
un  certain  nombre  de  branches  traversaient  leur  tangente,  les 
asymptotes  correspondantes  seraient  disposées  comme  à  la  figure  46. 
En  général,  pour  chaque  facteur  multiple  la  transformée  aura,  tan- 
gentiellement  à  une  même  droite^  diverses  branches  de  courbe 
offrant  une  certaine  combinaison  de  branches  simples,  d'inflexion 
ou  de  rebroussement  ;  la  même  combinaison  se  répétera  à  l'infini. 
On  sait  déjà  quelle  est  la  figure  du  point  simple  ou  du  point  d'in- 
flexion à  l'infini  ;  en  se  reportant  à  la  figure  4^9  on  trouve  aisément 
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que  le  rebroussement  de  première  espèce  affecte  la  forme  de  la 
figure  58,  et  celui  de  seconde  espèce  celle  de  la  figure  Sg. 


Fig.  58 


Fig.  59 


Si  Ton  préfère  étudier  le  point  multiple  à  l'origine,  on  pourra 
faire  la  transformation 


ax  4-  hy'       ^       ax  +  hy 

ce  qui  donne,  en  supprimant  les  accents  et  négligeant  les  termes 
nuls  par  hypothèse 

o=f{^X'^x^,y'^y^,aX'^hy)=j^f,^-\^^ 

On  est  encore  ramené  par  là  au  cas  d'un  point  multiple  à  dis- 
tance finie,  et  de  la  figure  à  laquelle  il  donnera  lieu  on  conclura 
comme  précédemment  la  situation  des  asymptotes  par  rapport  à  la 
courbe  proposée.  11  est  manifeste  que  les  deux  modes  de  discussion 
conduisent  au  même  résultat. 

108.  Bxeroioe.  —  Déterminer  les  points  multiples  de  la  courbe 
représentée  en  coordonnées  absolues  par  C équation 


soit 


(a*x*-h  i^-  c^f^:t'ja^b^c^j(^y^=o 


Si  Ton  rend  homogène,  et  si  Ton  prend  les  trois  dérivées,  il  vient 


fi 

fi 


6a>x(P»+9A»c«jV) 
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Chacune  d'elles,  égalée  à  zéro,  se  décompose  suivant  une  droite  et 
deux  courbes  du  second  degré,  formant  par  leur  ensemble  la  courbe 
du  cinquième  degré,  première  polaire  par  rapport  à  la  courbe  du 
sixième  degré  donnée  de  Tun  des  points  à  Tinfini  sur  les  axes,  ou 
de  l'origine . 

On  a  ainsi  les  trois  courbes 

j=zo       Pifc3ae':rzy/— 1=0  ('48) 

z=o       PifcSaiarj*         =0 

Les  points  cherchés,  s*il  y  en  a,  sont  communs  à  ces  trois  cour- 
bes et  par  suite  à  la  courbe  proposée.  Si  leurs  coordonnées  n'annu- 
lent pas  les  dérivées  secondes,  ils  sont  doubles,  et  la  considération 
de  ces  dérivées  fournira  alors  les  tangentes  de  chacun  d'eux. 

En  premier  lieu,  sur  les  axes  de  coordonnées  et  sur  la  droite 
de  rinfini,  la  recherche  n'offre  aucune  difficulté.  Si  Ton  fait  par 
exemple  z  =  odans  les  deux  premières  équations,  on  trouve  le  même 
résultat 

aV-hi^J"*  =  o  (^49) 

et  comme  la  droite  :;  =  o  fait  partie  de  la  troisième  courbe,  on  en 
conclut  que  les  deux  points  ainsi  déterminés  à  l'infini,  qui  d'ail- 
leurs sont  imaginaires,  sont  deux  points  multiples.  On  a  pour  les 
dérivées  secondes 

.  /;.=6i»(P^+4i*P^^-h9a^c*x*z») 
f^  =  6c*  (-P^  4-  4c*Pz^  H-  ga^b^x'j  ^) 
/;,=  I  aiVjz  (-2P  -h  ga^x^) 
fL=  i  ia^c*zx  (-2P  -h  giy  ) 
/;  =  I  la^h^xy  (2P  4-  gc*^^) 

Si  l'on  y  fait  en  même  temps 

z=o 
rt^x*-hi^j^=o 

ce  qui  revient  à 

Z=:0 

P=o 
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toutes  les  dérivées  s*annulent,  excepté  la  troisième.  On  en  conclut 
que  les  deux  points  considérés  sont  doubles;  mais  comme  le  sys- 
tème des  tangentes  est  alors 

c'est-à-dire  deux  droites  confondues  à  TinCni,  ce  sont  deux  points 
de  rebroussement.  L'équation  (149)  qui  détermine  leurs  directions 
montre  qu'ils  sont  imaginaires. 

On  trouve  de  même  deux  points  de  rebroussement  réels  sur  Taxe 
X'OX 

>  — o       j:  =  ±  — 

a 

et*deux  points  de  rebroussement  réels  sur  Taxe  YO'Y 


pour  chacun  desquels  la  tangente  de  rebroussement  est  Taxe  qui 
les  renferme. 

En  second  lieu,  les  trois  systèmes  de  deux  courbes  du  second  de- 
gré peuvent  s'écrire 

Si  ces  trois  systèmes  ont  des  points  communs,  les  deux  dernières 
équations  montrent  que  ces  points  dont  sur  les  systèmes  de  droites 

d'où  l'on  tire  en  faisant  :;  ~  1 

a 

c^   I — 


et  Ton  vérifie  facilement  qu'efifectivement  les  coordonnées  de  cha- 
cun de  ces  points,  en  nombre  égal  à  quatre,  satisfont  Tune  des 
deux  équations  dont  se  compose  chaque  polaire  (i4S),  et  consé- 

PiCQUisT.  Giom,  analyt,  1  ^ 
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quemment  celle  de  la  courbe.  Si,  par  exemple,  Ton  prend  par- 
tout le  signe  +,  et  si  Ton  substitue  dans  les  dérivées  secondes,  on 
trouve  qu'elles  sont  différentes  de  zéro,  et  l'on  obtient  pour  le  sys- 
tème des  tangentes  en  ce  point  les  deux  droites  distinctes  repré- 
sentées par  l'équation 


d^a?  —  abxy  +  Irj^  —  ac^sj—  i  x  —  Z>c-y  —  i  j  —  c*  =  o 

qui  peut  se  décomposer  comme  il  suit 

lax  —  hj  (i  ±'i^—\)—c^[\J—i  zt 3)=:o 

En  résumé,  cette  courbe  possède  deux  points  de  rebroussement 
réels  sur  chacun  des  axes  de  coordonnées,  deux  points  de  rebrous- 
sement imaginaires  à  rinfini,  et  quatre  points  doubles  imaginaires 
symétriques  par  rapport  aux  axes.  On  verra  plus  loin  que  cette 
courbe  est  la  développée  de  l'ellipse,  et  on  achèvera  de  la  cons- 
truire. 

109.  — 11  est  maintenant  nécessaire  de  revenir  sur  les  propriétés 
de  la  Hessienne,  pour  arriver  à  la  détermination  du  nombre  des 
points  d'inflexion  d'une  courbe  algébrique.  Tout  d'abord,  la  théo- 
rie des  points  multiples  permet  d'une  nouvelle  façon  de  la  considé- 
rer comme  lieu  de  points.  L'équation  (i 34)  peut  être  en  effet  re- 
gardée comme  le  résultat  de  l'élimination  de  ^o»Joî^o  entre  les 
suivantes 

-^'o/j/x  ~^.!>  a/ y«  ~^  ^oJy= —  ^ 

dont  les  premiers  membres  sont  les  dérivées  de  •^o/x+J'o./y+^o/sî 
et  qui,  par  conséquent,  ont  une  solution  commune  en  ^,j) ,  z  toutes 
les  fois  que  la  première  polaire  de  (j^o'J'o»^o)  ^  ^^  point  double 
(§  102).  Si  donc  entre  ces  équations  on  élimine  ^'o>J'^o^o'  ^^  aura  le 
lieu  du  point  double.  Ainsi  la  Hessie?ine  est  le  lieu  des  points  dou- 
bles des  premières  polaires  qui  €7i  sont  douées. 

On  a  vu  (§  98)  que  tout  point  commun  à  la  courbe  et  à  la  Hes- 
sienne  est  un  point  d'inflexion,  s'il  n'est  pas  multiple  :  on  sait  aussi 
(§  io4)  que  tout  point  double  appartient  à  la  Hessienne.  Plus  généra- 
lement, pour  savoir  ce  qui  se  passe  en  un  point  multiple  d'ordre  p. 
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il  sufûra  de  choisir  ce  point  pour  origine,  auquel  cas  l'équation  de 
la  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme  (i43),  on  formera  alors  le 
déterminant  des  dérivées  secondes^  et  Ton  cherchera,  par  les  règles 
de  décomposition  d'un  déterminant,  l'ensemble  des  termes  de  de- 
gré inférieur  en  x  et  j^.  On  trouve  ainsi  à  un  facteur  constant  près, 
pour  cet  ensemble 


en  désignant  par  H  le  Hcssien  (§  89) 


de  la  fonction  homogène  9p(^,  j).  H  en  résulte  ce  théorème  :  en  un 
point  multiple  d'ordre  p  de  la  proposée,  la  Bessienne  est  douée  en 
général  d'un  point  multiple  d'ordre  3p— 4>  dont  les  tangentes  sont  : 
d'une  parties  p  tangentes  y  réelles  ou  imaginaires^  distinctes  ou  non^ 
de  la  courbe  proposée  ;  d'autre  part^  les  2;?— 4  rayofiSy  issus  du 
point  considéré^  représentés  par  le  Bessien  du  système  de  ces  p  tan- 
gentes. 

Ce  théorème  subit  une  exception  si  le  Hessien  s'annule  identi- 
quement, ce  qui  arrive,  comme  on  le  démontre  en  algèbre  et  en  ana- 
lyse, lorsque  la  fonction  <p,  est  une  puissance  exacte,  c'est*à-dire 
lorsque  toutes  les  tangentes  au  point  multiple  de  la  proposée  sont 
confondues.  Si  Ton  cherche  alors  l'ensemble  des  termes  de  degré 
3^—3,  on  a  à  calculer  une  somme  de  trois  déterminants  dont  l'un 
est  nul ,  et  si  l'on  pose 

on  obtient 

On  démontre  en  algèbre  et  en  analyse  que  le  second  facteur  ne 
devient  identiquement  nul  que  si  9^4.1  est  divisible  par  [a^x-^-a^yy^ 
c'est-à-dire  par  ç^.  Il  suit  de  là  que,  lorsque  les  tangentes  à  toutes 
les  branches  qui  se  croisent  au  point  multiple  de  la  proposée  sont 
confondues^  la  Bessienne  admet  ce  point  pour  point  multiple 
d'ordre  3(/?—  i)pour  lequel  7.{p—i)  tarigentes  sont  confondues  avec 
celle  de  la  proposée.  L'ordre  de  multiplicité  ne  s'élève  à  3/1  —  ?.  que 
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51  r ensemble  des  termes  de  degré  p-h  i  en  xetj  dans  f  équation  de 
la  proposée  est  divisible  par  ç^. 

11  peut  encore  devenir  plus  grand,  mais  les  conditions  se  com- 
pliquent :  quoi  qu'il  en  soit,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  parmi 
les  3m  (m— a)  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  la  Hes- 
sienne,  il  s'en  trouve  qui  proviennent  des  points  multiples  de  la 
première.  Pour  les  évaluer,  il  est  nécessaire  de  démontrer  le 
théorème  suivant. 

Théorème.  —  En  un  points  qui  est  multiple  d'ordre  p  pour  une 
courbe  C^,  et  (Tordre  q  pour  une  courbe  Cj,  les  deux  courbes  ont  eri 
général  pq  points  d'intersection  réunis. 

On  sait  en  efTet  que,  si  Ton  élimine  z  entre  les  équations 


le  résultant  est  une  fonction  homogène  et  de  degré  n—q  des  o, 
homogène  et  de  degré  m—p  des  ^  ;  et  dans  chacun  de  ses 
termes  la  somme  des  indices  ou  poids  est  constante  et  égale  à 
{m—p)(n—q).  Si  maintenant  Ton  augmente  tous  les  indices  dès 
f^  de  p  unités,  ceux  destp  de  q  unités,  on  a 


—  ^  ♦»»— P_i_/ri       ^m—p—l 


o  =  f^gZ^-^  -h  6ç+,s"-'-*  4-  .  .* . . .  4-  (î^„ 

équations  qui  représentent  deux  courbes  ayant  le  point(x=ro,  r— o) 
pour  point  n^ultiple  la  première  d'ordre  p  et  la  seconde  d'ordre  7, 
si  Ç/^  et  ^h  désignent  des  fonctions  homogènes  et  de  degré  h  en  x 
et  j.  Mais  alors,  comme  il  y  a  n—q  facteurs  ç  dans  chaque  terme 
du  résultant,  de  ce  chef  le  poids  s'est  augmenté  de  p{n  —  q)\  à 
cause  des  ^,\\  s'est  accru  de  q[m    />),  il  est  donc  devenu 

[m  —  p)[n  —  q)-\-p[n~q)-\-q[m  —  p)^mn  —  pq 

Le  résultant  est  donc  une  fonction  homogène  de  degré  mn—pq 
en  X  et  j^  et  représente  autant  de  droites  issues  du  point 
(a:=:o,  j^=o)  et  allant  passer  par  les  points  d'intersection  des  deux 
courbes.  Comme  ils  sont  au  nombre  de  m  77,  il  suit  de  là  que  le 
point  multiple  k  lui  seul  en  absorbe  pq,  C.  Q.  F.  D. 

Il  peut  en  absorber  davantage  :  pour  voir  dans  quelles  circon- 
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stances,  supposons  d*abord  tous  les  facteurs  de  (fp  distincts,  ainsi 
que  ceux  de  ^q.  11  est  clair  que,  si  Tun  des  mn—pq  points  restants 
vient  se  réunir  à  ceux  qui  sont  au  point  multiple,  la  direction  li- 
mite de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  est  Tune  des  tangentes 
en  ce  point  de  chaque  courbe.  Ceci  ne  peut  donc  arriver  que  si  ÇpCt 
^^  ont  un  facteur  commun  ;  et  réciproquement^  si  cela  est,  le  résul- 

tant  est  nul  pour  la  valeur  correspondante  du  rapport— parce  qu'il 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

A?p+B<|<, 

II  peut  aussi  s*en  réunir  plusieurs  au  point  multiple,  sur  une 
même  branche  de  chaque  courbe.  Pour  ne  pas  avoir  à  définir  le 
contact  d'ordre  quelconque  d'une  branche  de  la  première  courbe 
avec  une  branche  de  la  seconde,  il  est  un  cas  dans  lequel  ce  phé- 
nomène peut  se  vérifier  facilement;  c'est  celui  où  les  points  qui 
viennent  se  réunir  au  point  multiple,  viennent  se  réunir  sur  la 
tangente  commune  aux  deux  branches^  alors  un  certain  nombre 
de  9  à  partir  de  fp  et  autant  de  <{;  à  partir  de  ^^  sont  divisibles  par 
le  même  facteur,  et  il  suffit  de  regarder  le  résultant  formé  par  la 
méthode  de  Bezout,  par  exemple,  pour  voir  qu'après  avoir  divisé 
dans  tous  les  éléments  de  la  première  colonne  fp  et  ^^  par  ce  fac- 
teur, on  peut  encore  diviser  <|)p  et  Çp^.i,  ^^  et^/^^idans  ceux  de  la 
seconde,  Çp,  Çp^»  et  ç^i;  ^J',,  %+i  et  (J;^^,  dans  ceux  de  la  troisième  et 
et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  suppose  maintenant  qu'un  facteur  de  <pp  y  entre  avec 
l'ordre  de  multiplicité  p  sans  entrer  dans  9,^,,  et  que  le  même 
facteur  entre  dans  %  avec  l'ordre  q  sans  entrer  dans  ^q^\'\^ 
résultant  est  divisible  par  ce  facteur  élevéà  la  plus  petite  des 
des  deux  puissances  p  et  q\  et  c'est  autant  de  points  d'intersection 
à  ajouter  à  ceux  qui  sont  déjà  absorbés  par  le  point  multiple.  On 
peut  se  borner  a  ces  cas  simples. 

110.  Formules  de  Plflcker.  —  Ces  formules  établissent  des 
relations  entre  le  degré  et  la  classe  d'une  courbe  algébrique  d'une 
part,  et  les  singularités  de  cette  courbe  d'autre  part.  On  distingue, 
pour  une  telle  courbe,  les  singularités  ordinaires  et  les  singularités 
extraordinaires.  Les  premières  sont  celles  qui  se  rencontrent  en 
général,  c'est-à-dire  lorsque  les  coefficients  de  l'équation  ne  sont 
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liés  par  aucune  relation  particulière.  Mais  comme  on  fait  intervenir 
le  degré  et  la  classe,  rien  ne  dit  que  la  courbe  soit  la  plus  générale 
de  son  degré,  plutôt  que  la  plus  générale  de  sa  classe  :  il  est  donc 
absolument  nécessaire  de  ranger  également  parmi  les  singularités 
ordinaires  celles  qui  se  rencontrent  sur  une  courbe  dont  les  coeffi- 
cients tangentiels  ne  satisfont  à  aucune  condition,  quoique,  dans  les 
mêmes  circonstances,  les  coefficients  ponctuels  ne  soient  pas  quel- 
conques. Ainsi  Ton  a  vu  (§  loa)  que  ces  derniers  satisfont  à  une  con- 
dition lorsque  la  courbe  est  assujettie  à  avoir  un  point  double. 
Néanmoins,  les  points  doubles  sont  classés  parmi  les  singularités 
ordinaires,  parce  qu'une  courbe  représentée  par  une  équation  tan- 
gentielle  écrite  au  hasard  admet  des  points  doubles.  Pour  s'en  ren- 
dre compte,  il  suffit  de  démontrer  la  proposition  corrélative,  à  savoir 
qu'une  courbe,  en  coordonnées  ponctuelles,  admet  en  général  des 
tangentes  doubles^  c'est-à-dire  des  tangentes  à  deux  points  de  con- 
tact distincts  (fig.  60).  Si  Ton  veut  en  efi*etque  deux  points  distincts 


Fig.  <)o 

de  la  courbe  (j^pj  4,-4)  et  (j"3,j2»^a)»  admettent  la  même  tangente, 
on  doit  avoir 

.Atj Jvt  ./S| 

yx,        Jy^       Jz^ 

avec 

ce  qui  fait  quatre  équations,  qui  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour 
déterminer  les  coordonnées  homogènes  des  deuK  points.  Ainsi  le 
problème  est  déterminé;  pur  suite,  points  doubles  et  tangentes 
doubles  seront  considérés  comme  singularités  ordinaires  :  on  re- 
présentera leur  nombre  par  d  et  t. 

De  même,  les  points  d^inflexion  rentrent  dans  les  singularités 
ordinaires,  puisqu'ils  sont  à  l'intersection  de  la  courbe  et  de  la 
Hessienne  ;  et  les  points  de  rebroussement,  pu,  pour  mieux  dire, 
leurs  tangentes  répondent  à  la  singularité  corrélative.  Car  on  a  un 
point  d'inflexion  lorsque  deux  côtés  consécutifs  du  polygone  infi- 
nitésimal inscrit  étant  dans  le  prolongement  l'un  de  lautre,  trois 
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points  consécutifs  de  la  courbe  sont  en  ligne  droite,  alors  (§  97) 
la  tangente  traverse  la  courbe  qu'elle  enveloppe,  son  mouvement 
change  de  sens,  et  elle  est  un  moment  stationnaire  :  la  singularité 
corrélative  arrivera  donc  lorsque,  deux  sommets  consécutifs  du 
polygone  infinitésimal  circonscrit  coïncidant,  trois  tangentes  con- 
sécutives passeront  parle  même  point,  auquel  cas  les  considérations 
corrélatives  de  celles  du  §  97  montreraient  que  le  point  qui  décrit 
la  courbe,  reste  stationnaire  et  change  le  sens  de  son  mouvement. 
Toutes  les  fois  que  la  première  courbe,  traversant  sa  tangente,  aura 
avec  elle  2/1+  i  points  communs  consécutifs,  la  courbe  corrélative 
aura  un  rebroussement  par  lequel  viendront  passer  2^4- 1  tangentes 
consécutives.  Si  au  contraire  le  contact  de  la  première  courbe 
avec  sa  tangente  est  d'ordre  impair,  auquel  cas  elle  ne  présente  à 
Tœil  aucune  singularité,  la  même  disposition  se  reproduit  nécessai- 
rement dans  la  courbe  corrélative,  et  Ton  a  deux  singularités  corré- 
latives pour  lesquelles  la  courbe  présente  le  même  aspect^  qui  est 
Taspect  ordinaire.  On  se  rappelle  en  effet  que  ce  fait  s'est  rencon- 
tré aussi  bien  lorsque  la  courbe  a  un  contact  d'ordre  impair  avec 
sa  tangente  que  lorsqu*elle  a  un  point  multiple  d'ordre  impair  dont 
toutes  les  tangentes  sont  confondues  :  dans  chacun  de  ces  cas  la 
courbe  ne  paraît  avoir  aucune  singularité  ;  elle  peut  en  posséder 
deux,  bien  distinctes,  qui  sont  corrélatives.  Si  les  points  de  contact 
d'une  tangente  double  (fig.  60)  viennent  à  coïncider,  deux  tangentes 
consécutives  sont  réunies  et  il  y  a  inflexion  ordinaire.  Le  rebrousse- 
ment corrélatif  est  donc  celui  qui  provient  d'un  point  double  dont 
les  deux  tangentes  se  sont  confondues;  c'est  le  rebroussement  ordi- 
naire. Si  c'étaient  les  points  de  contact  d'une  tangente  triple  qui 
vinssent  en  coïncidence,  le  contact  deviendrait  du  troisième 
ordre,  il  y  anrait  superposition  de  deux  points  d'inflexion  (§99) 
et  pas  de  singularité  apparente  ;  la  courbe  corrélative  aurait  alors 
un  point  triple  à  tangentes  confondues,  et  pas  plus  de  singularité 
apparente  (§  io3)  :  il  suit  de  là  que  ce  dernier  peut  être  regardé 
comme  la  superposition  de  deu\  points  de  rebroussement  (Bg.  61)  : 


m  m' 

Fig.  r.i 


t'i  ainsi  de  suite.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  singulantê  ordinaire  con- 
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sisle  dans  les  points  dMnflexioQ  simple  dont  le  nombre  sera  re- 
présenté par  I,  qui  figurent  en  général  dans  les  courbes  en  coor- 
données ponctuelles,  et  dans  les  points  de  rebroussement  simple» 
dont  le  nombre  sera  /%  dont  les  tangentes  sont  les  corrélatives  des 
points  d'inflexion,  et  qui  figurent  par  conséquent,  en  général,  dans 
les  courbes  en  coordonnnées  tangentielles. 

Cela  posé,  proposons-nous  de  déterminer  la  classe  c  d'une  courbe 
algébrique  :  elle  est  égale  (§  85)  au  nombre  total  des  tangentes 
que  Ton  peut  mener  à  la  courbe  par  un  point  quelconque  a  du 
plan  ;  leurs  points  de  contact  sont  à  l'intersection  de  la  courbe  et 
de  la  polaire  de  a;  cette  dernière  est  de  degré  m—  i,  les  deux  cour- 
bes ont  donc  m(m— i)  points  d'intersection,  en  comptant  ceux  qui 
peuvent  être  à  Tinfini,  auquel  cas  les  tangentes  correspondantes 
sont  asymptotes.  Parmi  ces  points  plusieurs  peuvent  coïncider;  on 
vérifie,  en  prenant  l'un  d*eux  pour  origine,  que  cela  n'a  pas  lieu 
en  général  ;  cependant  si  le  point  est  sur  une  tangente  d'inflexion, 
les  deux  courbes  sont  tangentes,  mais  alors  deux  des  tangentes 
menées  a  la  courbe  par  le  point  considéré  sont  confondues;  si  le 
point  est  sur  une  tangente  double^  deux  tangentes  sont  encore  con* 
fondues,  mais  correspondent  à  deux  points  d'intersection.  Le  nom- 
bre des  tangentes  cherchées,  réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou 
confondues,  serait  donc  m[m^  i),  s'il  n'y  avait  ni  point  double,  ni 
point  de  rebroussement  ;  car,  réciproquement,  si  l'on  considère  un 
quelconque  b  des  points  d'intersection,  il  a  pour  axe  harmonique 
la  tangente  en  b  (§  io5),  et,  comme  il  est  sur  la  première  polaire 
de  a,  son  axe  harmonique  passe  par  a,  donc  la  tangente  en  b  passe 
par  a.  Mais  cela  suppose  que  le  point  est  simple  :  s'il  est  double,  la 
polaire  de  a  y  passe  une  fois,  quel  que  soit  le  point  a,  elle  y  admet 
pour  tangente  une  droite  dilTérente  de  l'une  et  de  l'autre  des  deux 
tangentes  de  la  courbe.  Les  deux  courbes  ont  donc  en  b  deux  points 
d'intersection^  sans  que  pour  cela  la  droite  ab  satisfasse  à  la  défi- 
nition de  la  tangente  (§  8o)  ;  par  suite  chaque  point  double  absorbe 
deux  points  d'intersection.  Si  le  pçint  b  est  un  point  de  rebrousse- 
ment, la  polaire  de  a  passe  en  &  et  y  admet  pour  tangente  la  tan- 
gente de  rebroussement,  il  faut  donc  ajouter  (§  109)  aux  deux  points 
d'intersection  déjà  absorbés  par  le  point  double  le  plus  petit  des 
ordres  de  multiplicité,  ce  qui  prouve  que  chaque  point  de  rebrous- 
sement en  absorbe  trois  ;  on  a  donc  enfin  : 
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Si  Ton  veut  chercher  maintenant  le  nombre  des  points  d'inQexion, 
il  suffit  d'observer  que  les  points  communs  à  la  courbe  et  à  la  Hes- 
sie'nne  sont  les  points  multiples  et  les  points  d'inflexion.  Si  donc  il 
n'y  avait  pas  de  points  multiples,  comme  la  Hessienne  est  de  degré 
3(m— â),  le  nombre  des  points  d'inflexion  réels  ou  imaginaires,  dis- 
tincts ou  confondus  (§  99),  à  distance  finie  ou  aTinfini  (§  100),  serait 
3m (m  — a).  Mais  en  chaque  point  double  de  la  courbe,  la  Hessienne 
est  douée  d'un  point  double  avec  les  mêmes  tangentes  (§  109)  ; 
d'ailleurs  un  calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  esquissé  (§  99)  mon- 
tre que  si,  la  courbe  étant  douée  d'un  point  multiple  d'ordre  p^ 
un  même  facteur  du  premier  degré  en  x  qI  y  divise  les  q  pre- 
mières fonctions,  séparément  homogènes  en  x  et  j  et  de  degrés 
inférieurs  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe,  il 
en  est  de  même  dans  l'équation  de  la  Hessienne.  H  arrivera  donc 
de  deux  choses  l'une  :  ou  bien  aucune  branche  de  la  courbe  n'offrira 
d'inflexion  au  point  double  (fig.  47)  ;  alors,  comme  plusieurs 
points  consécutifs  de  la  courbe  ne  peuvent  être  sur  la  Hessienne 
que  s'ils  sont  en  ligne  droite,  le  nombre  des  points  d'intersection 
(les  deux  courbes  absorbés  par  le  point  multiple  ne  dépassera  pas 
celui  qui  a  été  indiqué  (§  109)  et  sera  égal  au  produit  des  deux 
ordres  de  multiplicité^  c'est-à-dire  à  4^  plus  le  nombre  des  facteurs 
communs  aux  termes  de  degré  le  plus  bas  dans  l'équation  de  chaque 
courbe,  qui  est  2  puisque  le  système  des  tangentes  est  le  mémo 
pour  chacune  d'elles;  ou  bien  l'une  des  branches  ou  toutes  les  deux 
présenteront  une  inflexion  ou  plusieurs  inflexions  réunies;  alors  le 
même  phénomène  se  reproduira  dans  la  Hessienne,  autant  de  points 
d'intersection  en  plus  seront  absorbés  ;  mais  alors  ces  points  doi- 
vent être  considérés  comme  de  véritables  points  d'inflexion  et  ne 
doivent  pas  être  déduits  du  nombre  total  des  points  d'intersection, 
de  telle  sorte  que  d  points  doubles  absorbent  toujours  6d  points 
d'intersection.  De  même,  en  chaque  point  de  rebroussement  la 
Hessienne  est  douée  d'un  point  triple,  dont  deux  tangentes  sont  con- 
fondues avec  la  tangente  de  rebroussement  (§  109).  Si  l'on  prend 
le  point  pour  origine,  et  si  l'on  désigne  par  cpî  et  par  9,  l'ensemble 
des  termes  du  second  et  du  troisième  degré^  l'équation  de  la  troi- 
sième tangente  est  (§  109) 

«%.  -  2«i^o?3,,  ^  «Î9v  -==  o 

on  vérifie  sans  peine  que,  pour  qu'elle  soit  identique  avec  celle  de 
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la  tangente  de  rebroussement  qui  est 

il  faut  que  le  résultant  de  ç^  et  de  Ç3Soit  nul,  c'est-à-dire  que  SjFol 
ferme  ^^  en  facteur.  Mais  alors  on  obtient  la  figure  Sa  (§  ioi;,qL 
correspond  à  une  singularité  extraordinaire.  Si  Ton  écarte  ceca« 
on  voit  que  la  courbe  et  la  Hessienne.ont  au  point  de  rebroussemu 
un  nombre  de  points  communs  égal  au  produit  des  deux  ordrevv 
multiplicité,  ce  qui  fait  6,  plus  le  plus  petit  des  deux  ordres  qn 
est  2,  en  tout  8,  soit  Sr  pour  r  points  de  rebroussement;  d'où  n\: 

i  =  3m(^ni  —  '2)  —  6d  —  8r  \\j\ 

Les  formules  corrélatives  de  (i5o)et(i5i)  s'écrivent  alors imiu 
diatement 

mr=i    c[c—ï)  —  '2t—3i 
r  =  3clc-:^)-6t-Si  ^''' 

et  Ton  a  ainsi  quatre  relations  entre  le  degré  et  la   classe  d  .. 
courbe  algébrique  et  ses  singularités.  Mais  elles  se  réduisent  à  ir 
car  si  Ton  élimine  d  entre  (i5o)  et  (i5i),  ou  t  entre  les   éqvuA 
(iSa),  on  obtient  le  même  résultat  qui  est 

'i[m  — c):=:r  —  i  ;j' 


u  ■ 


Si  Ton  connaît  trois  des  six  quantités  qui  y  figurent,  on  peut 
déterminer  les  trois  autres:  elles  sont  dues  à  Plûcker. 

Si  la  courbe  possède  des  singularités  extraordinaires,  cba»j^ 
doit  faire  Tobjet  d'une  élude  spéciale.  Ainsi  il  est  facile  de  \«'  r 
dans  le  cas  qui  vient  d'être  signalé,  qui  correspond  à  la  fi^«. 
le  point  double  fait  diminuer  la  classe  de  4  unités,   et  abs^:  .-^ 
points  d'inflexion.  Dans  le  cas  du  point  multiple  d'ordi^  ^. 
toutes  les  tangentes  sont  distinctes,  la  première  polaire  a  ui.  , 
multiple  d'ordre /j  —  i  à  tangentes  distinctes, la  classe  est  cî»»:.- 
nuée  de  p{p—i)  unités;  de  même  la  Hessienne  a  un  point  r: 
d'ordre  3/?  — 4  dont  p  tangentes  sont  les  mêmes  que  celî  :• 
courbe;  les  deux  courbes  ont  donc  en  ce  point  p{ip—  i)  —  f  • 
<^p{p—i)  poinis  d'intersection  réunis;   il  diminue  donc    I 

d'autant  d'unités  et  absorbe  autant  de  points  d'inflexion  *i  :    — 
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points  doubles^  ce  dont  on  peut  se  rendre  compte  à  priori  par  la 
combinaison  des  branches  deux  à  deux.  Si,  parmi  les  p  tangentes 
au  point  multiple,  q  sont  confondues,  alors  le  point  multiple  de  la 
première  polaire  en  a  ^— i  qui  sont  réunies  (§  io5),  et  la  classe 
est  en  général  diminuée  d'un  nombre  égala  p{p—  i)  augmenté  du 
plus  petit  des  deux  exposants  du  facteur  correspondant  à  la  tan- 
gente qui  est  la  réunion  de  plusieurs  autres  (§  109),  c'est-à-dire  à 
7—1.  Ainsi  une  courbe  du  quatrième  degré  qui  a  un  point  triple  pour 
'equel  deux  tangentes  sont  confondues,  est  en  général  de  cili-  ' 
|uième  classe.  En  ce  qui  concerne  les  points  d'inflexion,  un  pareil 
toint  paraît  en  absorber  ;7(3/;  — 4) H- 9,  puisque  7  est  le  plus  petit  des 
eux  ordres  de  multiplicité  du  facteur  multiple,  que  l'on  sait  de- 
3ir  entrer  (§  109)  au  moins  avec  le  même  exposant  dans  l'ensem- 
'e  des  termes  de  degré  inférieur  delà  Hessienne  (*).  Mais  il  arrive 
ors  que  le  même  facteur  divise  un  certain  nombre  des  termes  de 
grés  immédiatement  supérieurs  dansTéquation  de  la  Hessienne, 
)ii  il  suit  que  les  résultats  du  §  109  ne  sont  plus  applicables.  Ainsi 
courbe  du  quatrième  degré  qui  vient  d'être  citée  n'a  que  cinq 
in  ts  d'inflexion. 


.«■i' 


111.  XiXercices.  —  i.  Trouver  les  singularités  de  la  courbe 

ette  courbe  est  du  quatrième  degré  ;  elle  admet  pour  points 

3les  les  points  cycliques,  puisque,  l'ensemble  des  termes  du 

,  rième  degré  étant (j:^ -h j^)*,  ceux  du  troisième  degré  manquent; 

',,1  aussi  un  point  double  à  l'origine,  avec  deux  inflexions  (fig.  49)» 

^;  îque,  les  termes  de  degré  inférieur  étant  du  second  degré,  il 

I  Vi  pas  de  termes  du  troisième  degré.  11  ne  saurait  y  en  avoir 

'      itage,  puisque  la  courbe  est  du  quatrième  degré  et  qu'elle  no 

compose  pas  (§  102).  D'ailleurs,  en  appliquant  la  formule  (i45). 

mve  que  les  tangentes  en  chaque  point  cyclique  sont  distinctes 

pour  équation 

11.*"-  •> 

^^,  (.r±rv-i)  -— 

^'i-'jse  est  donc  diminuée  de  six  unités  et  doit  être  égale  à  6.  En 

lOl         calcul  fait  voir  qu'il  y  entre  au  degré  3^ — j  ;  cela  tient  à  ct;  que  tout  facteur 
1   ()\ll>     d*UDe  fonction  homogène  à  deux  variables  entre  dans  8on  Hcssien  au  degn* 


•  l'tl  ' 

I     U" 
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eflet,  si  l'on  cherche  l'équation  de  la  première  polaire  d'un  point, 
et  si  l'on  élimine  z  entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe,  ren* 
dues  homogènes,  on  trouye  une  équation  du  sixième  degré.  Si  on 
fait  la  même  opération  pour  la  Hessienne,  on  trouve  une  équation 
du  sixième  degré  renfermant  le  facteur  oc^—y^  qui  correspond  aux 
deux  points  d'inflexion  à  l'origine.  C'est  aussi  le  résultat  indiqué 
par  la  formule  (i5i).  On  en  conclut  par  les  formules  (i52)  que  le 
nombre  des  tangentes  doubles  est  égal  à  4-  On  trouvera  facilement 
qu'elles  sont  parallèles  deux  à  deux  aux  axes  de  coordonnées  et 
qu'elles  ont  pour  équations 

asl—\  a 

2.  Appliquer  les  formules  de  Plûcker  à  la  développée  de  Pellipse, 
Cette  courbe  est  du  sixième  degré  (§  io8];  elle  a  quatre  points 
doubles  et  six  points  de  rebroussement  ;  la  formule  (i5o)  fait  voir 
qu'elle  est  de  quatrième  classe  ;  on  verra  en  effet  que  par  un  point 
on  peut  mener  quatre  normales  à  l'ellipse,  et  par  suite  quatre  tan- 
gentes à  sa  développée.  La  formule  (^Si)  ne  lui  assigne  aucun  point 
d'inflexion,  et  on  en  conclut  alors  par  les  formules  (i52)  qu'elle 
admet  trois  tangentes  doubles.  On  a  vu  que  ces  droites  sont  les 
deux  axes  de  coordonnées  et  la  droite  de  l'inGni  :  les  six  points  de 
contact  sont  des  points  de  rebroussement,  mais  cela  ne  constitue 
pas  une  singularité  extraordinaire  ;  c'est  la  singularité  corrélative 
du  point  double  dont  les  deux  branches  distinctes  ont  une  inflexion. 


CHAPITRE    III 


DÉTERMINATION  DES  COURBES  ALGÉBRIQUES. 

THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 


112.  —  Le  premier  membre  de  l'équation  d*nne  courbe  algé- 
brique de  degré  m  est  une  fonction  bomogène,  du  même  degré,  à 
trois  variables  :  on  démontre,  en  algèbre,  que  le  nombre  de  ses 
termes  est  égal  au  nombre  figuré 


^(m4-i)(m-f-2) 


Elle  renferme  autant  de  coefficients,  dont  il  suffit  de  connaître  les 
valeurs  proportionnelles,  pour  que  la  courbe  représentée  parTéqua- 
tion  soit  déterminée.  Si  donc  l'on  entend  par  condition  (§  37), 
toute  donnée,  analytique  ou  géométrique^  qui  se  traduit  par  une 
relation  entre  les  coefficients,  on  peut  dire  qu'tm^  courbe  algébri- 
que de  degré  m  est  déterminée  par 

-  (m  4-  1  )  (m  -h  2)  —  I E^  -  m  (m  4-  3) 

conditions.  Il  ne  faut  pas  entendre  par  là  que  la  solution  soit  uni- 
que :  le  problème  est  déterminé,  et  le  nombre  des  solutions  dépend 
du  degré  des  relations  entre  les  coefficients.  Elle  est  unique  toutes 
les  fois  que  les  relations  sont  linéaires  et  distinctes;  et,  comme  la 
courbe  est  aussi  bien  représentée  par  son  équation  tangentielle  que 
par  son  équation  ponctuelle,  ce  qui  précède  s'applique  aussi  bien 
aux  coefficients  de  la  première  qu'à  ceux  de  la  seconde.  On  doit 
juger  par  là  de  l'importance  qu'il  faut  attribuer  au  degré  d'une 
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relation  donnée  entre  les  coefficients  d'une  courbe.  L'étude  des 
relations  linéaires,  en  particulier,  offre  le  plus  grand  intérêt  :  on 
a  vu,  dans  la  théorie  de  la  ligne  droite,  qu'une  relation  linéaire 
entre  ses  paramètres  exprime  qu'elle  passe  par  un  point  fixe.  Il  est 
évident  que  la  réciproque  est  toujours  vraie,  c'est-à-dire  que  la 
connaissance  d'un  point  se  traduit  toujours,  pour  une  courbe  de 
degré  quelconque,  par  une  relation  linéaire;  mais,  pour  les  courbes 
de  degré  supérieur  au  premier,  on  ne  peut  pas  affirmer  qu'inver- 
sement toute  relation  linéaire  exprime  qu'elle  passe  par  un  point. 

La  relation  linéaire  la  plus  générale  entre  les  paramètres  d'une 
courbe  A  de  degré  m  renferme  autant  de  termes  que  l'équation  de 
la  courbe  ;  si  l'on  y  considère  les  coefficients  des  paramètres 
comme  les  coefficients  tangentiels  correspondants  d'une  nouvelle 
courbe  B  qui  sera  alors  de  classe  m,  il  est  clair  que  la  relation  con- 
sidérée exprime  une  propriété  relative  de  ces  deux  courbes. 

Si  maintenant  Ton  considère  les  transformées  par  voie  de  dua- 
lité, \^  et  Bf,  de  l'une  et  de  l'autre,  la  première  a  pour  coefficients 
tangentiels  les  coefficients  ponctuels  de  A  (§  85),  et  la  seconde  a 
pour  coefficients  ponctuels  les  coefficients  tangentiels  de  B  ;  comme 
la  relation  considérée  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  séries 
de  coefficients,  il  suit  de  là  qu'elle  exprime  la  même  propriété  rela- 
tive entre  A  et  B,  ou  bien  entre  B^  et  A^.  Transformant  la  pro- 
priété entre  B^  et  A^,  on  voit  enfin  que  la  corrélative  de  la  pro- 
priété en  question  existe  entre  B  et  A.  On  peut  donc  énoncer  ce 
théorème  important  : 

La  relation  linéaire  la  plus  générale  entre  les  paramètres  d'une 
courbe  algébrique  de  degré  m  exprime  entre  cette  courbe  et  une 
courbe  de  même  classe,  dont  les  coefficients  tangentiels  sont  les  coeffi- 
cients de  la  relation  y  une  propriété  dont  la  corrélative  existe  e7i  même 
temps  entre  la  seconde  et  la  première  courbe. 

II  est  clair  que  ce  qui  vient  d'être  dit  subsiste  si  Ton  considère 
comme  coefficients  tangentiels  de  B,  non  plus  les  paramètres  de  la 
relation  linéaire  donnée,  mais  les  quotients  de  ces  paramètres  par 
certains  coefficients  numériques  déterminés.  Si  ces  coefficients  nu- 
mériques sont  ceux  de  la  puissance  m*^*  du  trinôme,  on  démontre 
que  la  relation  en  question  n'est  pas  modifiée,  à  un  facteur  près  ne 
dépendant  que  de  la  substitution,  lorsqu'on  transforme  les  coeffi- 
cients ponctuels  de  A  par  une  substitution  linéaire  effectuée  dans 
cette  courbe,  et  les  coefficients  tangentiels  de  B  par  la  substitution 
inverse  (§  09)  eiïecluéc  dans  Tautre  :  c'est  ce  qu'on  peut  appeler  un 
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invariant  mixte.  Il  résulte  de  là  que  la  propriété  exprimée  par  la 
relation  est  invariante,  puisque,  lorsqu'on  change  le  triangle  de 
référence,  l'équation  ponctuelle  de  A  et  l'équation  tangenlielle  de 
B  subissent  précisément  des  substitutions  inverses. 

Un  problème  intéressant  est  alors  celui  de  la  recherche  de  l'ex- 
pression géométrique  de  cette  propriété;  pour  la  ligne  droite,  elle 
consiste  à  passer  par  un  point,  qui,  corrélativement,  est  situé  sur  la 
droite.  Pour  les  courbes  de  degrés  supérieurs,  elle  se  complique, 
mais  reste  fondamentale.  Quelle  qu'elle  soit,  nous  désignerons  par 
P  la  propriété  entre  les  deux  courbes  A  et  B  ;  et  par  n  la  propriété 
corrélative  existant  en  même  temps  entre  les  deux  courbes  B  et  A. 

113. —  11  suit  de  ce  qui  précède  que  -m (m 4- 3)  conditions 

linéaires  distinctes  déterminent  une  courbe  de  degré  m  et  une  seule. 

En  particulier,  -m(m-H3)  points  distincts  déterminent  une  courbe 

de  degré  m  et  une  seule  :  il  est  nécessaire  d'ajouter  rfw/t>ic/5,  parce 
qu'il  peut  arriver,  comme  on  en  verra  des  exemples,  qu'un  ou  plu- 
sieurs points,  ou  même  une  infinité,  résultent  d'une  partie  des  points 
déjà  connus  ;  c'est-à-dire,  algébriquement,  que  les  équations  qui 
expriment  que  la  courbe  passe  par  les  premiers  soient  des  consé- 
quences de  celles  qui  expriment  qu'elle  renferme  les  seconds. 

Si  l'on  imagine,  par  exemple,  que  parmi  les  -m  (m -h  3)  points 

donnés,  supposés  distincts,  il  y  en  ait  plus  de 

'«/'-^  (/'-•)  (/'-») 

sur  une  courbe  C^^dp  degré  p  inférieur  à  /?i,  cette  courbe  fait  tout 
entière  partie  de  la  courbe  cherchée.  S'il  y  en  avait  un  de  plus, 
soit 

on  pourrait,  en  elTet,  par  ceux  qui  restent,  en  nombre  égal  à 

-  /?!  (m  -h \\)  —  mp 4-  7  (/^  —  I ) (/^  —  t«)  --  i  ^-{m—p)  {m  —p-\-'S) 

^»  ^  ^ 
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faire  passer  une  courbe  de  degré  m—p,  laquelle,  avec  la  courbe  de 
degré  p,  constituerait  une  courbe  de  degré  m  qui  serait  la  courbe 
cherchée  puisque,  les  points  étant  supposés  distincts^  le  problème 
n'admet  qu'une  solution. 

Ainsi,  tous  les  points  de  la  courbe  C, résultent,  indépendamment 
des  points  restants,  des 

premiers  points  donnés,  et  si,  parmi  les  autres,  il  s'en  trouve  un 
ou  plusieurs  qui  soient  aussi  sur  C^,  leur  connaissance  ne  servira  de 
rien,  et  le  problème,  n'étant  plus  déterminé,  admettra  une  infinité 
de  solutions. 

On  appelle  système  de  courbes  de  degré  m  l'ensemble  formé  par 
toutes  celles  de  ces  courbes  qui  satisfont  à  un  certain  nombre  de 
mêmes  conditions  données.  L'ordre  du  système  est  l'ordre  d'indé- 
termination dont  ces  courbes  sont  affectées  :  un  nombre  fini  de 

courbes,  satisfaisante  - 7^ (''}+ 3)  conditions  communes^  forme  un 

système  d'ordre  zéro;  toutes  celles  qui  satisfont  à  -m(7n-+-3)— i 

conditions  communes  forment  un  système  du  premier  ordre  ou 

faisceau;  si  le  nombre  des  conditions  est  -m(m-h3)  — a,  on  a  le 

système  du  second  ordre,  ou  r^^eat/,  etc.;  enfin,  toutes  les  courbes 

de  degré  m  forment  un  système  d'ordre  -m  (m -h  3).  Si  toutes  les 

conditions  sont  linéaires,  on  dit  que  le  système  est  linéaire;  le  sys- 
tème linéaire  du  premier  ordre,  ou  faisceau  linéaire  est  formé  par 

toutes  les  courbes  d'un  même  degré  qui  satisfont  à  -m(m-+-3)—  i 

conditions  linéaires.  On  a  vu  plus  haut  qu'une  condition  linéaire 
n'exprime  pas  nécessairement  que  la  courbe  passe  par  un  point 
donné  ;  mais  il  peut  se  faire  que  d'un  certain  nombre  de  conditions 
linéaires  données  résultent  quelques  autres,  ou  même  une  infinité 
d'autres,  qui  équivalent  à  des  points  ;  par  exemple,  «i  l'on  connaît 

-m (m +  3)  conditions  linéaires  distinctes,  tous  les  points  de  la 

courbe  en  résultent.  11  se  passe  un  fait  analogue  dans  le  cas  du 
faisceau  linéaire,  c'est-à-dire  lorsque  Ton  connaît  une  condition 
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de  moins.  Si,  en  effet 

sont  les  épuations  de  deux  courbes  du  faisceau, 

est  réquation  générale  des  courbes  du  faisceau,  car  elle  représente 
une  courbe  du  même  degré,  dont  les  coefficients  sont  des  combi- 
naisons linéaires  des  coefficients  respectivement  correspondants 
des  deux  premières  courbes  et  satisfont  par  conséquent  aux  mêmes 
conditions  linéaires;  dont,  enfin,  Tindétermination  est  du  premier 
ordre,  ce  qui  permettra  d'achever  de  la  déterminer  sans  ambiguïté 
par  une  nouvelle  condition  linéaire  et,  par  suite,  de  la  faire  coïn- 
cider avec  une  quelconque  des  courbes  satisfaisant  aux  conditions 
données.  Cela  posé,  elle  passe  évidemment  par  tous  les  points  com- 
muns à  Cf  et  à  C2,  lesquels  sont  en  nombre  égal  à  w?.  On  peut  donc 

dire  que  toutes  les  courbes  de  degré  m  qui  satisfont  à  -  m  (m  4-  3)  —  i 

conditions  linéaires  distinctes  passent  par  -m^  points  fixes.  En  parti- 
culier, si  les  conditions  données  sont  des  points,  toutes  les  courbes 

de  degré  /n,  qui  passent  par  -  m  (m  4-  3)  —  i  points  distincts j  passent 
par 

•  m^ m(m-l-3)H- I  ~-(m— i)(m  — 9.) 

autres  points  fixes.  Un  de  ces  derniers  points  joints  aux  premiers 

n'achèverait  pas  de  déterminer  la  courbe  ;  c'est  un  nouvel  exemple 

du  cas  où  des  points  ne  sont  pas  distincts. 
Du  théorème  précédent,  on  en  déduit  deux  autres  : 
i"^  Si, parmi  les  m^  points  d'intersection  de  deux  courbes  de  degré 

m^mp sont  situés  sur  une  courbe  de  degré p  inférieur  àm^lesm[m^p) 

restants  sont  sur  une  courbe  de  degré  m  —  /;. 

Si,  en  effet,  parmi  ces  derniers,  on  en  choisit-  (m  —  p){m  —  /;  -f-  3) 

pour  déterminer  une  courbe  de  degré  m~p\  ce  qui  est  toujours 
possible,  car  l'on  a  si  p  est  inférieur  à  m 

'-'{m—p){m  —  p-\-i)'^mp<m^ 
PicQUET,  Géom,  analyt»  \  9 
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elle  forme,  avec  la  courbe  de  degré  p,  une  courbe  de  degré  m  pas- 
sant par 

i{m^/;)(m-;;4-3)4-m;> 

points,  pris  parmi  les  points  donnés  ;  mais  ce  nombre  étant  égal  à 

ne  saurait  être  inférieur  k-m[m-\-  3)—  i,  la  courbe  complète  passe 

donc  par  tous  les  points  restants  ;  et^  comme  ils  ne  sont  pas,  par 
hypothèse,  sur  la  courbe  de  degré  p^  ils  sont  sur  la  courbe  de 
degré  m-- p. 

7?  Toute  courbe  de  degré  m  qui  passe  par  mp (/;—  i)(/>— a) 

points  d'une  courbe  de  degré  p  inférieur  à  /n,  coupe  cette  coîipie  eti 
-  (/;  —  I  )  (/;  —  a)  autres  points  fixes. 

On  a,  en  effet,  d'après  ce  qui  précède 

'»/'-::(/'-')(/'- 2)H-Hm-/;)(w-;;  +  3)  =  lm(m+3)-i. 

Si  donc,  par  -  (m  — /;)(m  — /^-+-3)  autres  points  pris  sur  la  courbe 

de  degré  m,  on  fait  passer  une  courbe  de  degré  m—/;,  elle  consti- 
tue, avec  la  courbe  de  degré  p  un  ensemble  de  degré  m,  ayant  avec 
la  première  courbe  de  degré  m  un  nombre  de  points  communs 

égal  à -m  (m -h  3)  —  I,  et  qui  en  ont  par  conséquent -(m—  i)(m— a) 

autres.  Ces  derniers  doivent  être  distribués  sur  la  courbe  de  degré  p 
et  sur  la  courbe  de  degré  m  —  ;?  de  façon  que  la  courbe  de  degré  m 
soit  coupée  parla  première  en  mp  points  et  par  la  seconde  en  m  (m —/>) 

points,  il  faut  donc  qu'il  y  en  ait  -[p—  i)(p  — a)  sur  la  courbe  de 

degré  m. 

Tous  les  résultats  qui  viennent  d'être  démontrés  s'appliquent 
évidemment  à  une  courbe  de  la  classe  m,  à  la  condition  de  rem- 
placer les  relations  entre  les  coefficients  ponctuels  par  des  rela- 
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lions  entre  les  coefficients  tangentiels^  et  ]es  points  par  des  tan- 
gentes. 

1 14.  Systèmes  linéaires.  —  L*équation  générale  des  courbes 
de  degré  m  faisant  partie  d'un  système  linéaire  d'ordre  p  est,  en 
désignant  par  C^^  C^, C|^.i,  les  premiers  membres  des  équa- 
tions de  /'+!  courbes  du  système 

XjC,  -i- A3C2  -h -hXp+iC^i  =  0  (  1 54) 

dans  laquelle  \y  X^, X^i  sont  p-k-i  paramètres  variables  qui  se 

réduisent  à  p  puisque  l'un  d'eux  est  arbitraire.  Cette  équation  re- 
présente en  eiret  une  courbe  de  môme  degré,  dont  les  coefficients 
sont  des  combinaisons  linéaires  des  coefficients  respectivement 

correspondants  des  p-y-i  courbes  C^,  C^, C^^.!  et  satisfont  par 

conséquent  aux  mêmes  conditions  linéaires,  dont  enfin  l'indéter- 
mination est  d'ordre  p,  ce  qui  permettra  d'achever  de  la  détermi- 
ner sans  ambiguïté  par  p  nouvelles  conditions  linéaires,  et  par 
suite  de  la  faire  coïncider  avec  une  quelconque  des  courbes  sa- 
tisfaisant aux  conditions  données,  en  nombre  égal  à  -m(7n+3)— /^. 

On  peut  donc  dire  que  le  système  est  défini  par  p-^i  des  courbes 
qu^il  renferme,  aussi  bien  que  par  les  relations  auxquelles  elles 
sont  assujetties  ;  à  la  condition  toutefois  que  ces  courbes  soient 
distinctes,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  en  ait  pas  plus  de  r+i  faisant  par- 
tie d'un  système  linéaire  d'ordre  /*  inférieur  à  py  car  r-f-i  de  ces 
courbes  entraînent  toutes  les  autres.  Il  est  clair,  par  exemple,  que 
si  Tune  d'entre  elles,  difl^érente  deC|  et  deC^,  fait  partie  du  fais- 
ceau 

sa  connaissance  ne  sert  de  rien,  parce  que  pour  des  valeurs  quel- 
conques de  X|  et  de  X„  la  courbe  dont  l'équation  vient  d'être  écrite 
rentre  dans  le  système  plus  général  (i 54);  il  suffit,  pour  le  voir,  d'at- 
tribuer aux  autres  paramètres  la  valeur  zéro. 

On  dit  alors  que  le  système  est  ponctuel  ;  mais  si  les  relations 
linéaires  données  ont  lieu  entre  les  coefficients  tangenticls,  il  est 
clair  qu'on  démontrera  de  même  que  l'équation  générale  tangen- 
tielle  des  courbes  d'un  système  d'ordre  q  est,  en  désignant  par  r^ 
r^,  r^^i  les  premiers  membres  des  équations  tangentielles  de 
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y4-i  courbes  du  système 

dans  laquelle  [jl^,  (x^, (jl^^iSodI  des  paramètres  arbitraires  ;  et  le 

système  est  tangenticL 
Gela  posé,   considérons  le  système  linéaire  ponctuel  (i 54);  les 

courbes  qui  le  composent  sont  assujetties  à- m{7in-3)—p  conditions 

linéaires  distinctes,  ce  qui  revient  à  dire  qu'elles  jouissent  de  la 
propriété  P  (§  iia)  vis-à-vis  d*autant  de  courbes  de  classe  m,  dis- 
tinctes, données  ;  lesquelles,  par  conséquent,  définissent  un  sys- 
tème linéaire  tangentiel  dont  Téquation  générale  sera  Téqua- 
tion  (i55),  si  Ton  pose 

-  771  (wi  4-  3)  —  />  =  7  4- 1 


on 


^^  4-  y  rzi  -  771  (771  4-  3)  —  I 

•A 


Mais  il  résulte  du  théorème  démontré  (§  112)  qu'inversement 
les  94-1  courbes  r^  et  par  suite  toutes  celles  du  système  linéaire 
(i 55)^  jouissent  vis-à-vis  des  courbes  du  système  (i54)  de  la  pro- 
priété n  ;  on  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  fort  impor- 
tant, qui  est  la  base  de  la  théorie  des  systèmes  linéaires,  et  qui 
sera  rendu  plus  clair  par  l'application  qui  en  sera  faite  aux  courbes 
du  second  degré: 

Étant  donné  un  système  linéaire,  ponctuel  ou  tangentiel^  U7i  autre 
système  en  résulte,  tangentiel  ou  ponctuel,  tel  que  toutes  les  courbes 
du  système  ponctuel  sont  douées  vis-à-vis  de  toutes  les  courbes  de 
t autre  de  la  propriété  Py  tandis  que  toutes  celles  du  système  tangen- 
tiel jouissent  relativement  à  toutes  celles  du  premier  de  la  propriété 
n.  Le  degré  des  courbes  du  système  ponctuel  est  égal  à  la  classe  des 
courbes  du  système  tangentiel,  et  la  somme  des  ordres  des  deux  sys- 
tèmes,  augmentée  d'une  unité,  est  égale  au  nombre  des  conditions  qui 
déterminent  en  général  une  courbe  de  Vun  ou  de  f  autre  système. 

Les  deux  systèmes  sont  dits  contravariants. 

115.  Genre  d'une  courbe  algébrique.  —  Il  convient  main- 
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lenauldc  démontrer  le  Ihéorèmesuivani,  complcmentiadispensable 
de  la  théorie  des  points  multiples. 

Une  courbe  algébrique  de  degré  m  ne  peut  pas  posséder  plus  de 

-^ {m— i) {m— 2)  points  doubles,  sans  se  décomposer  en  courbes  de 

degrés  inférieurs. 

Car  si  elle  en  avait  un  de  plus,  soit -(m— i)(m  — 2)-i-i,on  pour- 

rail  par  ces  points  et  par  am  — 3  autres  points  fixes  pris  sur  la 
courbe,  soit  en  tout 


-  (m  —  1  )  (m  —  2)  -h  I  H-  am  —  3  =  -  (m  —  I  )  (m  -h  2) 


Taire  passer  une  courbe  de  degré  m—i  qui  couperait  la  proposée 
en  un  nombre  de  points  égal  à 

2(-(m—  i)(m  — 2)-l-  I  j  -l-2m  — 3  =  m(m—  i)-h  i 

ce  qui  est  impossible  à  moins  que  la  courbe  de  degré  m— i,  ou 
une  de  ses  courbes  élémentaires,  si  elle  se  décompose,  ne  fasse 
partie  de  la  proposée  ;  laquelle  se  décomposera  nécessairement, 
dans  tous  les  cas,  en  courbes  de  degrés  inférieurs.  Dans  ce  rai- 
sonnement, il  n*est  fait  aucune  distinction  entre  les  points  doubles 
ordinaires  et  les  points  de  rebroussemcnt. 

Si  la  courbe  a  des  points  multiples,  la  propriété  subsiste  en  rem- 
plaçant chaque  point  multiple  d'ordre  h  par  -  k{k^  i)  points  dou- 

blés.  Soient  pour  cela,  r/<  le  nombre  des  points  multiples  d'ordre  i, 
et  n  le  plus  élevé  de  ces  ordres;  supposons  en  outre  que  Ton  ait 

J^ -h  3^/3  H- 6^^ -h +7/i(//—  i)^/„  =  -(m—  i)(7ii  — 2)-M 
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est  déterminée  sansr  ambiguïté,  car  ces  conditions  sont  linéaires, 
et  leur  nombre  (§  io6)  est  égal  a 

9.m— S-f-rfj-hS^/j-h H — ^^w(/i— i)rf„=2m— 3-^-(m— i)(m— 2)-hiEE-(m— i)(m-h2) 


et  elle  rencontre  la  proposée  suivant  des  points  dont  le  nombre  est 
égal  à 

am— 3-h2rf3-+-6rf3H- -h/i(/ï  — i)rf„=2m  — 3-|-(m  — i)(m  — 2)-i-2=m(m  — i)-r-i 

d'où  Ton  conclut,  comme  précédemment,  que  cette  dernière  se 
décompose. 

Réciproquement,  si  elle  se  décompose  en  deux  courbes,  elle  peut 
acquérir  un  point  double  de  plus  que  son  maximum;  il  sufQt  pour 
cela  que  les  deux  courbes  aient  chacune  leur  maximum  et  que  leurs 
points  d'intersection  soient  distincts.  On  doit  en  elTet  considérer 
chacun  de  leurs  points  d'intersection  comme  un  point  double  de  la 
courbe  complète,  et  si  ces  points  sont  tous  distincts,  Ton  a  en  dési> 
gnant  par;?  et  q  les  degrés  des  courbes  composantes,  et  remarquant 
que  p-\-q  est  égal  à  m 

Il  suit  de  la  que  si  le  nombre  des  points  doubles  de  la  proposée 
doit  dépasser  le  maximum  de  deux  unités,  elle  se  décomposera 
nécessairement  en  trois  courbes  au  moins.  Plus  généralement,  si 
le  maximum  doit  être  dépassé  de  k  unités,  elle  se  décomposera  au 
moins  en  Ar+ 1  courbes  élémentaires,  car  si  l'on  suppose  que  cha- 
cune d'elles  ait  son  maximum  de  points  doubles,  en  observant  que 
la  somme  de  leurs  degrés  p^q,  s, est  égale  à  m,  on  a  l'identité 

^(/^-Ob-2)H-^(7~i)(y~2)+i(.ç-i)(.9-2)^ -^pq-^qs 

-hsp  -h =-{m—  i)(m  — 2)4-^'  ('56) 

On  appelle  genre  d'une  courbe  algébrique  la  différence  entre  le 
nombre  maximum  des  points  doubles  qu'elle  peut  avoir  sans  se 
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décomposer  et  le  nombre  des  points  doubles  elTeciifs  ;  les  points 
de  rebroussement  étant,  comme  précédemment,  comprit  parmi  les 

points  doubles,  et  tout  point  multiple   d'ordre  h  élant  considéré 

• 

comme  équivalent  à- /i(/2  —  i)  points  doubles,  si  loulefois  les  tan- 

gentcs  en  ce  point  sont  distinctes.  Si  la  courbe  ne  se  décompose 

pas,  le  genre  peut  varier  depuis  -  (m— i)  (m  — 2),  ce  qui  est  le  cas 

où  elle  n'a  pas  de  points  doubles,  jusqu'à  zéro  ce  qui  est  le  cas  où 
le  nombre  de  ces  points  atteint  son  maximum.  Si  elle  se  décom- 
|)ose,  il  peut  devenir  négatif,  et  la  valeur  minima  dont  il  est  sus- 
ceptible correspond  au  cas  où  la  courbe  a  le  plus  grand  nombre 
des  points  doubles  qu'elle  peut  acquérir  en  se  décomposant, 
ce  qui  arrivera,  d'après  ce  qui  précède,  lorsqu'elle   se   réduira 

à  m  droites,  auquel  cas  elle  possède -m  (m—  i)  points  doubles,  ce 

qui  donne  pour  le  genre  la  valeur 

l(m-i)(m-2)-^m(m-i)  =  -(/n-i). 

L'identité  (i56)  fournit  une  relation  entre  le  genre  d'une  courbe 
qui  se  décompose,  et  celui  des  courbes  élémentaires;  on  a  en  ciïet, 
en  désignant  par  g  le  genre  de  la  première,  par  d  le  nombre  de 
ses  points  doubles  et  par  r  le  nombre  de  ses  points  de  rcbrousse- 
ment 

i(m~i)(m-a):=g^-f-rf-hr 
de  même  pour  les  courbes  élémentaires 
-(/^-')0'-»)=S'<.+''«  +  '«     :7('/-')('/-»)=-S'*-<- ''*  +  '•»,  elc 

•A  Je 


L'identité  (i5ti)  devient  alors,  en  supposant  distincts  les  points 
d4ntersection  deux  a  deux  des  courbes  composantes, 

^1-^-^6"+- -h  r/« -h  ^6  4- H" /"a -»- 'ft -H ^pq-^qs-^ —  ^-f-rf-f-z-hX: 

Mais  les  points  doubles  ou  de  rebroussement  de  la  courbe  résul- 
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tante  sont  ceux  des  courbes  composantes  et  leurs  points  d'intersec- 
tion deux  à  deux  ;  on  a  donc 

(ia-hdb-i- 4- /•« -h  /fc -+- -\- ptj -¥  (js  4- —  rf-+-  /• 

d'où 

Ainsi^  lorsqu'une  courbe  se  décompose  en  plusieurs  autres,  dont 
les  points  d'intersectioii  sont  distincts^  son  genre  est  égal  à  la  somme 
des  genres  des  composantes  diminuée  d'autant  d'unités  quHl  y  a  de 
courbes  composantes  moins  une. 

En  particulier^  si  toutes  les  composantes  sont  de  genre  i ,  la  résul- 
tante est  aussi  de  genre  i . 

Cette  démonstration  suppose  tous  les  points  d'intersection  dis- 
tincts. D'ailleurs^  s'ils  ne  le  sont  pas/ la  courbe  résultante  peut 
acquérir  en  l'un  de  ces  points  un  point  multiple  dont  plusieurs 
tangentes  sont  confondues  ;  et  la  définition  du  genre  doit  alors  être 
modifiée. 

116.  Courbes  unicursales.  —  Toute  courbe  de  genre  zéro 
est  dite  unicursale;  la  propriété  caractéristique  des  courbes  unicur- 
sales consiste  en  ce  que  les  coordonnées  absolues  d'un  point  de  la 
courbe  sont  exprimables  rationnellement  en  fonction  d'un  para- 
mètre variable,  sous  la  forme 

ce  qui  revient  à  dire  que  les  coordonnées  homogènes  peuvent  s'ex- 
primer en  fonction  entière  du  paramètre,  comme  il  suit 


X  r  ^  I    r  \ 


?/0        ?2lO        ?3(^) 

Pour  la  démontrer,  il  suffit  d'observer  que ,  par  les  -  (m  —  i  )  (m  —  2) 

points  doubles  et  par  im  —  3  autres  points  pris  sur  la  courbe,  soit 
en  tout 

i(m-r)(m  +  2)--i 
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on  peut  faire  passer  une  inGoité  de  courbes  de  degré  m~  i  for- 
mant faisceau  linéaire  (§  1 13),  et  dont  Téquation  générale  est 

X^C^-f-X^Câ^o  (i58) 

Si  donc  on  élimine  Tune  des  inconnues  entre  Téquation  de  la 
courbe  et  Téquation  (i58),  Tautre  sera  fournie  par  une  équation  de 

degré  m  (m—  i),  renfermant  au  degré  m  le  paramètre  r-'.  D'ailleurs, 

Aa 

iousies  points  d'intersection  des  deux  courbes,  sauf  un,  sont  connus, 
puisque  Ton  a 

(m—  i)(m  — 2)H-2m  — 3-1-  i  =m{m—  i). 

Divisant  alors  l'éqi^ation  résultante  par  les  facteurs  connus,  on 
voit  que  la  dernière  racine  est  une  fonction  rationnelle  du  para- 
mètre, fonction  dans  laquelle  il  entre  au  degré  m. 

Si  la  courbe  a  des  points  multiples  d'ordre  supérieur,  la  propriété 
subsiste  en  remplaçant  chaque  point  multiple  par  le  nombre  de 
points  doubles  équivalent.  Soient  pour  cela,  comme  plus  haut, 
c/jle  nombre  des  points  multiples  d'ordre/,  et  n  le  plus  élevé  de 
ces  ordres,  et  supposons 

rfj,'-l-3rf3-f-6rf,-|- -h- /i(/i—  i)J„=:-(/n—  i)(m  — 2) 


Considérons  une  courbe  de  degré  m—  i  passant  par  2w  — 3  points 
flxes  de  la  proposée  et  admettant  pour  point  multiple  d'ordre  i  —  i 
tout  point  multiple  d*ordre  i  de  cette  dernière;  elle  est  assujettie 
(§  ioti)û 

iw-3-hrfa-h3^/34- 4-7w(/i— iy/„=2m— 34--(m— i)(m— 2)=-(m— i)(m4-2)— I 

2  '  -4  2 

conditions  linéaires.  11  y  en  a  donc  une  infinité  formant,  comme 
plus  haut,  un  faisceau  linéaire  dont  chaque  courbe  coupe  la  pro- 
posée suivant  des  points  dont  le  nombre  est  égal  à 

2m -3  4- 2^3 -h  6^/3  H- H-//(/i—  i)r/,»=:2m  — 3-f-(m— i)(7n  — 2)  =  w(m— i)—  i 

et  la  conclusion  demeure  la  même. 
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Celle  propriété  caractérise  les  courbes  unicursales  ;  si  ron  sup* 
pose,  en  effet,  que  les  coordonnées  d*un  point  de  la  courbe  s'expri- 
ment rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre  t  par  les  équa- 
tions {i^y)f  dans  lesquelles  les  fonctions  (f^,  92  ^t  ç,  sont  de  degré  m, 
on  peut  observer  d'abord  que  la  courbe  est  elle-même  de  degré  m, 
car  une  droite 

ux-h  vy  -f-  tjoz  =.  o 

la  coupe  suivant  des  points  pour  lesquels  les  valeurs  de  t  sont  don- 
nées par  l'équation  de  degré  m 

On  a  ensuite,  en  coordonnées  absolues, 

;^,li;^Miz:Mi  (.59) 

Les  deux  termes  de  cette  fraction  paraissent  être  de  degré  2m—  \, 
mais  par  suite  de  réductions,  ce  degré  s'abaisse  d'une  unité  et 
devient  2(m  — i),  de  telle  sorte  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe 
2(m— 1)  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée.  La  classe  de 
la  courbe  est  donc  égale  à  â(m  — i),  à  moins  qu'il  n'y  ait  dans 
l'expression  de  j^j  des  réductions  provenant  de  fadeurs  communs 
aux  deux  termes  de  la  fraction.  S'il  en  est  ainsi,  et  si  pour  ^=^4  les 
deux  termes  s'annulent,  on  a  pour  cette  valeur  de  t 

93  93  ?3         ?3 

en  désignant  par  a  et  ^  les  coordonnées  du  point  qui  lui  correspond. 
Cela  revient  à  dire  que,  pour  x=a,  les  équations 

ont  une  racine  commune  en  2,  qui  est  aussi  commune  aux  équa- 
tions 
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pour  >  =3>  ou  encore  que  les  équations 

acquièrent  une  racine  double  commune,  pourx==2  etj=0.  L'in- 
terprétation géométrique  de  ce  fait  est  évidente  :  si,  pour  deux 
valeurs  différentes  de  t,  t^  et  t^,  x  prend  la  même  valeur  a  et  y 
la  même  valeur  3,  le  point  correspondant  est  un  point  double  pour 
lequel  les  directions  des  deux  tangentes  sont  données  par  les  deux 
valeurs,  différentes  en  général,  que  prend  jx  pour  t=it^  et  t=it^\ 
les  deux  équations  acquièrent  alors,  pour  a:=a  et^=^,  non  plus 
une  racine  commune  comme  cela  arrive  lorsque  x  a^i  y  sont  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  mais  deux  ra- 
cines communes  t^  et  t,^\  si  t^  devient  égal  à  Z^,  les  deux  termes 
de  j^j  ont,  comme  on  vient  de  le  voir,  un  facteur  commun,  et  les 
deux  valeurs  de  cette  expression  deviennent  égales  a  celle  qu'elle 
acquiert  par  la  suppression  du  facteur  commun  ;  le  point  double, 
ayant  ses  deux  tangentes  confondues,  devient  un  point  de  rebrous- 
sèment.  Si  donc  r  est  le  nombre  des  points  de  rebroussement,  l'é- 
quation (iSg)  se  réduira  au  degré  2(m— i)— /•  en  f,  et  la  classe  c 
de  la  courbe  sera  donnée  par  l'équation 

c=^m{m—  i)—'2(l,^  —  'ir  —  6d^— —n[n  —  i)rf„  =  2(m—  i)  — '" 


d'où 


r/j-h  r-f-  Sr/jH- "^"7  "  ('*  —  ^)^fn=''  (m  —  i)(m  —  u) 


d'où,  enGn 


^'  =  -(m—  i)(m  —  a)  — r/j,  — /'— Srfj— —--/*(/*  — i)J„---o 


(ïn  peut  tirer  la  même  conclusion  de  la  considération  de  la  dé 
rivée  seconde.  On  trouve  en  effet  facilement 


, .    ^?^(^) 


(?.?;-?,?;.)' 
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inant 

?. 

?* 

?. 

9;; 

?« 
?: 

Les  points  d'inflexion  s'obtiendront  en  égalant  cette  dérivée  à 
zéro  :  les  valeurs  de  t  qui  annulent  93 sont  évidemment  des  solutions 
étrangères^  puisqu'elles  donnent  les  points  à  TinGni  de  la  courbe  ; 
il  ne  reste  donc  que  celles  qui  annulent  A,  dont  le  degré  par  rap- 
port à  f,  qui  parait  être  3(m  — i),  s'abaisse  en  réalité  à  3 (m  — 2); 
comme  on  le  voit  sans  peine  en  cherchant,  d'après  les  règles  de 
la  décomposition  d'un  déterminant,  les  termes  de  degré  3m  — 3, 
3m  — 4  et  3m  — 5  :  ces  termes  sont  identiquement  nuls,  tandis  que 
ceux  qui  renTerment  t  au  degré  3  m  — 6  ne  le  sont  pas  en  général  : 
s'ils  l'étaient,  la  valeur  correspondante  de  t  serait  infinie^  ce  qui 
donnerait  pour  x  et  y  des  valeurs  déterminées.  La  courbe  a  donc 
3 (m  — 2)  poinls  d'inflexion.  Mais  il  peut  arriver  qu'un  facteur  du 
dénominateur,  ne  divisant  pas  93,  divise  A  ;  si  l'on  remarque  alors 
que  le  dénominateur  est  un  mineur  de  A,  on  voit  que,  pour  une 
certaine  valeur  de  t,  A  est  nul  ainsi  qu'un  mineur  du  premier 
ordre,  sans  qu'un  mineur  du  second  ordre  le  soit  en  même  temps, 
puisque  93  n'est  pas  nul.  On  sait  qu'alors  tous  les  mineurs  corres- 
pondant aux  éléments  de  la  ligne  ou  de  la  colonne  dont  l'élément 
qui  correspond  au  mineur  qui  est  nul  est  l'intersection  sont  nuls 
en  même  temps.  On  aura  donc,  pour  cette  valeur  de  r,  soit 

f  3  Y3  f  3 

ce  qui  prouverait  que  l'équation 

•^3(0-?/^)  =  ^ 

aurait,  pour  x=a,  une  racine  triple,  et  fournirait  un  point  d'in- 
flexion dont  la  tangente  serait  parallèle  a  l'axe  Y'OY,  ce  qui  ne 
diminuerait  pas  leur  nombre  ;  soit 


"'3 


II  — 11  —  11 

?;~'9i  ~? 
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ci  l*on  retombe  alors  dans  le  cas  considéré  plus  haut,  où  le  point 
correspondant  est  un  point  de  rebroussement.  Mais  il  faut  observer 
que,  d*après  un  théorème  déjà  rappelé  (§  96),  la  dérivée  de  A  par 
rapport  à  t  est 

?l  Çs  ?3 

?»'  ?i  ?3 


a;= 


o'"       o'"       o'" 
Yi         Y*         Y3 


d*oii  il  suit  que  le  mcme  fat^teur  divise  A,',  et  par  conséquent  entre 
au  carré  dans  A  ;  comme  le  dénominateur  de  j"  est  lui-même  au 
carré,  on  en  conclut  que  la  présence  de  ce  facteur  abaissera  de  deux 
unités  le  degré  de  Téquation  obtenue  en  égalant  à  zéro  la  dérivée 
seconde.  Finalement,  si  le  nombre  des  points  de  rebroussement 
est  r,  celui  des  points dMnflcxion  est  3 (m  — si)  — a/*:  il  en  résulte 


i=3m(m  — a)— (î^/j— 8/*  — 6(  3^3^- H — ^- r/„  j=3(/n  — 9.)— 9. 


/• 


d'où  il  suit 

^=:--(/n  — i)(m— 2)  — e/j— /•  — 3(^/3— ^ ^r/„=o     C.Q.F.D. 

117.  Transformations  uniformes.  —  La  notion  du  genre 
acquiert  une  importance  particulière  par  ce  fait  que  le  genre  d'une 
courbe  reste  invariable  lorsqu'on  la  transforme  par  voie  homogra- 
phique,  par  voie  de  dualité,  et,  en  général,  par  toute  transformation 
telle  qu'à  wtv  point  de  la  première  courbe  corresponde  un  seul 
point  delà  seconde  et  réciproquement;  une  pareille  transformation 
est  dite  uniforme. 

Si  la  transformation  est  homographique,  la  chose  est  évidente, 
puisqu'a  un  point  double  correspond  un  point  double,  le  degré  res- 
tant d'ailleurs  le  même. 

Si  la  transformation  est  corrélative,  les  formules  de  Plûcker  don- 
nent, en  retranchant  (iSa)  de  (i5o)  : 

m^  —  2^  —  3/' = c^  —  2/  —  31 

d'où,  en  retranchant  l'équation  (i53)  qui  peut  s'écrire 

3m  — /•-—3c  — I 
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l'on  lire 

jn(m  — 3)  — ac/  — 2/'  =  c(c  — 3)  — 2/— 21  { 

et  enOn,  ajoutant  Tunité  de  part  et  d'autre  et  divisant  par  2 

-(m—  i)(m  — 2)  — r/  — /^-(c—  i)(c  — 2)  — /  — t       {^^^) 

c'est-à-dire  que  le  genre  de  la  corrélative  est  le  même  que  celui  de  la 
proposée^  puisque  c,  ^eti  représentent  respectivement  son  degré, 
le  nombre  de  ses  points  doubles  et  le  nombre  de  ses  points  *de 
rebroussemcnt. 

On  démontre  également  que  toute  transformation  uniforme  laisse 
le  genre  invariable.  Pour  ne  citer  que  la  plus  simple  après  les  pré- 
cédentes, si  Ton  suppose  que  les  coordonnées  x^,  j^^  z^  d'un  point 
delà  première  figure  soient  liées  aux  coordonnées  Xs.js»  ^s d'un 
point  de  la  seconde  par  les  relations 


_i — _ — ^j — _ —  (»^0 


./ll'^a-J  2»^2)        /2l'^2»J'2''^2)       y3('^*2>J^'2»^2) 

dans  lesquelles  les  dénominateurs  sont  des  fonctions  du  second 
degré,  à  un  point  de  la  seconde  figure  correspondra  un  seul  point  de 
la  première,  mais  réciproquement  il  est  clair  que,  si  l'on  ne  fait 
aucune  hypothèse  sur  ces  fonctions,  h  un  point  de  la  première  figure 
correspondront  en  général  quatre  points  de  la  seconde.  Si  l'on  sup- 
pose, au  contraire,  que  les  trois  courbes 

ont  trois  points  communs,  il  est  facile  de  voir  que  les  quatre  points 
se  réduisent  à  un  seul.  Les  équations  (161)  peuvent  s'écrire  en 
elTet 

^if2-rJ,  =  o      j/3-Vi^o      zJ\^xJ^=o    (i63) 

Elles  représentent,  si  l'on  y  considère  x^,  jg,  z^  comme  des  coor- 
données courantes,  trois  courbes  du  second  degré  d'un  même  fais- 
ceau linéaire,  puisqu'en  multipliant  la  première  par  r^,  la  seconde 
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par  x„  la  troisième  par  7  ^  et  ajoutant,  od  obtient  une  identité.  Elles 
ont  donc  quatre  points  communs  qui  seraient  les  points  correspon- 
dants au  point  {Jc^^J^,  z^)  si  les  trois  courbes  (162)  n'avaient  aucun 
point  commun;  mais  si  elles  ont  trois  points  communs,  ils  sont 
aussi  communs  aux  courbes  (i63),  dont  dès  lors  un  seul  point  d'in- 
tersection est  variable,  et  correspond  dans  la  seconde  flgure  au  point 
(j^ifj^y  "1)  ^^"s  I^  première.  Les  points  communs  aux  courbes  (162) 
sont  les  foxnis  principaux  de  la  seconde  figure  ;  il  y  en  a  également 
dans  la  première.  Si  Ton  prend,  en  eiïet,  ces  trois  points  pour  som- 
mets du  triangle  de  référence,  les  équations  (161)  peuvent  s'écrire 


.ri 


ii^J  2-2  -^  *|-2^â  -^  ^HâJ  a        ^'2  J2-2  ■+"  *2-2^'2  ■+-  V2J  2        «3^2-2  ■+"  *3^2^2  ^^  ^'z^ijj 


d'où  Ton  tire 


J"!*» 

*. 

C| 

^1 

h. 

f-1 

^. 

*3 

<J 

~( 

~r^s 

«. 

'•« 

•^ 

«i 

^» 

J, 

«3 

«•3 

^il 

Xj^Tj 

l«i 

^ 

^'1 

rtj 

^ 

J< 

"3 

1'. 

*'1 

OU,  en  désignant  les  déterminants  par  Ap  Aj,  A3 

•^2  —  J  2  —-    ^2 

*^2'^3         ^3^1         *^«*^2 

Les  expressions  de  x^^j\^  z^  en  fonction  de  ^^4,.?  1, 5|  sont  donc  ana- 
logues aux  expressions  inverses»  avec  cette  diiïérence  que  les  trois 
courbes  du  second  degré 

AjAg^o      AjAi^o      AjA^^o 

se  décomposent  chacune  en  deux  droites  :  elles  ont  trois  points 
communs,  points  principaux  de  la  première  figure,  qui  sont  les 
sommets  du  triangle 

A^  — o       A3— o       A,- o. 


L'on  voit  maintenant  qu'à  un  point  principal  de  la  seconde  figure, 
par  exemple  au  point  ^^,  =  0,  tj^o,  correspond  une  droite  dans 
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la  première,  ^3~=<);  àc  môme  à  un  point  principal  de  la  première 
A^=:o,  A2=o  correspond  une  droite  dans  la  seconde  Zt=o.  On  en 
conclut  sans  peine,  en  considérant  les  points  d'intersection  d*une 
courbe  de  Tune  des  figures  avec  les  côtés  du  triangle  principal,  que 
si  elle  est  du  degré  m  et  si  elle  passe  respectivement  p,  q,  s  fois  par 
les  sommets  du  triangle  principal,  les  mêmes  éléments  de  la  courbe 
qui  lui  correspond  dans  Tautre  flgure  sont  liés  aux  premiers  par 
les  relations 

m'=2m  — />  — y  — 5     p=zm  —  y  —  .'      q=Lm  —  p^s      s=:m — p  —  q 

d'où  l'on  tire  réciproquement 

f  I  r         I  ///  III  lit 

m=z2m  —p  ^q^s      p=zm  —q  — .v      q=m  —p  —s      s=:Tn  ^p  —17 

On  conclut  de  là  Tidentité 

et  comme,  en  dehors  des  points  principaux^  un  point  multiple  d'une 
des  courbes  se  transforme  en  un  point  multiple  de  même  ordre,  il 
en  résulte  que  le  genre  n'est  pas  altéré  par  la  transformation. 

Toute  transformation  uniforme  analogue  à  la  précédente  et  dans 
laquelle,  à  un  point  de  la  première  figure,  correspond  un  seul  point 
de  la  seconde  et  réciproquement,  est  dite  rationnelle.  Pour  chaque 
degré  donné  des  fonctions/^,yi,^  on  démontre  qu'il  y  a  un  nom- 
bre limité  de  transformations  possibles,  suivant  les  points  multiples 
de  divers  ordres  communs  aux  trois  courbes  (162),  et  le  degré  de 
ces  courbes  est  alors  le  degré  de  la  transformation.  Celle  qui  vient 
d'être  indiquée  est  la  transformation  rationnelle  du  second  ordre  ; 
elle  a  son  importance  spéciale  en  ce  sens  que  l'on  fait  voir  que  toute 
transformation  rationnelle  peut  s'effectuer  par  une  série  de  tratisfor- 
^mations  du  second  ordre,  \\  n'est,  d'ailleurs,  pas  nécessaire,  pour 
qu'une  transformation  soit  uniforme,  qu'elle  soit  rationnelle  lors- 
qu'il ne  s'agit  que  de  transformer  une  courbe,  et  non  pas  tout  le 
plan;  car,  si  dans  les  formules  (161)  on  suppose  que  les  fonctions 
/p/â'/a  soient  de  degré  p  et  si  le  nombre  des  points  simples,  com- 
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muns  aux  courbes  (i()2),  équivalent  aux  points  donnés,  simples  ou 
multiples,  qui  leur  sont  communs  est  p^—hy  à  un  point  de  la  se- 
conde figure  correspond  un  seul  point  de  la  première,  qui  décrit 
la  courbe  C|  de  la  première  figure  correspondante  à  une  courbe 
donnée  Gs  dans  la  seconde,  lorsque  le  point  de  la  seconde  décrit  la 
courbe  Cs  ;  mais  à  un  point  de  la  courbe  C,  correspondent  h  points 
de  la  seconde  figure,  dont  un  seul,  en  général,  est  sur  la  courbe  C2, 
de  telle  sorte  que  les  deux  courbes  se  correspondent  points  par 
points.  Le  théorème  relatif  à  l'invariabilité  du  genre  est  vrai  pour 
toute  transformation  uniforme.  Par  exemple,  une  courbe  algébrique 
et  sa  développée  se  correspondent  points  par  points;  elles  ont  le 
même  genre.  Si  Tune  est  unicursale,  il  en  est  de  même  de  Tautre  ; 
Tellipse  en  offre  un  premier  exemple,  elle  est  unicursale,  puis- 
qu'étant  du  second  degré,  elle  ne  peut  pas  avoir  de  points  doubles, 
et  sa  développée  Test  aussi,  puisqu'étant  du  sixième  degré  (§  108), 
elle  a  dix  points  doubles. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  on  a  supposé  que  les  points  multiples 
d  ordre  supérieur  au  second  avaient  toutes  leurs  tangentes  dis- 
tinctes. Dans  le  cas  contraire,  tous  les  théorèmes  subsistent^  à  la 
condition  de  modifier,  d'une  certaine  façon,  dans  révaluation  du 
genre,  le  nombre  des  points  doubles  équivalents  à  chaque  point 
multiple. 

118.  Théorèmes  de  Ne^v^on  et  de  Gamot.  —  Il  reste  a 
indiquer  deux  théorèmes  d'une  très  grande  utilité  dans  l'étude  des 
courbes,  et  qui  sont  l'expression  de  propriétés  métriques  très  géné- 
rales. Le  premier  est  dû  à  Newton  et  s'énonce  ainsi  : 

T^e  rapport  du  produit  des  segments  y  comptés  à  partir  d'une  même 
origine  jusqu'aux  points  ^intersection  d'une  droite  donnée  avec  une 
courbe  algébrique^  au  produit  analogue  relatif  à  une  autre  droite 
issue  de  la  même  origine j  est  constant  lorsque  les  deux  droites  varient 
parallèlement  à  elles-mêmes  ^  e^i  entrainant  F  origine  des  segments  yqin 
est  letir  point  d'intersection. 

Si  l'on  prend  les  deux  droites  pour  axes  de  coordonnées  absolues, 
réquation  de  la  courbe  sera 

A.^"•^-B)"•^- 4-H- o 

Si  l'on  y  fait  >  — o,(— i)'"Yest  le  produit  des  abscisses  des  points 

PiCyrKT,  Géom,  unnh/t,  l'O 
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o 

d'intersection  de  la  courbe  avec  Taxe  X'OX,  (—  0'"  jr  est  le  produit 

analogue  pour  Taxe  Y'OY  :  le  rapport  des  deux  produits  est  ^ .  Si 

maintenant  Ton  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  en 
prenant  pour  origine  un  point(a:|^  j  J,les  deux  produits  deviennent 


l-'j  — Â    '    (-0  — g— 


leur  rapport  est  le  même. 

On  conclut  de  là  la  signification  géométrique  de  l'expression 
/[^^yj^j  résultat  de  la  substitution  des  coordonnées  absolues  d'un 
point  dans  Téquation  de  la  courbe.  C'est,  à  un  facteur  constant 
près,  ne  dépendant  que  de  la  direction  de  la  transversale,  le  pro- 
duit des  segments  déterminés  sur  une  transversale  quelconque 
menée  par  le  point,  pris  avec  leur  signe.  Si  l'on  considère  main- 
tenant un  polygone  abc /de  n  côtés,  situé  dans  le  plan  de  la 

courbe,  chacun  de  ses  côtés  la  rencontrera  en  m  points;  soient 

P\Pt:  •  •  •  •  Pm  les  points  d'intersection  avec  ab;q^^q^, q^  les  points 

d'intersection  avec  bc^  et  ainsi  de  suite  ;  on  a,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, en  appelant x^  et  j^^  les  coordonnées  du  point  a,  x^eij^  celles 
du  point  b 


puisque  la  direction  de  la  transversale  est  la  même  dans  l'évalua 
tion  des  deux  produits.  De  même 


f {'^2^.72)  ^^"/rha h^ 

jusqu'à 


m 
m 


m 
m 


Multipliant  membre  à  membre 


I  ==: 


[ap^M])^ apm)  {^^Ir^fli ^^m) {Is^As^ /.Q 

[bs^  .bs,^ bs„,) {cqr^f/2 ^Vm)  [bpi  .bp^ bp^) 
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ce  qui  s*énonce  ainsi  :  le  produit  des  segments  déterminés  par  la 
courbe  sur  ab  à  partir  de  a,  sur  bc  à  partir  de  A,  et  aifisi  de  siiite^  est 
égal  au  produit  analogue  compté  en  sens  inverse. 

Ce  théorème  est  du  à  Carnot  :  il  est  d'une  application  fréquente. 

Si  Ton  suppose,  par  exemple,  qu'une  courbe  du  troisième  degré 
ait  trois  points  d'inflexion  réels  a,  &,  c  et  si  Ton  applique  ce  théo- 
rème au  triangle  dont  les  côtés  sont  les  trois  tangentes,  on  aura 

{Ac.Ba.CbY=z{Xb.Bc.Caf 
d'où 

Ac.Ba.Cb  =  \b.Bc.Ca 

d'où  l'on  conclut  (§  44)  quo  ^«  droite  qui  passe  par  deux  points  d'in- 
flexion dune  courbe  du  troisième  degré  pusse  par  un  troisième  point 
d*  inflexion. 


LIVRE  TROISIÈME 


CHAPITRE    PREMIER 
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119.  Points  cycliques. —  Les  résultats  déjà  acquis  Yontà  pré- 
sent nous  permettre  d'entreprendre  utilement  la  théorie  des  lignes 
du  second  degré.  Le  cercle  est  celle  de  ces  courbes  qui,  par  sa  sim- 
plicitéy  et  par  l'importance  des  résultats  auxquels  mène  son  étude, 
doit,  en  premier  lieu,  attirer  notre  attention. 

Tout  d'abord,  il  est  clair  que  le  cercle  est  une  ligne  du  second 
degré  ;  il  apparaît,  en  effet,  en  géométrie  élémentaire,  comme  le 
lieu  des  points  également  distants  d'un  point  flxe.  Si  donc  Ton  dé- 
signe par  ^4  eiJ^  les  coordonnées  du  point  fixe  qui  est  le  centre^  et 
par  r  la  distance  fixe  qui  est  le  rayon^  x  eij  représentant  les  coor- 
données d'un  point  variable  de  la  courbe  rapportée  à  un 'système 
quelconque  d'axes  de  coordonnées  faisant  entre  eux  l'angle  0,  on 

aura 

[x^x,f+{j^j;f-^'i{x-x;){y-'j,)co^^-i^  =  o    (i63) 

équation  qui  subsiste  entre  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  et  les  données  de  la  question  ;  c'est  donc  Téquation 
de  la  courbe,  et  elle  est  du  second  degré. 

Réciproquement,  si  Ton  considère  l'équation  générale  du  second 
degré  à  deux  variables,  qui,  lorsqu'elle  a  été  rendue  homogène  par 
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la  substitution  (56),  peut  s'écrire 

et  que,  pour  cette  raison,  nous  écrirons,  lorsqu'elle  ne  renferme 
que  les  variables  x  eljr 

ax^'^27ixj'-hbj^-\-^gx-h^jy-hc=o  ('^^) 

OQ  peut  se  demander  à  quelles  conditions  elle  représentera  un 
cercle,  et  quelles  sont  les  relations  qui  doivent  lier  les  coefflcients 
'h  ^9  ^f/9  gy  ^»  pour  que  cela  ait  lieu. 

Les  équations  (i63)  et  (i65)  représentant  la  même  courbe,  leurs 
coefficients  doivent  être  proportionnels  ;  on  aura  donc,  en  iden- 
tifiant 

'L^J!-=i= 6. = l = '1 (,66) 

I     cosô     I        x^-f-^^cosô        x^  cosô-h^,     xî-h2X^J'^cosb'\-Ji  —  f'^   ^ 

cinq  équations  qui  devront  subsister  entre  les  coefficients  de  l'équa- 
tion (i65)  pour  qu'elle  représente  un  cercle  de  centre  («r^,  jr^)  ^t  de 
rayon  r\  On  aura  les  conditions  pour  qu'elle  représente  un  cercle 
quelconque  en  éliminant  x^,  j^  et  r  entre  ces  cinq  équations.  Mais 
si  l'on  observe  que  ces  quantités  ne  figurent  pas  dans  les  trois  pre- 
miers rapports,  on  voit  que  l'élimination  est  toute  faite  et  que  les 
conditions  cherchées  sont 

a=: — '  =  b  ^167) 

cosO  '     '' 

de  telle  sorte  qu'en  remplaçant  b  eth  par  leurs  valeurs,  l'ensemble 

des  termes  du  second  degré  devra  se  présenter,  à  un  facteur  près, 

sous  la  forme 

a^-h^xj"  cosO-+-^^^ 

qui  est  l'expression  du  carré  de  la  distance  du  point  {x^^  j^)  h  l'ori- 
gine. 

On  peut  traduire  géométriquement  ce  résultat  analytique  ;  il  suit, 
en  efiet,  de  ce  qui  précède,  que  l'équation  d'un  cercle  quelconque 

peut  s'écrire 

^(.r^  4-  '>x^  cos  6  -f-j>  ^)  -f-  2gx  4-  9jy  -f-  r = o  (168) 
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Le  système  des  rayons  infiDis  (§  70)  est  donc  le  même  pour  tous 
les  cercles  du  plan,  puisqu'il  s'obtient  en  égalant  à  zéro  Tensemble 
des  termes  de  degré  supérieur,  ce  qui  donne 

j:^H- 2xy  cos6H-^=o 
d'où 

-=— (cos6±  V—  ï  sin6) 

Les  directions  ainsi  déterminées  sont  imaginaires  conjuguées; 
elles  sont  indépendantes  des  axes  de  coordonnées  (§  i4)»  et,  si  Ton 


suppose  0=-,  on  voit  que  ce  sont  précisément  les  directions  iso- 

tropes  (§  54). 

Les  points  à  Tinfini  sur  ces  directions  sont  donc  les  points  cycli- 
ques (§  94)9  et  le  cercle  se  présente  dès  à  présent  comme  étant  celle 
des  courbes  du  second  degré  qui  passe  par  ces  deux  points.  Son 
équation,  au  lieu  de  renfermer,  comme  l'équation  générale  (164), 
cinq  paramètres  arbitraires  qui  sont  les  rapports  de  cinq  des  coeffi- 
cients a,  &,  Cy  J\  g,  h  au  sixième,  n'en  renferme  plus  que  trois 
desquels  dépend  dès  lors  la  recherche  du  centre  et  du  rayon. 

On  peut  ajouter  que,  si  Ton  fait  subir  à  l'équation  d'un  cercle  la 
transformation  générale  homographique  (84),  elle  deviendra  celle 
d'une  courbe  du  second  degré  passant  parles  points  transformés  des 
points  cycliques,  c'est-à-dire  dont  les  coordonnées  homogènes  sont 

j:=a^(— cosO=fV—  1  sinO)-hi^ 

j—a^[^co%^^\J—  I  sin6)-hi2 

s=:a3(— cos6=fV""  *  sinO)-f-i3 

points  qui  sont  absolument  quelconques,  réels  ou  imaginaires,  à 
distance  finie  ou  non,  suivant  les  valeurs  que  l'on  attribue  aux 
paramètres  de  la  transformation  ;  d'où  il  résulte  que  l'opération 
transforme  le  cercle  suivant  une  courbe  du  second  degré  passant 
par  deux  points  que  Ton  peut  se  donner  arbitrairement. 

120.  Centre  et  rayon.  —  Proposons-nous  maintenant,  les 
conditions  (167)  étant  supposées  remplies,  et  Téquation  de  la  courbe 
se  présentant  par  conséquent  sous  la  forme  (168),  de  déterminer  les 
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coordonnées  du  centre  et  la  valeur  du  rayon.  Remarquons,  pour 
cela,  que  les  trois  derniers  rapports  (i66)  donnent 


a{Xi  COse-f-ji)-h/=o 
a{xl-\-  IX  ^jx  cos6-f-j^; 


-r')-c= 


(i69) 


c=o, 


Les  deux  premières  équations  donnent  les  coordonnées  du  centre 
qui  sont  toujours  possibles,  puisque  leur  dénominateur  est  a^sin^O 
et  que  le  coefficient  a  ne  saurait  être  nul,  sans  quoi  Téquation  de 
la  courbe  se  réduirait  au  premier  degré.  Mais  il  est  inutile,  pour 
construire  le  centre,  de  trouver  explicitement  les  valeurs  de  ces 
coordonnées;  si  Ton  considère,  en  effet,  x^  et  j^  comme  des  coor- 
données courantes,  le  centre  est  à  Tintersection  des  deux  droites 
représentées  par  ces  deux  équations,  puisque  ses  coordonnées  sont 
les  valeurs  de  x  et^qui  les  satisfont  simultanément.  Or,  si  Ton  prend 

sur  Taxe  X'OX  une  abscisse  OA  égale  en  grandeur  et  en  signe  a  —  - 

(fig.  62),  et  si,  par  ce  point,  on  mène  une  perpendiculaire  &  cet  axe, 


Fig.  6i 

le  théorème  des  projections  donne,  pour  un  point  quelconque  I  de 
cette  perpendiculaire 


ou 


x4-rcosO=— - 


(i[x-^y  cos6)4-g'=o 


La  première  droite  est  donc  la  droite  lA.  On  verrait  de  même 
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que  la  seconde  est  la  perpendiculaire  à  Taxe  Y'OY'  au  point  de  cet 

axe  obtenu  en  prenant  une  ordonnée  OB  égale  à  —-/le  centre 

cherché  sera  le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites,  qui  sont 
toujours  à  distance  finie,  puisque  a  n'est  pas  nul,  et  qui  ne  sont 
jamais  parallèles. 
Quant  au  rayon,  on  a 

c 

r^=zai-i-9.Xi  7  1  cosô-h  )  î 

a 

Or,  Tensemble  des  termes  en  a^^  et  y^  dans  le  second   membre 
n'est  autre  que  le  carre  de  la  distance  10,  il  y  aura  donc  deux  cas 

è  ,  ,  .  c 

a  distinguer,  suivant  que  -est  positif  ou  négatif.  Dans  le  premier,- 

est  le  carré  d'une  certaine  longueur/;  et  le  rayon  s'obtiendra  comme 
côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  10  est  l'hypoté- 
nuse et  dont  /  est  l'autre  côté  ;  il  suffira,  pour  avoir  deux  points  du 
cercle,  de  chercher  les  points  communs  au  cercle  décrit  sur  01 
comme  diamètre,  et  au  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  et 

c 

dont  le  rayon  est  /.  Si,  au  contraire  -  est  négatif  et  égal  a  —  /',  le 

rayon  est  Thypoténuse  du  Iriangle  rectangle  dont  les  deux  côtés  de 
l'angle  droit  sont  10  et  /',  et  l'on  aura  deux  points  du  cercle  en  por- 
tant sur  la  perpendiculaire  à  la  droite  10  à  l'origine,  de  part  et 
d'autre  de  l'origine,  des  longueurs  OC  et  OD  égales  à  /'. 

On  peut  remarquer  que,  suivant  Tun  ou  Tautre  cas,  l'origine  est 
extérieure  ou  intérieure  au  cercle.  Ceci  pouvait  être  prévu  ;  car  il 
est  évident  par  continuité,  pour  le  cercle  comme  pour  la  ligne 
droite,  que  le  cercle  partage  le  plan  en  deux  régions,  l'une  renfer- 
mant les  points  dont  les  coordonnées,  substituées  dans  son  équation, 
rendent  le  premier  membre  positif  ;  ce  sont  les  points  extérieurs  au 
cercle  lorsque  a  est  positif,  comme  on  le  vérifie  facilement  sur 
l'équation  (i63);  l'autre  renfermant  les  points  dont  les  coordonnées 
le  rendent  négatif,  lesquels,  dans  la  même  hypothèse,  sont  les  points 
intérieurs  au  cercle  :  or,  le  résultat  de  la  substitution  des  coor- 
données de  l'origine  est  précisément  le  coefficient  c;  il  fallait  donc 
que,  pour  a  >  o,  l'origine  fût  extérieure  ou  intérieure  suivant 
que  c  est  positif  ou  négatif:  ou  bien,  en  toute  hypothèse,  suivant 

i[ue  -est  positif  ou  négatif. 
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Lorsque  cette  quantité  est  négative,  il  est  clair  que  la  valeur  de  f^ 
est  toujours  positive;  la  construction  précédente  elle-même  fait  voir 
que  le  cercle  est  toujours  possible.  Mais  si  elle  est  positive,  /^  peut 
devenir  négatiT,  auquel  cas  le  cercle  décrit  de  Torigine  comme 
centre  avec  la  longueur  /  pour  rayon  contient  le  cercle  décrit  sur  01 
comme  diamètre,  et  la  construction  précédente  ne  donne  plus  rien. 
Tant  que  l'on  a  /<0I,  elle  s'applique;  pour  /  =  0I,  elle  fournit  un 
cercle  de  rayon  nul.  qui  se  réduit  à  son  centre;  enfin,  pour  />  01, 
il  n'y  a  plus  aucun  point  dont  les  coordonnées  réelles  satisfassent 
l'équation;  mais  il  est  clair  qu'il  y  a  une  infinité  de  points  de  coor- 
données imaginaires;  il  suffit,  pour  Ven  apercevoir,  de  donner  à 
Tune  des  variables  une  valeur  imaginaire;  on  en  conclut  alors 
pour  l'autre  deux  valeurs  imaginaires.  Les  coordonnées  homogènes 
des  points  cycliques  satisfont  toujours  l'équation,  et  l'on  dit  que  la 
courbe  devient  un  cercle  imaginaire.  Les  coefficients  de  l'équation 
sont  d'ailleurs  toujours  supposés  réels,  et  il  ne  s'agit,  dans  ce  qui 
va  suivre,  que  des  cercles  a  coefficients  réels. 

On  peut  se  demander  quelle  est  la  condition,  pour  que  le  cercle 
représenté  par  l'équation  générale  (i 68)  soit  réel.  Il  faut,  pour  la 
trouver,  exprimer  f^  en  fonclion  des  coefficients  a,  /',  g^  h  et  écrire 
qu'il  est  positif.  Pour  y  arriver,  il  suffit  d'éliminer  j^^  et  j^^  entre 
les  équations  (169)  ;  afin  de  remplacer  la  troisième  qui  est  du  second 
degré  en  jc^eljr^  par  une  équation  du  premier  degré,  multiplions 
la  première  par  j:,,  la  seconde  par^^;  ajoutons-les  et  retranchons- 
en  la  troisième,  il  vient 

Eliminant  maintenant  Xf  eij^  entre  les  deux  premières  équations 
(169)  et  la  précédente,  on  obtient 


d*oti  l'on  tire 
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rtcoso 
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a  cosO 


tr 


ft 
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V 


('/«) 


Kn  représentant  par  A3  le  déterminant  précèdent,  que  l'on  ren- 
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contrera  souvent  sous  le  nom  de  discriminant  dans  la  théorie  des 
courbes'du  second  degré,  on  voit  que  la  condition  cherchée  est 

aA3<o 

Le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  de  degré  pair  par  rap- 
port aux  coefficients,  comme  cela  doit  arriver  pour  toute  fonction 
du  signe  de  laquelle  dépend  une  propriété  intrinsèque  de  la  courbe. 
Si  Ton  change  en  effet  de  signe  tous  les  coefficients,  Téquation  ne 
cesse  pas  de  représenter  la  même  courbe,  et  la  fonction  considérée 
doit  conserver  le  même  signe. 

Si  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  les  valeurs  de  x^^y^  et  r 
se  simplifient,  et  l'on  a 

réquation  du  cercle  se  réduisant  d'ailleurs  à 

121.  Tangente.  —  L'équation  de  la  tangente  en  un  point  du 
cercle  est  (§  80) 

c'est-à-dire,  en  faisant  z  =  Zq=i  pour  revenir  aux  coordonnées 
absolues 

On  vérifie  aisément  qu'elle  est  perpendiculaire  au  rayon  qui 
passe  par  le  point  de  contact  :  si,  en  effet,  x^  et  j^  sont,  comme 
plus  haut,  les  coordonnées  du  centre,  l'équation  de  ce  rayon  est 


X       y        I 

», 


—  o 


(44) 
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Une  droite  passant  par  le  point  de  contact 
lui  sera  perpendiculaire,  si  Ton  a 

«Cro-7<)-K^o-^0-^[«(-^o-^f)-*'(jo-70]cose=o 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  au  et  i^,  et  tenant  compte  des  équa- 
tions (169) 

u  j^a(xo  cosô4-jo)-^/J  -  ^  [«(-^o-^Jo  cose)-hs'J  =  o 

d  où  résulte,  pour  Téquation  de  la  perpendiculaire 

(•^-•^0)  [«(•^o-^-J'o  cosOj-hg'J  4-(j-jo)  [^{^0  cose-hjo)-+-/]==o 


qui  est  précisément  Téquation  (171)  de  la  tangente,  si  Ton  remarque 
que  le  terme  indépendant  de  :r  et  j^  peut  s'écrire 

en  vertu  de  Téquation  (itiS)  du  cercle  a  laquelle  satisfont  les  coor* 
données  du  point  de  contact. 

182.  Équation  tangentielle  du  cercle.  —  Si  Ton  applique 
les  résultats  du  paragraphe  85^  on  voit  que^  pour  obtenir  Téqua- 
tion  tangentielle  du  cercle,  il  faut  éliminer  x^  y^  et  z^  entre  les 
équations 

et 

^(^0+ ro  cose)-h;y  _^  a{x^  cose+ yo)-h/^  g-yQ-^/rg-f-c- 

Si  Ton  égale  ces  rapports  à  une  indéterminée  —X,  cela  revient  à 
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éliminer  x^,  j^»  -o»  ^^  ^  entre  les  équations  linéaires 

rt(jr\jCOsO-hjo)H-/-hXt'  =0 

et  réqualion  (118).  Le  résultat  de  réiiraination  est 


a 

acOSO 

jÇ 
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a  cos  9 
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(172) 


L'examen  de  cette  équation  fait  voir  immédiatement  qu'elle  est 
du  second  degré  par  rapport  aux  variables  u,  f»,  w  :  il  suit  de  là 
(§  85)  que  le  cercle  est  une  courbe  de  seconde  classe.  On  se  rap- 
pelle que  l'équation  générale  du  premier  degré  en  u,  t»,  u  repré- 
sente un  point;  la  courbe  de  première  classe,  celle  à  laquelle  on 
ne  peut  mener  par  un  point  du  plan  qu'une  tangente,  est  donc  le 
point  :  le  cercle  offre  à  présent  un  premier  exemple  d'une  courbe 
de  seconde  classe  ;  on  verra  un  peu  plus  loin  quelle  est  la  propriété 
qui  le  distingue  parmi  les  courbes  de  seconde  classe,  c'est-à-dire 
les  particularités  que  doit  présenter  l'équation  générale  du  second 
degré  en  u,  i»,  w  pour  représenter  un  cercle. 

123.  Points  d'intersection  d'une  droite  et  d'un  cercle.  — 

On  peut  supposer,  par  exemple,  la  droite  déterminée  par  un  point 
et  sa  direction.  Si  l'on  écrit  alors  son  équation  sous  la  forme 

p  ^ 

les  valeurs  de  p  s'obtiendront  (§  3i)  en  remplaçant  x  et  j  dans  l'é- 
quation du  cercle,  ce  qui  donne 

/(•^o+/^p»jo-^yp)^/('^ojo)+p(/'/x,+î/;;j4-p^ç(/^7)=o  (173) 

» 
si  l'on  désigne  par  9(/>,9)  l'ensemble  homogène 


DU  CERCLE.   —  THÉORIK    DE  L*INVOLUTION.  317 

et  si  l*on  suppose  que  Ton  ait  pris  Téqualion  du  cercle  sous  la  forme 
(iti3).  Celle  somme  est  égale  à  i,  puisque/?  et  q  sont  les  coordonnées 
d'un  point  dont  la  distance  à  roriginc  est  Tunité.  Les  valeurs  de  p  se- 
ront donc  réelles  ou  imaginaires,  suivant  le  signe  de  l'expression 

Si  Tony  remplace  yj^^^y^^  ^^fi^o^Jo)  parleurs  valeurs,  on  trouve  fa- 
cilement, en  calculant  les  coefficients  de  (x^  —.r^)^,  {'^o^^ùh^o'^JÙi 
(ro—JiYf  et  tenant  compte  de  la  valeur  de  ç  (/>,y),  qu'elle  peut 
s*écrîre 


/•^ 


-[v(-^o-^<)-Kro-Jo]  s»n'^ 


c'est-à-dire 

en  désignant  par  3  la  distance  du  centre  à  la  droite  (43)  :  on  vérifie 
par  là  que  les  points  d'intersection  cherchés  sont  réels  ou  imagi- 
naires conjugués,  suivant  que  cette  distance  est  plus  petite  ou  plus 
grande  que  le  rayon. 

184.  Tangentes  menées  par  un  point  donné.  —  Le  cercle 
est  une  courbe  de  seconde  classe  ;  on  peut  donc,  par  un  point,  lui 
mener  deux  tangentes  réelles  ou  imaginaires;  la  courbe  qui,  par 
son  intersection  avec  le  cercle,  détermine  les  points  de  contact,  a 
pour  équation  (§  87) 

en  désignant  par  x^  et  Jq  les  coordonnées  du  point  donné,  c'est-à- 
dire 

^0  U(j:-hj  cose)+^J  +jo  \^{^  C0S0+ T  )-f-/ j  -h^o-^-yy+c^o- 

Cette  équation  est  symétrique  en  x  et  x^,  ainsi  qu'en  j"  et  j^^  ;  si 
on  Tordonne  par  rapport  à  x  et  j,  on  retrouve  l'équation  (171)  de 
la  tangente,  dont  elle  ne  diffère  qu'en  ce  que  le  point  donné  n'est 
pas  sur  le  cercle  :  elle  représente  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
de  contact,  ou  corde  de  contact. 

Si  l'on  ne  tient  pas  compte  de  ce  que  le  point  [^o^r^  est  sur  le 
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cercle,  la  démonstration  donnée  (§  1^21)  prouve  que  la  droite  qui 
joint  le  centre  à  ce  point  est  perpendiculaire  à  la  droite  (171).  On 
en  conclut  que  la  droite  qui  joint  le  centre  d'un  cercle  à  un  poitit 
donné  est  perpendiculaire  à  la  corde  de  contact  des  tangentes  menées 
par  ce  point. 

Si,  au  lieu  de  prendre  l'équation  du  cercle  sous  la  forme  (168), 
on  la  prend  sous  la  forme  (i63),  la  corde  de  contact  devient 


X 


Si  Ton  cherche  sa  distance  au  centre  (fig.  63),  on  a 


0C:= 


,J  ;^ 


\/{^o-^^yMjo-JiT-^^{^o-^^)bo-JÙ  CO86    OP 


Les  points  de  contact  sont  réels  ou  imaginaires,  suivant  qu'elle 


Fig.  63 

est  plus  petite  ou  plus  grande  que  le  rayon,  c'est-à-dire  suivant  que 
OP  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  rayon,  ou  enfin  suivant  que 
le  point  donné  est  extérieur  ou  intérieur. 

De  la  relation  OC.  OPc^r*,  on  conclut  encore  (§  46)  que,  sur  le 
diamètre  OP,  les  quatre  points  P,  C,  E,  F  forment  une  division 
harmonique,  ce  qui  est  conforme  à  la  définition  de  la  polaire  dans 
le  cas  des  courbes  du  second  degré  (§  88)  et  doit  avoir  lieu  sur 
toute  sécante  menée  par  le  point  P. 

Si  le  point  donné  est  intérieur  au  cercle^  Téquation  de  la  corde 
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de  contact  subsiste  réelle  ;  oa  a  toujours  la  relation  OC.  0?  =  /-*. 
Si  le  point  est  le  centre,  OC  étant  nul,  OP  de^vient  infini,  et  la 
corde  s'éloigne  indéfiniment,  comme  on  le  voit  aussi  sur  Téquation 
qui  se  réduit  à  r^=o,  fouT  XQ=x^y  y^^y^.  Les  tangentes  menées 
par  le  centre  ont  donc  leurs  points  de  contact  à  l'infini,  et,  comme 
les  points  à  Tinfini  du  cercle  sont  les  points  cycliques,  on  peut  dire 
que  les  asymptotes  imaginaires  du  cercle  sont  les  droites  isotropes 
menées  par  le  centre. 

Inversement,  si  le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment,  la 
même  relation  fait  voir  que  la  corde  de  contact  passe  par  le  centre, 
et  les  deux  tangentes  sont  parallèles. 

On  obtient  tous  ces  résultats  immédiatement  en  prenant  le  centre 
pour  origine  et  supposant  les  coordonnées  rectangulaires  ;  l'équa- 
tion du  cercle  prend  alors  la  forme  simple 

La  tangente  et  la  corde  de  contact  deviennent 

Une  forme  simple  souvent  employée  de  l'équation  de  la  tangente 
est  alors  la  suivante 


ux  H-  vy=±:r^u^-hs^ 

elle  ne  renferme  que  les  paramètres  angulaires  u  et  i'  ;  on  l'obtient 
en  déterminant  w,  de  telle  sorte  que  la  droite  itx-h\^r-hw  —  o 
soit  tangente  à  la  courbe . 

125.  Eixercices.  —  i.  Vérifier  que,  sur  toute  sécante  menée 
par  le  point  P  (fig.  63),  les  quatre  points  P,  C,  E,  F  forment  une 

division  harmonique. 

a.  Faire  voir  que  l'équation  du  cercle  ayant  pour  diamètre  le 
segment  dont  les  extrémités  sont  (^o>  Jo)  ®t  (^i»  J^)  ^^t  la  suivante 

j^-haxj  cosO-i-.r"-  [^o^-^^-^-(Jo^-J^)  cosoj  X-  [.ro-^-Ji-^(-^o+'^4)  cosojr 

-hx^x,-^j^jr^-^{x^r^-i-x^y^)  COsO-^o 
3.  En  conclure  que  les  points  de  contact  des  tangentes  menées 
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par  un  point  à  un  cercle  sont  sur  le  cercle  ayant  pour  diamètre  U*. 
segment  dont  les  extrémités  sont  le  point  donné  et  le  centre  du 
cercle  donné. 

4.  Faire  voir  que  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  par 
un  point  donné  peuvent  encore  s'obtenir  par  la  construction  sui- 
vante ;  on  décrira  du  point  comme  centre  un  cercle  passant  par  le 
centre  du  cercle  donné  ;  on  décrira  un  cercle  concentrique  au  cercle 
donné  et  de  rayon  double;  les  cordes  joignant  les  points  d'inter- 
section de  ces  deux  cercles  au  centre  du  cercle  donné  déterminent 
sur  celui-ci  les  points  de  contact  cherchés. 

126.  Équation  du  cercle  passant  par  trois  points. — 

L* équation  générale  (168)  renTerme  trois  paramètres  arbitraires  qui 
sont  les  rapports  de  trois  des  coerficients  a^f,g,  h  au  quatrième.  Il 
faut  donc  trois  conditions  (§  112)  pour  déterminer  un  cercle  :  si 
Ton  écrit  que  le  cercle  passe  par  un  point  {x^  j^J,  cette  relation  est 
du  premier  degré  entre  les  paramètres  a,J\  g,  h;  ce  n'est  pas  la 
relation  linéaire  la  plus  générale,  mais  elle  est  linéaire,  et,  par 
suite,  trois  points  (j^^  Ji),  {^nfJa)^  {^zj  Jz)  déterminent  un  cercle  et 
un  seul,  dont  les  paramètres  a,/,  g^  h  sont  donnés  par  les  équations 


«(xî-i-ax^j^cosô-f-j^î) 
«(^ri -h  2X2^)2  COS0-I-JÎ) 

a(xj+ 2^:3^-3  cose-hj>  I) 


2g^ar3-h2/ya-hc=:o 


^S^z 


2/>3 


o 


En  les  substituant  dans  l'équation  générale  (168),  on  aura  l'équa- 
tion du  cercle  cherché  ;  mais  cela  revient  à  éliminer  a,/,  g-,  h  entre 
cette  équation  et  celles  qui  viennent  d'être  écrites,  élimination  dont 
le  résultat  est 

jc^-h2xj  CO804-J*       X        y 

/    .  Xi-h2XiJ\C0S^-hjl         X^         Jt 

xj  -f-  2  x^rs  cos  6  -h j  l      x^     j^ 
,rj  4-  ^x^s  cos  0  -hj>  ?      X,       Ts 


rrzo 


(174) 


Ce  cercle  est  toujours  possible,  sauf  le  cas  011  le  coefficient  de 
j^4-2a:^cosô-hj^qui  est  le  mineur 


•''1 

Ji 

1 

•'2 

Ji 

I 

'■3 

J-4 

I 
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étant  nul,  c'est-à-dire  les  trois  points  donnés  étant  en  ligne  droite, 
les  termes  du  second  degré  disparaissent,  et  où  il  se  réduit  à  une 
droite,  ce  qui  est  conforme  à  la  géométrie  élémentaire.  On  inter- 
prète facilement  les  autres  coefficients  :  celui  de  x,  dans  lequel  on 
considère  x^  etj^^  comme  des  coordonnées  courantes,  représente, 
lorsqu'il  est  nul,  un  cercle  passant  par  les  deux  autres  points  et 
dont  le  centre  est  sur  une  perpendiculaire  élevée,  à  Torigine,  à  Taxe 
X'OX,  parce  qu'il  n'a  pas  de  terme  en  x  ;  il  signifie  donc,  lors- 
qu'il est  nul,  que  le  cercle  passant  par  les  trois  points  a  son  centre 
sur  cette  perpendiculaire  ;  de  même,  celui  de  y^  égalé  à  zéro, 
signifie  que  le  cercle,  passant  par  les  trois  points,  a  son  centre  sur 
la  perpendiculaire  élevée  à  l'origine  à  Taxe  Y'OY  ;  enfin,  le  terme 
indépendant,  égalé  à  zéro,  signifie  que  les  trois  points  et  l'origine 
sont  sur  un  même  cercle.  Il  suit  de  là  que  tous  les  coefficients  ne 
sauraient  être  simultanément  nuls,  si  les  trois  points  donnés  ne 
coïncident  pas  à  l'origine. 

Oa  peut  également  obtenir  l'équation  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle,  en  fonction  des  équations  des  trois  côtés.  Soient  données 
ces  trois  équations 

Y=«^-+-i2j-hc^=o 

Z  =  «3^:4- AajK-f- ^3  =  o. 

Remarquons  que  l'équation  générale 

XYZ-hixZX-hvXY-^o 

représente  une  courbe  du  second  degré  circonscrite  au  triangle,  car 
elle  est  satisfaite  par  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de 
deux  quelconques  des  côtés,  et  elle  renferme  deux  paramètres  va- 
riables qui  permettent  d'exprimer  qu'elle  est  un  cercle.  Si  Ton 
applique  pour  cela  les  conditions  (167),  il  vient 

'/.(ajijH-fljAj— 2a2«3COS6)-f-|i.(a3i^-f-«^A3— 2fl3a|C0SÔ)-f-v(rt|ij-+-a2i^— 2a^a3COS6)=o 

d'où  l'on  peut  tirer  les  valeurs  proportionnelles  X,  |x,  v  :  celle  de  X, 
par  exemple,  est 

a^a^  —  b^b^  n^n^  —  b^b.^ 

n.^b^-ha^b^—  2(i^a^  cosO       a^b.j^a.2b^  —  'ia^it^  cosh 
PicguET,  Géom,  anntyt.  *i\ 
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c'esl-ivdire 

(rtjia  —  «ai,)  (aj-h  i?  —  ^a^b^  COSO). 

L'équation  cherchée  peut  donc  s'écrire  : 

(rtjis  —  «sij)  (aj -f-  ij  —  2rt,i,  C0SÔ)YZ  H-  (/I3A1  —  ajia)  (/ij -h  ij  —  2^2*2  C0S6)ZX 

(ajij  —  agi,)  (a| -h  i?  —  aûs^a  COSô)X Y  =  o . 


Elle  se  simpIiGc  si  Ton  prend  les  équations  des  côtés  sous  la 
forme 

X  C0Sa,-hj^  COS?^^—p^  =  o 
X  cosxj-i-j^  cosp^— /^2~^ 

X  COSOjH-J  C0S^3  — ^3  =  0 

parce  qu'alors  les  parenthèses  renfermant  cosO  sont  égales  à  sin6(4), 
et  elle  devient 

(cos  oj  cos  ^3  —  cos  Pa  cos  X,)  YZ  -h  (cos  03  cos  3^  —  cos  a<  cos  PaJZX 

(cos  a^  cos  ^2  —  cos  Xj  cos  34)XY = o. 


Mais,  eu  égard  aux  identités 

on  voit  facilement,  en  y  remplaçant  3p  ^2'  ^3  P<^i*  leurs  valeurs,  que 
les  parenthèses  deviennent  respectivement 

sinO  sin(a3  — x>),       sinO  sin(xj  — 03)     et     sinO  sin{a2  — a,). 

L'équation  cherchée  se  réduit  donc  définitivement  à 

YZ  sin(a^  —  a3)4-ZXsin(x^  — aJ  +  XY  sin(a,  — aj^^o 

qui  est  absolument  générale,  et  ne  nécessite  aucune  hypothèse  sur 
la  position  de  l'origine. 

Ceci  est  d'accord  avec  le  théorème  de  Simson^  que  Ton  démontre 
en  géométrie  élémentaire,  et  d'après  lequel  le  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  est  le  lieu  des  points  tels  que  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  de  ce  point  sur  les  trois  côtés  sont  en  ligne  droite.  Pour 
exprimer  cette  condition,  iL  faut  se  rappeler  (\wq,  lorsque  l'équation 
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de  la  ligne  droite  a  été  mise  sous  la  forme 

X  cosa-f-^  cos^— p  =  o  (25) 

le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  Torigine  sur  la  droite  a 
été  considéré  comme  étant  à  la  distance  p  de  Torigine  sur  la  direc- 
tion dont  l'angle  directeur,  par  rapport  à  X'OX,  est  Tangle  a,  ou  à 
la  distance  —p  sur  la  direction  définie  par  Tangle  w-+-a.  En  un 
moi,p  et  a  sont  les  coordonnées  polaires  du  pied  de  la  perpendicu- 
laire par  rapport  à  l'axe  X'OX  pris  pour  axe  polaire,  l'origine  restant 
en  0.  Il  suit  de  là,  par  une  translation  des  axes,  que  si,  au  lieu  de 
l'origine,  on  considère  un  point  quelconque  du  plan,  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  la  droite  peut  être  considéré 
comme  ayant  pour  coordonnées  polaires  par  rapport  à  ce  point  pris 
pour  origine  et  à  un  axe  polaire  parallèle  à  l'ancien,  le  même  angle 
a  et  le  résultat,  changé  de  signe,  de  la  substitution  des  coordonnées 
du  point  dans  Tancienne  équation  de  la  droite. 
Si  l'on  rapproche  ce  fait  de  la  condition 

—  si  n  (u)2  —  0)3)  H —  si  n  (o).,  —  (o,  )  h —  sin  (wi  —  (Oj)  :=  o 

pl  p2  p3 

(|ui  exprime  (§  3())  que  trois  points  donnés  par  leurs  coordonnées 
polaives  sont  en  ligne  droite,  on  en  conclut  immédiatement,  en 
multipliant  tout  par  p^  p^  pa,  que  les  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées d'un  point  du  lieu  sur  les  trois  cotés  du  triangle  sont  en  ligne 
droite,  si  Ton  a 

YZ  sin  [xi  —  X,)  -f-  ZX  si  n  (a..,  -  -  a,)  -i-  X  Y  si  n  (ai  —  aj)  -—  o      (1  jS) 

11  suffit,  pour  cela,  déconsidérer  un  axe  polaire  fictif  mené  par 
chaque  point  du  lieu  parallèlement  à  Taxe  X'OX,  ce  point  étant 
pris  lui-même  pour  origine. 

127.  Longueur  de  la  tangente  menée  d'un  point  à  un 
cercle.  Puissance  d'un  point.  —  Si  Ton  se  reporte  à  l'équation 
(173),  on  voit  que  le  produit  des  distances  d'un  point  (j'o' J'o)  ^"^ 
deux  points  d'intersection  avec  un  cercle  d'une  sécante  quelconque 
menée  par  le  point  est  constant,  lorsque  cette  srcante  varie,  et  égal 
à  /'(.r^,,  To),  puisque  tel  est  le  terme  constant  de  l'équation  du  second 
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degré  en  p  dont  ces  distances  sont  les  racines.  Ainsi  se  trouve  dé- 
montré un  théorème  de  géométrie  élémentaire,  et  Ton  obtient  en 
même  temps  par  là  la  longueur  de  la  tangente  menée  au  cercle 
par  le  point  (j^o>  J'o)-  ^^  ^'^^  suppose,  en  effet,  que  la  sécante  ya- 
riable  devienne  tangente,  les  deux  racines  deviennent  égales  à  la 
longueur  cherchée,  et  leur  produit/(xjj,^jj)  représente,  par  con- 
séquent, le  carré  de  cette  longueur.  11  faut  observer,  toutefois,  qu'il 
a  été  supposé,  lorsqu'on  a  établi  l'équation  (173),  que  Téquation  du 
cercle  avait  la  forme  particulière  (i63),  dans  laquelle  le  coefficient 
de  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  est  égal  à  l'unité.  Si  ce 
coefficient  était  quelconque  et  égal  à  a,  il  faudrait,  pour  ramener 
réquation  à  la  forme  précédente,  diviser  le  premier  membre  par  a, 

et  le  carré  de  la  longueur  de  la  tangente  deviendrait  -/(^o>  J^o)* 

On  peut  s'en  rendre  compte  d'une  autre  façon  ;  on  a,  en  effet, 
dans  le  triangle  POA  (fig.  63)  : 

en  représentant  par/(j:,^)  le  premier  membre  de  l'équation  (i63). 
Si  maintenant  réquation  avait  la  forme  générale  (168),  il  résulte 
de  l'identification  (166)  que  le  premier  membre  est  alors  identique 
à  Texpression 

a  y{x  -x,Y-h  ir  -j,f  -¥  ^{x  ~  X,)  {j  -  j  J  cosô  -  /•*] . 

On  peut  donc  dire,  d'une  façon  générale,  que  l'expression  de  la 
longueur  t  de  la  tangente  menée  par  le  point  {xq^^^q)  à  un  cercle 
dont  l'équation  est 

/(x,jr)  =  o 

est  donnée  par 

'^-^ykovro)  ('76) 

I 

dans  laquelle  a  désigne  le  coefficient  de  l'ensemble  des  termes  du 

second  degré.  1 

La  longueur  ty  qui  est  encore  la  moyenne  proportionnelle  entre  ' 

les  distances  du  point  considéré  aux  points  d'intersection  avec  le  , 

cercle  d'une  sécante  quelconque  tracée  par  le  point,  se  désigne  1 
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aussi  quelquefois  sous  le  nom  de  puissance  du  point  par  rapport 
au  cercle.  Afin  de  concilier  la  définition  de  la  puissance  d*un  point 
par  rapport  à  un  cercle  avec  celle  qui  sera  donnée  plus  loin  de  la 
puissance  d'un  point  par  rapport  à  une  courbe  du  second  degré, 
et  dont  le  carré  aura  pour  expression 

/(^o>,ro)  sip'e 

«H-A  — a/icosB 
expression  qui  se  réduit  dans  le  cas  du  cercle  à 

nous  dirons  que  la  puissance  p  d'un  point  par  rapport  a  un  cercle 
est  donnée  par  la  relation 

P^=^A^oyJo)  ('77) 

de  telle  sorte  que  la  puissance  s'obtiendra  en  divisant  par  y^  la 
longueur  de  la  tangente. 

L'une  et  l'autre  sont  réelles  pour  tous  les  points  extérieurs  au 
cercle,  nulles  pour  les  points  du  cercle  et  imaginaires  pour  les 
points  intérieurs,  ce  qui  tient  à  ce  qu'alors  les  distances  comptées 
sur  une  sécante  quelconque  menée  par  le  point,  étant  prises 
dans  des  sens  contraires,  sont  de  signes  contraires  ;  par  conséquent, 

leur  produit  t^  est  négatif  :  t  est  donc  de  la  forme  b^—i  et  le  coef- 
ficient b  est  la  valeur  absolue  de  la  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  distances,  laquelle  s'obtient  lorsque  le  point  est  intérieur 
au  cercle  en  menant  par  ce  point  une  perpendiculaire  au  diamètre 
qui  le  contient  jusqu'à  son  point  de  rencontre  avec  le  cercle. 


PROPRIÉTÉS  DE  DEUX  CERCLES. 


188.  Points  d'intersection  de  deux  cercles.  —  11  résulte 
du  théorème  (§  76),  que  deux  courbes  du  second  degré  quelconques, 
qui  ne  coïncident  dans  aucune  de  leurs  parties,  ont  toujours  quatre 
points  communs,  réels  ou  imaginaires^  distincts  ou  confondus,  à 
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distance  finie  ou  à  Tinfini.  On  a  vu,  d'ailleurs  (§  1 19)^  que,  s'il  s'agit 
de  deux  cercles,  deux  de  leurs  points  communs  sont  les  points 
cycliques.  11  est  facile  de  trouver  la  droite  qui  contient  les  deux 
autres  :  soient  pour  cela 

ai(a:*4-2X7COS0-hj^)-i-2^,x-h2/j^-hCi  =  o 
a^x^  -i-  7.xy  cos  6  4- J*)  -h  7.g^  4-  a/i  j  -+03=0 

les  équations  des  deux  cercles.  Si,  pour  éliminer  renseinble  des 
termes  du  second  degré  qui  est  le  même  dans  les  deux  équations,  on 
multiplie  la  première  para^,  la  seconde  par  «^,  et  si  on  retranche 
la  seconde  de  la  première,  il  vient 

'2{a2gi-a^g.2)x-h2{aJ\-aJ'^)j-ha^c^—a^c^=zo        (178) 

équation  du  premier  degré  entre  x  et  j^,  qui  est  celle  de  la  corde 
commune  cherchée,  puisqu'elle  est  une  combinaison  des  deux  pre- 
mières, et  que,  par  conséquent,  les  points  communs  à  la  droite 
qu'elle  représente  et  à  l'un  des  deux  cercles  doivent  également 
appartenir  à  l'autre. 

On  obtiendra  donc  les  deux  autres  points  d'intersection  en  cher- 
chant les  points  communs  à  cette  droite  et  à  l'un  des  cercles  (§  i23). 
L'équation  de  celte  droite  se  simplifie  d'ailleurs,  si  les  coefiicients 
des  termes  du  second  degré  dans  les  deux  cercles  sont  les  mêmes. 

Si  les  deux  équations  ont  la  forme  (i63)^  on  trouve  facilement, 
en  désignant  par  (x^,,  j^)  les  coordonnées  du  centre  du  second 
cercle,  que  les  coefficients  de  jc  et  de  r  dans  Téquation  de  la  corde 
commune  sont  respectivement  proportionnels  à 

(x,  —  X2)  -h  (ji  —Ji)  COS  0      é t   .  (x,  —  JTa)  cos  0  -hji  —  Js . 

Les  coefficients  des  mêmes  variables  dans  l'équation  de  la  droite 

qui  joint  les  centres  sont  d'ailleurs  jK|—J 2^^  •^2~~'^<>  ^®  ^^^'^  sorte 
qu'il  suffit,  pour  faire  voir  que  ces  deux  droites  sont  perpendicu- 
laires, de  remplacer  ces  coefficients  par  leurs  valeurs  dans  la  con- 
dition de  perpendicularité  (36),  laquelle  peut,  d'ailleurs,  s'écrire 
sous  forme  de  déterminant 


I 

cos  6 

«I 

cosO 

I 

A. 

ffi 

b. 

0 

JL^O 
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et  de  vérifier  que  ridentité  a  lieu,  en  retranchanl  des  termes  de  la 
troisième  colonne  la  somme  des  termes  correspondants  de  la  pre- 
mière et  de  la  seconde  respectivement  multipliés  par  x^  —  x^  et 

Pour  simplifier  les  calculs  et  rendre  la  chose  plus  immédiate,  si 
c'est  possible,  on  peut  supposer  les  coordonnées  rectangulaires  et  les 
centres  des  deux  cercles  sur  Taxe  X'OX.  Leurs  équations  devien- 
nent 

en  désignant  par  x^,  x.^  les  abscisses  des  deux  centres,  et  t\,  /',,  les 
deux  rayons. 
Celle  de  la  corde  commune  est  alors 

2i3?(  J7j  —  X^i    i"  X2  —  X^  ' —  '2  —  /  ) 

elle  est  parallèle  à  Taxe  Y'OY,  par  conséquent  perpendiculaire  à 
la  droite  des  centres. 

Pour  que  les  cercles  se  coupent,  il  faut  que  la  corde  commune 
rencontre  Tun  d'eux,  le  premier,  par  exemple  ;  par  conséquent  (§  i  a3) 
sa  distance  au  centre  doit  être  plus  petite  que  le  rayon  ;  ce  qu'on 
exprimera  en  écrivant  que  Tabscisse  de  cette  corde  sur  la  droite 
des  centres  est  comprise  entre  Jc^-hr^  et  J'4  — 'V  On  a  alors  la  double 

inégalité 

/.2  _  ,.2 

2(-^l  +  ''l)  >  ^1  -+-.r,  -  -7 ^  >  'J^X^  -  /',).  (  I  79) 

La  première  inégalité  peut  s'écrire 

,2  _  ,.â 

.r,  —  ^a  > '.'./•, 

J?l       Xi 

ou  en  supposant,  ce  que  Ton  peut  toujours  faire^  que  x\  est  la  plus 
grande  des  deux  abscisses,  et  multipliant  alors  par  x^  —  x^ 

(Xi  —  j:,)'  -h  2r,(a:,  —  x^)  -h  r?  —  /^  >  o . 

Pour  que  ce  trinôme  du  second  degré  en  (x,  — or^)  soit  positif,  il 
faut  que  a:,  —  jr^^soit  compris  en  dehors  des  racines,  ce  qui  se  tra- 
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duit^  Tuue  d'elles  étant  toujours  négative,  par  la  seule  inégalité 

J7j  —  JC2  ^  ^2  —  f'\  • 

De  même,  la  seconde  inégalité  (179)  peut  s'écrire 
ce  qui  donne^  de  la  même  façon 

f\  —  f\  <  or,  —  Xj  <  /•,  -f-  ;;,. 

x^  ayant  été  supposée  la  plus  grande  des  deux  abscisses  x^  —  x^  est 
la  valeur  absolue  d  de  la  distance  des  centres,  et  les  trois  inégalités 
qui  viennent  d'être  obtenues  peuvent  s'écrire 

Il  est  clair  que  pour  celui  des  deux  signes  qui  rend  négative  la 
différence  r^—r^,  la  condition  est  toujours  satisfaite,  de  telle  sorte 
qu'elle  se  réduit  finalement  aux  inégalités  de  la  géométrie  élémen- 
taire d'après  lesquelles  la  différence  des  centres  doit  être  comprise 
entre  la  somme  et  la  différence  des  ravons. 

129.  Axe  radical.  —  La  corde  commune  est  la  droite,  tou- 
jours réelle,  qui  joint  les  deux  points,  réels  ou  imaginaires  conju- 
gués, communs  aux  deux  cercles.  Lorsqu'on  la  considère  à  ce  point 
de  vue  général,  on  lui  donne  souvent  le  nom  d'axe  radical  àes  deux 
cercles. 

Si  Ton  représente  par 

Cj=o        Ca^o 

les  équations  des  deux  cercles,  Téquation  (178)  de  Taxe  radical  peut 

s'écrire 

rtjCi  — a|C8==o 

ou 

Li La 


ce  qui  exprime,  eu  égard  à  (176),  que  cette  droite  est  le  lieu  des 
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points  d'où  fo7i  peut  mener  aux  deux  cercles  des  iangetites  de  lon^ 
gueurs  égales.  Cette  proposition,  que  la  géométrie  élémentaire  dé* 
montre  aussi  très  simplement,  est  indépendante  de  la  position  rela- 
tive des  deux  cercles  et  subsiste  lorsque  leurs  points  d'intersection 
sont  imaginaires;  elle  fournira  un  peu  plus  loin  (§  i36)  un  procédé 
pour  construire  la  corde  commune  dans  ce  dernier  cas.  On  peut 
remarquer  également^  en  remplaçant  la  longueur  de  la  tangente 
par  sa  valeur  donnée  par  le  triangle  POA  (fig.  63)  que  Taxe  radical 
de  deux  cercles  se  présente  aussi  comme  le  lieu  des  points  tels  que 
la  différence  des  carrés  de  leurs  distances  aux  deux  centres  est  cons^ 
tante  et  égale  à  la  différence  des  carrés  des  rayons, 

130.  Condition  pour  que  deux  cercles  soient  tangents. 
—  Pour  exprimer  que  deux  cercles  donnés  par  leurs  équations  sont 
tangents,  il  suffit  d'écrire  que  Tun  d^eux  est  tangent  à  leur  axe 
radical  ;  pour  cela,  il  faut  substituer  dans  Téquation  tangentielie 
du  cercle  les  coordonnées  de  cette  droite.  On  obtient  ainsi^  en  rem-* 
plaçant  u,  v^  w  par  les  coordonnées  de  la  droite  (178)  dans  Téqua- 
tîon  (172) 


«1 

n,  cosO 

aj  cosô 
«1 

8i 
/1 

^1 

/i 

^1 

-(«jC,— fljC,) 

a^^'-a 

lé'» 

«î/i     û 

^J. 

i(fl,C,- 

-ajC,) 

0 

=  0. 


Cette  relation  ne  parait  pas  symétrique  par  rapport  aux  coeffi- 
cients des  deux  cercles  ;  pour  la  rendre  telle  comme  elle  doit  l'être, 
supposons  les  coefficients  a^  et  a^  égaux  à  l'unité,  ce  que  Ton  peut 
toujours  faire  en  divisant  chaque  équation  par  le  coefficient  cor- 
respondant ;  retranchons  ensuite  des  éléments  de  la  quatrième  ligne 
respectivement  ceux  de  la  troisième,  et  changeons  les  signes;  effec- 
tuant la  même  opération  sur  les  éléments  de  la  quatrième  colonne,  il 

\ient  alors 

I  cosO      ^1  g2 

cose     I        /  ./; 


.^1 


A'2 


y. 


<; 


-(c,  +  c,) 


-  {<■; + c,)       r, 


=^Q 


(.80) 
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relation  qui  est  symétrique  par  rapport  aux  coefficients  des  deux 
cercles,  puisqu'elle  ne  change  pas  si  Ton  permute  les  lettres  d'in- 
dice I  avec  les  lettres  d'indice  a,  et  dans  laquelle  il  ne  faut  pas 
oublier  que  les  coefficients  des  termes  du  second  degré  dans  chaque 
cercle  ont  été  supposés  égaux  à  l'unité. 

131.  Condition  pour  que  deux  cercles  se  coupent  ortho- 
gonalement.  —  On  démontre,  en  géométrie  élémentaire,  que 
lorsque  deux  cercles  sont  orthogonaux  (§  94),  le  carré  de  la  dis- 
tance des  centres  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  rayons,  et  que 
la  longueur  de  la  tangente  menée  à  l'un  d'eux  par  le  centre  de 
l'autre  est  égale  au  rayon  de  ce  dernier.  Ces  propositions  évidentes 
n'ont  besoin  que  d'être  rappelées.  La  dernière  permet  d'écrire  im- 
médiatement la  relation  entre  les  coefficients  des  deux  cercles  qui 
exprime  qu'ils  se  coupent  à  angle  droit.  Soient  en  effet  x^,  y^  et  r, 
les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  de  l'un  d'eux.  Si  Téquation 
du  second  est 

f[pc^y)  =  aj^a^  4-  ^xj  cos  ô  ~I-J>  *)  +  ag^jX  4-  2/^  4-  Cj = o 

il  résulte  de  ce  qui  précède  et  de  la  valeur  (176)  de  la  longueur 
de  la  tangente  que  la  condition  cherchée  pourra  s'écrire 

OU  bien 

alx\  +  2x1  r<  cos  e  +j\  -  /•?)  -h  ig^x  +  a/îji  -h  c, = o . 

Si,  d'ailleurs,  l'équation  du  premier  cercle  est  donnée  comme 
celle  du  second  sous  la  forme  générale 

rt ,  (a:'  -h  IX j  cos  0  4- JK^)  4-  2g-,x  4-  ^fxj  4-  c,  =  o 

/',  est  donné  par  la  troisième  équation  (169) 

xj  4-  2 jTi  ji  cos  6  4- jî  —  /•?=— 

et  la  condition  devient,  en  remplaçant  le  premier  membre  par  sa 
valeur 

^l(^g2-^l  +  ^A)  1  -H  C2)  4-  «2^1  —  O 
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Xf  et  r^  étant  donnés  par  les  deux  premières  équations  (169). 
L'élimination  de  x^  et  de  j^  donne  finalement 


i  cosô       gi 

cosô       1  fi 

i 


S2 


=  0.  (181) 


Cette  relation  est  remarquable  à  plus  d^un  point  de  vue.  D'abbrd 
elle  est  linéaire  séparément  par  rapport  aux  coefficients  de  chaque 
cercle,  d*oii  il  suit  que,  si  Ton  a  à  déterminer  un  cercle  par  trois 
relations  analogues,  la  solution  est  unique,  puisque  les  inconnues 
sont  fournies  par  un  système  d'équations  linéaires.  Ainsi^  Ton  voit 
dès  à  préseat  qu'iV  n'y  a  qu'un  cercle  orthogonal  à  trois  cercles 
donnes^  et  l'on  écrira  plus  loin  son  équation. 

De  plus,  parmi  toutes  les  relations  linéaires  qui  peuvent  être 
imposées  aux  coefficients  d'un  cercle,  celle  qui  exprime  qu'il  est 
orthogonal  à  un  cercle  donné  est  la  plus  générale  ;  elle  renferme, 
en  effet,  trois  arbitraires  qui  sont  les  coefficients  de  l'autre  cercle 
et  qui  permettent  de  l'identifier  avec  la  relation  linéaire  la  plus 
générale,  nécessairement  homogène  (§  87)  et  de  la  forme 

Artj  -h  ^Ggt + 2  Vfi  -4-  Cci — o  (  1 82) 

dans  laquelle  on  suppose  que  le  premier  cercle  est  le  cercle  in- 
connu, et  le  second  le  cercle  donné.  L'identification  donne 

A  G  F  C  .  Q^. 

(i83) 


c'jsin^O    y^cosO  ~g^     g^cosii—Ji     //asin^O 

trois  équations  permettant  de  déterminer  les  paramètres  du  cercle 
orthogonal  au  premier  en  vertu  de  la  relation  générale  linéaire 
donnée.  Ce  cercle  peut  se  réduire  à  une  ligne  droite,  si  son  rayon 
est  infini,  ou  à  un  point  si  son  rayon  est  nul,  et  la  relation  donnée 
exprime  alors  que  le  cercle  cherché  coupe  à  angle  droit  une  droite 
donnée  ou  passe  par  un  point  donné  ;  conditions  qui  s'expriment, 
en  effet,  par  des  relations  linéaires  entre  les  paramètres  du  cercle. 

132.  Exercices.  —  Trouver  les  conditions  qui  doivent  lier  les 
paramètres  A,  ti,  F,  C  de  la  relation  linéaire  la  plui^  générale  entre 


332 


LIVRE  m. 


CHAPITRE  I. 


les   coefficients  d*un  cercle    pour  que  cette  relatioa  exprime  : 
i""  Que  le  centre  du  cercle  est  sur  une  droite  donnée  ; 
2*  (Jue  le  cercle  passe  par  un  point  donné. 
On   trouve,   en    résolvant    les  équations  (i83)  par   rapport  à 

^a>  S%^f%^  ^2>  ?^®  l'équation  générale  (182)  exprime  que  le  cercle 

inconnu  coupe  orthogonalement  le  cercle  dont  Téquation  est  la 

suivante 

e(x*-i-2jr7^c086-hj';  — 2(GH-Fcose)^— 2(Gco8e-hF)7-hA=o 


La  condition  d'orthogonalité  se  vérifie  d'ailleurs  immédiatement 
en  remplaçant  dans  le  déterminant 


cose 


ffi 


cosO      — (G-hFcosO) 

I  -(Gcose+F) 


tous  les  éléments  de  la  troisième  colonne  respectivement  par  le 
résultat  obtenu  en  multipliant  ceux  de  la  première  par  G,  ceux  de 
la  seconde  par  F,  ceux  de  la  troisième  par  l'unité  et  ajoutant.  Cela 
posé,  pour  que  le  centre  du  premier  cercle  soit  sur  une  droite 
donnée,  il  suffit  d'exprimer  que  le  cercle  qui  la  coupe  orthogona- 
lement se  réduit  à  une  ligne  droite,  par  suite  de  la  disparition  des 
termes  du  second  degré,  ce  qui  exige  C=^o.La  relation  donnée  se 
réduit  alors  à 

Aai+2G^i+2F/l=o. 

Elle  exprime  que  le  centre  du  cercle  inconnu  est  sur  la  droite 

2(GH-Fcose)aî-K2(Gcose-f-F)j— A^o. 

Si  Ton  veut,  au  contraire,  exprimer  que  le  cercle  inconnu  passe 
par  un  point  fixe,  il  faut  que  le  rayon  du  cercle  qui  le  coupe  ortho- 
gonalement se  réduise  à  zéro;  ce  qui  exige,  eu  égard  à  la  valeur 
(170)  du  rayon  du  cercle  donné  par  l'équation  générale,  que  Ton 
ait 

G  Ccosô  —G— F  cose 

CcosO  G  — G  cose  — F  =0 

—  G  — FcosO      —  GcosO  — F      A 
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OU  bien,  en  remplaçant  les  termes  de  la  troisième  colonne  par  les 
résultats  obtenus  en  multipliant  ceux  de  la  première  par  G,  ceux 
de  la  seconde  par  F,  ceux  dé  la  troisième  par  C  et  ajoutant 

GP+aGFcose  +  P-ACriro  (i84) 

qui  est  la  relation  entre  les  coefficients  A,  G,  F,  C  pour  que  la  con- 
dition linéaire  générale  (182)  exprime  que  le  cercle  inconnu  passe 
par  un  point  donné.  On  Tobtiendrait  encore  en  identifiant  la  con- 
dition (182)  avec  celle  qui  exprime  que  le  cercle  passe  par  un  point 
donné,  et  éliminant  des  équations  d'identification  les  coordonnées 
du  point. 

133.  Théorème.  —  Lorsque  deux  cercles  sont  orthogonaux^ 
toute  droite  passant  par  le  centre  de  Fun  d'eux  les  coupe  suivant 
quatre  points  en  proportion  harmonique. 

Ce  théorème  est  évident  si  Ton  remarque  qu'en  vertu  de  Thy- 
pothèse  la  longueur  de  la  tangente  menée  à  Tun  des  cercles  par  Je 


Fig.  64 


centre  de  l'autre  est  égale  au  rayon  de  ce  dernier*  On  a  donc^  sur 
toute  droite  menée  par  0^  (fig.  64) 


O^AxO,B=:0,C' 

ce  qui  prouve  (§  4^)  que  les  points  A,  B,  C,  D  sont  en  proportion 
harmonique. 

Réciproquement,  si  les  quatre  points  sont  en  proportion  harmoni'- 
guCf  le  cercle  ayant  pour  diamètre  le  segment  de  deux  points  conju- 
gués, coupe  à  angle  droit  tout  cercle  passant  par  les  deux  autres;  car 
la  longueur  de  la  tangente  menée  au  second  par  le  centre  du  pre- 
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« 

mier  est  égale  au  rayon  du  premier.  Il  suit  de  là  que,  pour  un 
cercle,  la  condition  d*être  conjugué  à  deux  points  doit  être  linéaire, 
puisqu'elle  équivaut  à  celle  de  couper  orthogonalement  le  cercle 
ayant  pour  diamètre  le  segment  dont  les  deux  points  sont  les  extré- 
mités. 

La  vérification  analytique  de  ces  propositions  n'est  pas  moins 
simple  :  si  x^  et  j^  sont  les  coordonnées  du  point  0^  et  si 

f[x,jr)=o 

est  réquation  du  second  cercle,  prise  sous  la  forme  (i63),  on  sait 
(§  123)  que  les  distances  p^  et  p^  du  point  0^  aux  points  d'intersection 
avec  le  second  cercle  d'une  sécante  quelconque  menée  par  ce  point 
sont  données  par  l'équation 

p'^-(/^yx,^-«/y,)?^-/(^nJ1)=o.  (173) 

Si  p3  et  p^  sont  les  distances  aux  points  d'intersection  avec  le  pre- 
mier cercle,  on  a  p3-4-p^=ro.  Pour  que  les  quatre  points  forment  une 
division  harmonique,  il  faut  donc  (§  34)  que  l'on  ait 

ou  bien,  en  désignant  par  i\  le  rayon  du  premier 

condition  qui  exprime  que  les  cercles  sont  orthogonaux. 

Cette  démonstration  ne  diffère,  à  proprement  parler,  de  la  pré- 
cédente que  par  la  forme.  Réciproquement,  si  les  cercles  sont  ortho- 
gonaux, la  dernière  condition  est  remplie,  d'où  l'on  conclut  la  pré- 
cédente et  par  conséquent  la  relation  demandée  entre  les  quatre 
points,  à  cause  de  p3-i-pji=o. 

134.  Faisceau  linéaire  de  cercles.  Faisceaux  orthogo- 
naux. —  Le  cercle  est  une  courbe  du  second  degré  dont  les  coeffi- 
cients satisfont  aux  deux  conditions  linéaires  (1(37).  Si  donc  l'on 
considère  un  faisceau  linéaire  de  courbes  du  second  degré  dont 
réquation  générale  est  (§  11 3) 

AiC,  4-  A^C,  ~  O  (  I  8  j) 
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ces  courbes  sont  toutes  des  cercles,  dès  que  deux  d'entre  elles,  par 
exemple  les  courbes  G^  et  C^  qui  définissent  le  système,  sont  des 
cercles.  De  plus,  l'équation  générale  (i  85)  ne  renferme  qu'un  para- 
mètre arbitraire  ;  par  conséquent,  tous  les  cercles  du  système  sont 
assujettis  d'ailleurs  à  deux  conditions  linéaires,  et,  par  suite  (§  i3i), 
coupent  orthogonalement  deux  cercles  donnés.  Mais  si  Ton  désigne 
par 

r,=:0         Fa  — O 

les  équations  de  ces  deux  nouveaux  cercles,  ils  sont  assujettis  eux- 
mêmes  à  deux  conditions  linéaires  qui  sont  de  couper  orthogonale- 
ment deux  cercles,  et  par  suite  tous  les  cercles,  du  faisceau  (i85)  ; 
ils  définissent  donc  un  nouveau  faisceau  linéaire 


iAiri^-iAsrs=o 


(i86) 


résultant  du  premier,  et  tel  que  tout  cercle  de  l'un  des  faisceaux 


1     / 


/ 


N 


\ 


\  I 


i         1 
\         I 


/ 


\  ,1 


/         / 


n    ,0 

T 

I 


1 


Fig.  fu 


'  / 


coupe  orthogonalement  tout  cercle  de  •l'autre.  On  dit  que  les  deux 
faisceaux  (fîg.  65)  sont  orthogonaux. 
Il  est  aisé  de  construire,  au  moyen  des  cercles  C,  et  Cj,  un  cercle 
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quelconque  de  Tun  des  systèmes.  Pour  ce  qui  est  du  premier,  re- 
marquons d'abord  que  tous  les  cercles  représentés  par  Téquation 
générale  (i85)  passent  évidemment  par  les  points,  réels  ou  imagi- 
naires^ communs  aux  cercles  G^  et  C^.  On  peut  donc  dire  que  tous 
les  cercles  d'un  faisceau  linéaire  sont  ceux  qui  ont,  à  distance  finie, 
deux  points  communs  réels  ou  imaginaires.  Ces  deux  points  sont 
ceux  des  cercles  du  système  (i86)  qui  se  réduisent  à  un  point,  et  il 
est  clair  que,  dans  un  tel  système,  il  doit  toujours  y  avoir  deux 
cercles  réduits  à  un  point  ;  si  Ton  considère,  en  effet,  entre  les 
variables  a,  ^,/,  c  les  deux  équations  simultanées 

/»(«»^'/^)^A8«4-StGagr-f-aF^/-hCjC;=o 

il  y  a  deux  combinaisons  linéaires  de  ces  équations,  de  la  forme 

telles  que,  pour  les  paramètres  X,A^4-XaAj,  X^G^-i-XjGj, de 

chacune  d'elles,  la  condition  (184)  se  trouve  remplie. 

La  géométrie  élémentaire  apprend  que  le  lieu  des  centres  des 
cercles  qui  ont  deux  points  communs  est  une  ligne  droite.  La  géo- 
métrie analytique  généralise  cette  propriété  au  cas  de  deux  points 
quelconques,  réels  ou  imaginaires,  en  cherchant  les  équations  (169} 
qui  déterminent  le  centre  du  cercle  (i85),  qui  sont 

(Xia,-l-X^,)(j:H-j^  COSÔJ-hXi^i-hXag'j^o 
(Xi«i4-X,a2)(xcosÔ-f-j^)^-X^/'i4-X,/,=o 

et  éliminant  entre  elles  les  paramètres  X^  et  X^,  ce  qui  donne  la 
droite 

{ayfi-a^\)[x+j  co%^)^[a^,~a,g;)[x  Qmb+j)-gJ^-gJ',=o.     (187; 

Mais  ce  calcul  était,  à  vrai  dire,  inutile  ;  si  Ton  considère,  en 
effet,  la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  cercles  qui  définissent 
le  faisceau,  elle  peut  être  regardée  comme  le  cercle  de  rayon  infini 
qui  les  coupe  orthogonalement  ;  elle  coupera  donc  orthogonalement 
tous  les  cercles  du  faisceau,  et,  par  conséquent,  contiendra  tous 
les  centres,  parce  qu'il  nW  a  que  les  droites  passant  par  le  centre 


DU  GEHCL£.   •—  THÉORIE   DE  L'INVOLUTION.  337 

d'un  cercle  qui  le  coupent  à  angle  droit.  Il  n'y  a  qu'un  seul  cercle 
orthogonal  de  rayon  infini,  parce  que  la  combinaison  linéaire  con- 
sidérée plus  haut 

ne  devient  la  condition  linéaire  correspondant  à  un  cercle  ortho- 
gonal de  rayon  infini  que  pour  une  valeur  du  rapport  des  paramè- 
tres \  et  X,,  celle  qui  annule  le  terme  en  c  (§  i32). 

Pour  ce  qui  est  du  second  système^  il  résulte  des  propriétés  de 
Taxe  radical  que  les  cercles  qui  coupent  orthogonalement  deux 
cercles  donnés  sont  ceux  qui  ont  pour  centres  respectifs  tous  les 
points  de  leur  axe  radical,  et  pour  rayon  la  longueur  commune  de 
la  tangente  correspondant  au  point  pris  pour  centre.  Ainsi,  le  lieu 
des  centres  des  cercles  du  second  système  est  l'axe  radical  commun 
aux  cercles  du  premier  ;  et,  pour  la  même  raison,  le  lieu  des  centres 
des  cercles  du  premier  est  l'axe  radical  commun  aux  cercles  du  se- 
cond :  il  y  a  parfaite  réciprocité  entre  les  deux. 

Sur  l'axe  radical  de  l'un  d'eux,  les  points  communs  aux  cercles 
du  faisceau  sont  conjugués  harmoniques  à  la  fois  par  rapport  à  tous 
les  couples  de  points  d'intersection  de  cet  axe  radical  avec  les  cer- 
cles de  l'autre  ;  c'est  une  conséquence  du  théorème  du  §  i33,  puis- 
qu'il renferme  tous  les  centres  de  ces  derniers.  Or,  il  sera  démontré 
un  peu  plus  loin  que  le  segment  de  deux  points  conjugués  harmo- 
niques à  la  fois  par  rapport  à  deux  couples  de  points  donnés  sur 
une  même  droite  est  unique,  et  réel  ou  imaginaire  suivant  que  les 
deux  couples  donnés  n'empiètent  pas  ou  empiètent  l'un  sur  l'autre. 
Les  deux  points  communs  aux  cercles  de  l'un  des  faisceaux  sont 
donc  réels  ou  imaginaires,  suivant  que  les  deux  cercles  qui  définis- 
sent l'autre  ne  se  coupent  pas  ou  se  coupent  ;  d'où  il  suit  que,  dans 
l'un  des  systèmes,  les  points  communs  aux  cercles  du  faisceau  sont 
réels,  tandis  qu'ils  sont  imaginaires  dans  l'autre. 

Tout  ce  qui  précède  peut  se  démontrer  avec  la  plus  grande  faci- 
lité par  un  choix  convenable  des  axes  de  coordonnées.  Si  l'on  prend, 
en  effet,  pour  axes  de  coordonnées  rectangulaires  les  deux  axes  radi- 
caux (fig.  65),  l'équation  d'un  cercle  quelconque  du  premier  sys- 
tème^ ayant  son  centre  sur  l'axe  X'OX  est 

dans  laquelle  g  est  le  paramètre  variable,  tandis  que  c  est  une 

PicQUET.  Géom,  analyt,      *  i2 
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constante  qui  détermine  la  position  des  points  communs  sur  l'axe 
Y'OY  aux  cercles  du  faisceau.  Pour  obtenir  Téquation  générale  des 
cercles  du  second,  d'un  point  quelconque  de  Taxe  radical  des  pre- 
miers, situé  par  conséquent  sur  Y'OY  et  donné  par  son  ordonnée  ^^ 
pris  pour  centre,  décrivons  un  cercle  ayant  pour  rayon  la  longueur 
commune  de  la  tangente  menée  de  ce  point  aux  cercles  du  pre- 
mier. Cette  longueur  est  égale  (§  my)  à  0^+c.  L'équation  du  cercle 
sera  donc 

Les  points  communs  aux  cercles  du  premier  faisceau  s'obtiennent 
en  faisant  x=o,  ce  qui  donne 


ceux  du  second,  en  faisant  ^==0  dans  l'autre  équation,  ce  qui 
donne 

Les  uns  sont  réels  et  les  autres  sont  imaginaires.  Si,  d'ailleurs, 
l'on  fait  j>^=o  dans  la  première  équation,  on  obtient 

ce  qui  prouve  que  Ton  a,  en  désignant  par  A  et  B  Içs  points  d'in- 
tersection, et  quel  que  soit  c 

OA.OB=c=U? 

Ils  sont  ou  non  du  même  côté  du  point  0  suivant  que  c  est  positif 
ou  négatif 9  c'est-à-dire  suivant  que  les  points  communs  aux  cercles 
de  l'autre  système  sont  réels  ou  imaginaires  ;  et,  dans  tous  les  cas, 
cette  égalité  montre  que  les  quatre  points  A^  B,  a,  p,  sont  en  pro- 
portion harmonique. 

Il  suit  de  là  la  construction  suivante  :  étant  donnés  les  cercles  de 
centres  O4  et  0,  qui  définissent  le  premier  faisceau,  s'ils  se  coupent, 
on  aura  immédiatement  un  cercle  quelconque  du  faisceau;  un 
cercle  quelconque  de  l'autre  s'obtiendra  en  décrivant  d'un  point 
quelconque  de  l'axe  radical  comme  centre  un  cercle  ayant  pour 
rayon  la  longueur  de  la  tangente  comn^une.  S'ils  ne  se  coupent  pas 
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on  construira  Taie  radical  comme  il  sera  démontré  (§  36)  ;  tous  les 
cercles  du  second  faisceau  s*en  déduiront  comme  dans  le  premier 
cas  et  auront  cette  fois  deux  points  communs  réels  a  et  3  ^  on 
obtiendra  alors  un  cercle  quelconque  du  premier  en  décrivant  d'un 
point  comme  centre  pris  arbitrairement  sur  la  droite  0^0^  un  cercle 
ayant  pour  rayon  la  longueur  commune  de  la  tangente  menée  de 
ce  point  aux  cercles  du  second  faisceau. 

136.  Centres  d'homothétie  de  deux  cercles.  Tangentes 
communes. 

Théorème.  —  Deux  cercles  peuvent  toujours  être  regardés  de  deux 
façons  différentes  comme  des  figures  homothé tiques. 

Si  Ton  considère,  en  effet,  le  cercle  donné  par  l'équation  géné- 
rale 

y(x,^)=a(x^H-2X^C0S6H-j^*)-h2g^x-h2/yH-c=:o     (i68) 

réquation  générale  des  figures  homothétiques  à  ce  cercle  s'obtiendra 
en  remplaçante  et  j^ par  les  valeurs  (gSJXar-h/ci  et  Xj^-f-y;  ce  qui 
donne,  en  appliquant  le  développement  de  Taylor,  et  remarquant 
qu'il  n'y  a  pas  de  dérivées  du  troisième  ordre 

=\'<i[x,j)^\{xf,^jf,)-^f{p,  i,)^o  ( ,  88) 

équation  dans  laquelle  ^fix^j")  désigne  l'ensemble  des  termes  du 
second  degré  de/(j:,j). 

L'ensemble  des  termes  du  second  degré  demeure  donc  le  même 
h  un  facteur  près,  et  l'équation,  qui  d'ailleurs  est  restée  du  second 
degré,  ne  cesse  pas  de  représenter  un  cercle. 

Réciproquement,  tout  cercle 

a^{x^-h2Xj  C0S^'hJ^)'h2g^X'¥'2f^Jr-^c^=o 

peut  être  considéré  comme  homothétique  au  premier.  Pour  le  dé- 
montrer, il  faut  identifier  son  équation  avec  Téquation  générale  (i88) 
des  courbes  homothétiques  au  premier,  et  faire  voir  qu'on  peut 
toujours  en  conclure  le  centre  et  le  rapport  d'homothétie.  L'iden- 


340 


UYRB  111.   —  CHAPITRE  1. 


iificatioQ  donne 


OU  bien,  en  traitant  chaque  rapport  avec  le  premier,  remplaçant 
les  dérivées  par  leurs  valeurs,  et  ramenant  tout  dans  le  premier 
membre 


W-h^COSO-t--  — A  — =  0 

f       f 
;>COSe-f-y-l--— X'-=o 


(189) 


s  f       c  c 

w^-h2MC08eH-fl^-l-a-«-l-2'^^H--  — A*  — =0 


trois  équations,  dont  les  deux  premières  peuvent  servir  à  déter- 
miner ^  et  q^  tandis  qu'après  la  substitution  de  leurs  valeurs,  la  troi- 
sième donnera  X.  Si  Ton  multiplie  la  première  par  p^  la  seconde 
par  qy  et  si  Ton  ajoute,  il  vient 

p^+^pq  C0S9-hq^'h-p'h-q='>J^P'h  —  qj 

équation  en  vertu  de  laquelle  la  troisième  se  réduit  à 

\a        aj  '^      \a        aj        a         «1 

Elle  est  ainsi  réduite  au  premier  degré  en  p  et  7,  et  le  résultat 
de  Télimination  de  />  et  7  entre  les  trois  équations  peut  maintenant 
s'écrire  sous  forme  de  déterminant 


cosO 


cosO 


5+xfî 


a 

f 


X^ 


a. 


L-,A 


a        a 


1 


a        rZ] 


a 
c 
a 


a 


t 


x«^ 


a 


=  0 


équation  du  second  degré  en  X,  qui  s'ordonne  facilement  en  décom- 
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posant  le  déterminant  en  déterminants  à  éléments  monômes,  et 
qui  peut  s'écrire 


I 

cosO 

S 
a 

1 

cosO 

il 
«1 

COSO 

I 

l 

a 

-V 

cosO 

I 

«1 

s 

/ 

c 

Si 

â 

£i 

a 

a 

a 

«t 

«1 

«1 

— o, 


Les  termes  du  premier  degré  se  détruisent,  et  Ton  tire  de  là 
pourX  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  qui  sont,  en  re- 
marquant que  les  deux  déterminants  qui  figurent  dans  1  équation 
sont  les  discriminants  A  et  A^  (§  120)  des  deux  cercles,  divisés  res- 
pectivement par  a^  et  par  al 


A=± 


'it)Wl-7. 


(*9<>) 


eu  égard  à  Toxpression  (170)  qui  fournit  le  rayon  du  cercle  donné 
par  réquation  générale  (i65). 

Ainsi,  les  deux  valeurs  toujours  réelles  des  rapports  d'homothétie 
sont  égales  en  grandeur  absolue  au  rapport  des  rayons.  Subtituées 
dans  les  deux  premières  équations  (189),  ces  expressions  de  X  don- 
nent lieu  pour;?  et  i/  respectivement  à  deux  systèmes  de  valeurs 
toujours  possibles,  puisque  le  dénominateur  commun  est  sin^O.  11 
en  résulte,  pour  les  coordonnées  des  centres  d'homothétie  qui  sont 

(§  69)—^  et  — ^  des  valeurs  toujours  possibles,  ce  qui  démontre  le 

théorème. 

Pour  voir  comment  sont  situés  les  centres  d'homothétie  par  rap- 
port aux  deux  cercles,  il  suffit  de  remarquer  que  les  deux  premières 
équations  (189)  se  déduisent  des  deux  premières  équations  (169)  en  y 

remplaçant  -  et  ^  par  -—a—  et  -—a—  et  qu'on  en  tire  alors 


y-ri-Xr, 


en  désignant  respectivement  par  (.r^  r,)  et  {jc^^r^  les  coordonnées 
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des  centres  des  deux  cercles;  d'où  il  résulte,  pour  celles  des  centres 
d'homothétie 

I  —  X         I  —  X  I  —  X         I  --  X 

ce  qui  fait  voir,  eu  égard  aux  expressions  (45)  des  coordonnées  du 
point  qui  partage  un  segment  donné  dans  un  rapport  donné,  que 
ces  deux  points  partagent  la  droite  des  centres  dans  le  rapport  X, 
qui  est  le  rapport  des  rayons,  Tun  extérieurement^  celui  qui  corres- 
pond à  la  valeur  positive  de  X,  Tautre  intérieurement,  celui  qui 
correspond  à  la  valeur  négative.  Le  premier  est  le  centre  d'homo- 
thétie  directe  (§  69),  le  second  est  le  centre  d'homothétie  inverse. 
11  suit  de  là  que  les  centres  des  deux  cercles  et  leurs  cetitres  dkhomo^ 
thétie  forment  une  division  harmonique. 

Ce  qui  précède  permet  de  trouver  les  tangentes  communes  aux 
deux  cercles.  11  est  clair,  tout  d'abord,  qu'elles  sont  au  nombre  de 
quatre,  réelles  ou  imaginaires,  puisque  les  deux  courbes  sont  de 
seconde  classe  (§  85)  ;  aucune  d'entre  elles  ne  pouvant,  d'ailleurs, 
ctre  rejetéc  à  rinfîni,  parce  que  les  points  à  Tinfini  d'un  cercle,  qui 
sont  les  points  cycliques,  sont  distincts.  Gela  posé,  si  d'un  centre 
d'homothétie  S^  (fig.  66),  on  mène  des  tangentes  à  l'un  des  cercles. 


/ 

Fig.  66 

les  points  d'intersection  de  Tune  d'elles  avec  le  second  cercle  sont 
les  homologues  de  ses  points  communs  avec  le  premier,  et,  par 
suite,  les  premiers  étant  confondus,  les  seconds  le  sont  également. 
Les  quatre  tangentes  communes  sont  donc  les  tangentes  menées  à 
l'un  des  deux  cercles  par  les  centres  d'homothétie.  Celles  qui  pas- 
sent par  le  centre  d'homothétie  directe  sont  les  tangentes  communes 
extérieures;  celles  qui  passent  par  le  centre  d'homothétie  inverse 
sont  les  tangentes  communes  intérieures.  Il  est  évident,  d'après  la 
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position  des  centres  d'homothétie,  qu'elles  sont  toutes  les  quatre 
réelles  quand  les  deux  cercles  sont  extérieurs,  toutes  les  quatre 
imaginaires  quand  Tun  des  cercles  est  intérieur  à  Tautre  ;  qu'enfin, 
les  tangentes  communes  extérieures  seules  sont  réelles  lorsque  les 
deux  cercles  se  coupent. 


PROPRIÉTÉS  DE  TROIS  CERCLES. 


186.  Théorème.  —  Les  trois  axes  radicaux  obtenus  en  considérant 
trois  cercles  deux  à  deux  concourent  en  un  même  point. 
Soient  en  effet 

Cj=o      Cj=o      €5=0 

les  équations  des  trois  cercles.  Les  axes  radicaux  de  ces  trois  cercles 
considérés  deux  à  deux  ont  pour  équations 

t-*! t«t         t«s Cji         La Cl 

a,      rtj       fl,      a,       flj      «i 

L'une  quelconque  de  ces  équations  est  une  combinaison  des 
deux  autres  ;  par  suite,  les  trois  droites  qu'elles  représentent  sont 
concourantes.  Le  point  de  concours  s'appelle  centre  radical  des 
trois  cercles.  11  jouit  de  cette  propriété  que  les  tangentes  menées 
de  ce  pointaux  trois  cercles  ont  la  même  longueur,  ou  encore  (§  127) 
qu'il  a  même  puissance  par  rapport  aux  trois  cercles. 

On  déduit  de  là  la  construction  géométrique  de  l'axe  radical  de 
deux  cercles  qui  ne  se  coupent  pas.  Il  suffira  de  tracer  un  troisième 
cercle  quelconque,  mais  qui  coupe  les  deux  premiers  ;  le  point 
d'intersection  des  axes  radicaux  de  ce  cercle  combiné  successive- 
ment avec  chacun  des  cercles  donnés,  étant  le  centre  radical  des 
trois  cercles,  appartient  à  l'axe  radical  des  deux  premiers.  On  peut 
en  déterminer  de  la  même  façon  un  second  point,  ou  bien  abaisser 
du  premier  une  perpendiculaire  sur  la  droite  des  centres  des  deux 
cercles  donnés. 

13*3^.  Cercle  orthogonal  &  trois  cercles.  —  Si  du  centre 
radical  comme  centre,  avec  la  longueur  commune  de  la  tangente 
pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  il  est  clair  qu'il  coupera  orthogo- 
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nalement  les  trois  cercles  donnés.  C'est  le  cercle  orthogonal  aux 
trois  cercles,  qui  est  unique,  ainsi  que  cela  a  été  déjà  remarqué 
(§  i3i).  Son  centre  est  toujours  réel  ;  mais  le  cercle  peut  être  ima- 
ginaire, le  carré  du  rayon  devenant  négatif  lorsque  le  centre  ra- 
dical est  à  la  fois  intérieur  aux  trois  cercles  donnés. 

Pour  avoir  son  équation,  rappelons  la  condition  (i8i)qui  exprime 
que  deux  cercles  se  coupent  à  angle  droit 


I 
cosO 


cosô 
I 


/. 


8^ 


a^c,) 


^=zo 


qui,  développée,  peut  s'écrire 

rtjCa  sin  e  -f-  ^g\[f^  cosO  —  g^  -h  a/i(g^2  cosO  —/g)  +  c^a^  sin-0  =  o 


Soit  donc 


a  (jr^  H-  wxj  cos  0  -^J^)  -h  ag'J^  -h  'à/j  -|-  t'  —  o 


réquntion  du  cercle  cherché.  S'il  doit  couper  orthogonalement  les 
trois  cercles  C^,  Q,  C3,  les  coefficients  a,  g^J\  c  sont  détermines 
par  les  trois  équations 

«Cj  si  n* 0  4-  '^gijx  cos 0  —  ^1)  -f-  '^f{gx  cos 0  -  yi)  -f-  ca^  sin'  0  =  o 
«c,  sin'O  4-  ^gij\  cos6 — g"a)  -h  'if{g%  cose  — /s)  -h  ca^  sin*0  =  o 
ac^  sin'O  -f-  ^g(fz  cosô  -  5^3)  4-  2/(5^3  cosO  — /i)  -h  ca^  sin*e  =  o 

Tirant  de  ces  trois  équations   les  valeurs  proportionnelles  de 
a,g,J\  c,  on  obtient  l'équation  cherchée  sous  la  forme 


X-4-2XJ  cosO-hj^*  X 

Cisin'ô  /,  cosO 

casin'ô  /jcoso 

csSin'O  yicosO 


y 


Sx 


rr 
S 


icoso-/, 
,  cos  0-/2 

/a 


5^3  cosO 


^1  sin^O 
a,sin'ô 
rzssin'O 


^o    (191) 


Cette  équation  se  simplifie  si  les  coordonnées  sont  rectangulaires  ; 
et  dans  tous  les  cas  le  cercle  qu'elle  représente  se  réduit  à  une 
ligne  droite  si  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  disparait, 
c'est-à-dire  si  le  mineur  correspondant  à  .r*-hax)  cos8-hj^  s'an- 
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nule;  ce  qui  exprime,  comipe  on  levoitTacilemeDl,  que  les  centres  des 
trois  cercles  donnés  sont  en  ligne  droite.  Dans  ce  cas,  la  droite  des 
centres  (cercle  de  rayon  infini)  coupe  en  effet  les  trois  cercles  donnés 
à  angle  droit. 

Remarque.  —  La  construction  du  cercle  orthogonal  a  trois  cercles 
donnés  renferme  évidemment  comme  cas  particulier  celle  du  cercle 
passant  par  un  point  et  orthogonal  à  un  cercle  donné,  ou  passant 
par  deux  points  et  orthogonal  à  un  cercle  donné. 

138.  Réseau  linéaire  de  cercles.  —  Si  les  équations  de  trois 
cercles  donnés  sont 

C,  =  o        Cj  =  o       Cs  =  o 

on  voit,  comme  dans  le  cas  du  faisceau  (§  i34)  que  toutes  les  courbes 
du  réseau  linéaire  (§  ii3) 

X,C,  -h  A,Cj  -h  XeCa  ~  O  (192) 

sont  aussi  des  cercles,  ou  la  variété  ligne  droite.  L'équation  géné- 
rale (iga)  ne  renferme  que  deux  paramètres  variables;  tous  les 
cercles  du  réseau  sont  donc  assujettis  à  une  condition,  et  comme  il 
est  linéaire,  cette  condition  consiste  «î  couper  orthogonalement  un 
même  cercle,  réel  ou  imaginaire.  Tous  les  cercles  du  système  ont 
donc  même  centre  radical,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  di- 
rectement. Réciproquement,  si  les  cercles  d'un  système  sont  tels 
que  le  centre  radical  de  trois  d^entre  eux,  quelconques,  soit  toujours 
le  même,  le  système  est  un  réseau  linéaire  ;  si  on  laisse  en  eiïet 
deux  des  cercles  fixes  et  si  Ton  fait  varier  le  troisième,  on  en  con- 
clut qu'il  coupe  orthogonalement  un  cercle  fixe. 

Comme  cas  particulier,  le  cercle  orthogonal  commun  peut  se  ré- 
duire à  un  point,  et  le  réseau  se  compose  alors  de  tous  les  cercles 
qui  ont  un  point  commun  ;  ou  à  une  ligne  droite,  et  alors  tous  les 
cercles  ont  leurs  centres  sur  ime  droite  fixe. 

Théorème.  —  Tous  les  cercles  d'un  réseau  linéaire  qui  coupent  ortho- 
gonalement un  cercle  donnée  ont  deux  points  communs^  réels  ou  ima- 
ginaires. 

Car  ils  satisfont  à  deux  conditions' linéaires;  leur  axe  radical 
commun  est  la  droite  qui  joint  le  centre  radical  du  réseau  avec  le 
centre  du  cercle  donné. 

Théorème.  —  Sij  par  toi  point  du  plan^  et  respectivement  par  les 
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points  communs  à  trois  cercles  pris  deux  à  deux,  on  fait  passer  trois 
cercles j  ces  trois  cercles  ont  même  centre  radical. 

Car  si  deux  cercles  font  partie  d*un  réseau,  tous  les  cercles  passant 
par  leurs  points  d'intersection,  et  ayant  par  conséquent  les  mêmes 
cercles  orthogonaux^  font  aussi  partie  du  réseau.  Les  trois  cercles 
considérés  font  donc  partie  du  réseau  déterminé  par  les  trois  cer- 
cles donnés  ;  de  plus,  ils  ont  un  point  commun,  par  hypothèse.  Us 
ont  donc  même  axe  radical,  qui  est  la  droite  obtenue  en  joignant 
le  point  donné  au  centre  radical  des  trois  cercles  donnés. 

139.  Centres  d'homothétie  de  trois  cercles  deux  &  deux. 

•^  Si  Ton  considère  dans  le  plan  la  figure  formée  par  trois  cercles 
Of,  Ojy  O3,  ces  trois  courbes  ont  deux  à  deux  (§  i35)  deux  centres 
d'homothétie. 
Soient  A^  et  B3  (fig.  67)  les  centres  d'homothétie  inverse  et  directe 


FIg.  67 


des  cercles  0|  et  O^,  A^  et  B^  les  centres  d^homothétie  inverse  et 
directe  des  cercles  0,  et  0^,  enfin  A^  et  B,  les  cercles  d*homothétie 
inverse  et  directe  des  cercles  0^  et  O3.  On  a,  en  grandeur  et  en  signe 
(§  i35)  en  désignant  par  rp  r,  et  r,  les  rayons  des  trois  cercles 


BA 


'3 


BA 
B,0, 


'1 


B3O, 
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on  en  conclut  en  multipliant  membre  à  membre  et  chassant  les 
dénominateurs 

B,0,.B,0,.BsO,=Bt03.BA.B30,  (igS) 

égalité  qui  subsiste  entre  les  segments  déterminés  par  les  points  B^ 
B,,  B3  sur  les  côtés  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  centres  des 
trois  cercles  ;  on  en  conclut  (§  44)  que  les  trois  centres  d'homothétie 
directe  sont  en  ligne  droite.  On  démontrerait  de  la  même  façon 
que  deux  centres  d'homothétie  inverse  ^ont  en  ligne  droite  avec  le 
centre  d'homothétie  directe  qui  a  le  troisième  indice.  11  a,  d'ailleurs, 
été  démontré  (§  69)  que,  lorsque  trois  figures  sont  homothétiques 
deux  à  deux,  les  trois  centres  d'homothétie  sont  en  ligne  droite. 
Comme  deux  cercles  ont  deux  centres  d'homothétie,  ce  qui  précède 
précise  quel  est  celui  des  centres  d'homothétie  de  deux  d'entre  eux 
qui  est  sur  la  droite  joignant  un  centre  d'homothétie  du  premier  et 
du  troisième  avec  un  centre  d'homothétie  du  second  et  du  troisième. 
On  voit  que  les  six  points  A^,  A,,  A3,  B^^  B^,  B3  sont  distribués  sur 
quatre  droites  et  sont  par  conséquent  les  sommets  d'un  quadrilatère 
complet  :  les  côtés  du  quadrilatère  sont  les  axes  d'homothétie  des 
trois  cercles,  et  les  diagonales  du  quadrilatère  sont  les  côtés  du 
triangle  dont  les  sommets  sont  les  trois  centres. 

Réciproquement,  étant  donné  un  quadrilatère  complet  (fig.  67), 
ses  côtés  peuvent  être  considérés  comme  les  axes  d'homothétie  d*une 
inGnité  de.systèmes  de  trois  cercles  dont  les  centres  sont  les  sommets 
du  triangle  des  diagonales  et  dans  lesquels  on  peut  se  donher  arbi- 
trairement le  rayon  d*un  des  trois  cercles.  Supposons  en  effet  que 
du  point  0|  comme  centre,  avec  un  rayon  arbitraire  r^^  on  décrive 
un  cercle,  le  rayon  r,  du  cercle  0,  est  alors  déterminé  par  la  re- 
lation 

B,0,  _r, 

B3O,     r, 

elle  point  B3  est  par  là  leur  centre  d^homothétie  directe.  D'ailleurs, 
dans  le  quadrilatère  complet,  les  quatre  points  0,,  O3,  A3,  B,  for- 
ment une  division  harmonique,  le  centre  d'homothétie  inverse  est 
donc  le  point  A3.  On  déterminera  de  même  le  rayon  r^du  cercle  0, 

par  la  relation 

BtO,_/3 

et  les  centres  d'homothétie  des  cercles  0^  et  O3  seront  les  points 
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A3  et  Bj.  Mais,  dans  le  triangle  O^O^Oa  coupé  par  la  transversale 
B^B^Bjy  on  a  Tidentité  (193)  ;  il  suit  de  là,  en  tenant  compte  des  re- 
lations qui  ont  servi  à  déterminer  r^  ^t  r, 

B,Oa  _  /  a 
B,03  ~  /  , 

ce  qui  prouve  que  les  points  A|  et  B^  sont  les  centres  d*bomothétie 
des  cercles  0^  et  O3. 

140.  Exercices. —  i.  Lieu  des  points  dont  les  puissances,  par 
rapport  à  deux  cercles  donnés,  ont  un  rapport  donné. 

2.  Lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  deux  points 
donnés  est  constant. 

3.  Lieu  des  points  d'où  deux  cercles  donnés  sont  vus  sous  le  même 
angle. 

4.  Les  deux  cercles^  passant  parles  points  d^intersection  réels  ou 
imaginaires  de  deux  cercles  donnés  et  ayant  respectivement  pour 
centre  leurs  centres  d'homothétie^  sont  bissecteurs  de  l'angle  sous 
lequel  se  coupent  les  deux  cercles  donnés. 

5.  Lieu  des  milieux  des  cordes  interceptées  dans  un  cercle  par 
une  sécante  tournant  autour  d'un  point  fixe. 

6.  Étant  donné  un  cercle  0  et  un  diamètre  AB,  on  joint  le  point 
fixe  A  à  un  point  variable  M  du  cercle  et  on  prolonge  *AM  d*une 
longueur  égale  jusqu'en  P  ;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection 
des  droites  UP  et  BM,  lorsque  la  sécante  tourne  autour  du  point  A. 

7.  Lorsqu'un  cercle  est  circonscrit  à  un  triangle,  les  six  segments 
qui  joignent  les  quatre  points  de  concours  des  bissectrices  sont 
partagés  par  le  cercle  en  leur  milieu. 

8.  Lorsqu'un  cercle  est  circonscrit  à  un  triangle,  le  second  point 
d'intersection  du  cercle  avec  chaque  hauteur  est  symétrique,  par 
rapport  au  côté  du  triangle  perpendiculaire  à  cette  hauteur,  du  point 
de  concours  des  hauteurs. 

g.  Si  Ton  appelle  puissance  d'un  triangle  la  racine  carrée  du  pro- 
duit constant,  pris  en  grandeur  et  en  signe,  des  segments  suivant 
lesquels  le  point  de  concours  des  hauteurs  partage  chaque  hauteur, 
la  puissance,  réelle  ou  imaginaire,  d'un  point  par  rapport  à  un 
cercle  (§  127]  est  égale  à  la  puissance  de  tous  les  triangles  inscrits 
dans  le  cercle  et  dont  ce  point  est  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

10.  On  dit  qu'un  triangle  est  conjugué  par  rapport  à  un  cercle, 
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OU  réciproquement,  lorsque  chaque  côté  du  triangle  est,  par  rap- 
port au  cercle,  la  polaire  du  sommet  opposé.  Faire  voir  que  tout 
triangle  admet  un  cercle  conjugué  et  un  seul,  qui  est  le  cercle  réel 
ou  imaginaire,  ayant  pour  centre  le  point  de  concours  des  hauteurs 
et  pour  rayon  la  puissance  du  triangle,  prise  avec  son  signe.  Son 
équation  est,  en  prenant  les  notations  du  §  126 

X'sin2(aj— a3)-f-Y'sin2(as  — ai)-l-Z*  sin2(ai  — a,)  =  o. 

11.  Faire  voir  que  Téquation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des 
trois  hauteurs  d'un  triangle,  est 

X*  si  n  2  (a,  —  «a)  -h  Y'  si  n  2  ((X3 — oj) + Z*  si  n  2  («1  —  a,) 
—  2YZ  sin(a,— «3)  —  JkZX  sin  (03  —  Oi)  —  2XY  sîn  («i  —  ai)  =  o 

et  déterminer  le  second  point  d'intersection  du  cercle  avec  chaque 
côté  et  chaque  hauteur. 

12.  Etant  donné  un  triangle,  le  cercle  circonscrit,  le  cercle  con- 
jugué et  le  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois  hauteurs  ont  même 
cixe  radical.  Cet  axe  radical  est  la  polaire,  par  rapport  au  cercle 
conjugué,  du  point  de  concours  des  médianes  du  triangle. 

i3.  L*axe  radical  de  deux  cercles  est  à  égale  distance  des  polaires 
de  chaque  centre  d*homothétie. 

i4-  Deux  cercles  peuvent  être  considérés  de  deux  façons  diffé- 
rentes comme  des  figures  homologiques  (§  65).  L'axe  radical  est 
Taxe  d'homologie,  et  le  centre  d'homologie  est  Tun  des  centres 
d'homothétie. 

i5.  Les  pôles  de  Taxe  radical  de  deux  cercles  sont  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  centras  d'homothétie. 

i6.  Le  cercle  ayant  pour  diamètre  la  distance  des  centres  de  deux 
cercles  est  circonscrit  au  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  com- 
munes. 

17.  Si,  sur  une  transversale  menée  arbitrairement,  on  prend  les 
deux  points  conjugués  à  la  fois  par  rapport  à  deux  cercles^  ces 
points  sont  vus  sous  un  angle  droit  de  chacun  des  points  communs 
aux  cercles  orthogonaux  aux  deux  cercles. 

18.  Les  cercles  ayant  pour  diamètres  les  trois  diagonales  d'un 
quadrilatère  complet  (§  4^)  ont  même  axe  radical.  Cette  droite  passe 
par  les  quatre  points  de  concours  des  hauteurs  des  triangles  obtenus 
en  combinant  trois  à  trois  les  quatre  côtés  du  quadrilatère. 
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19.  Étant  donnés  trois  cercles,  il  existe  deux  points,  réels  ou  ima- 
ginaires, d'où  on  les  voit  tous  les  trois  sous  le  mènrie  angle.  Ces 
points  sont  les  sommets  orthoptiques(§  4^)  du  quadrilatère  complet 
dont  les  six  sommets  sont  les  centres  d'hompthélie  des  trois  cer- 
cles (§  139). 

20.  Trouver  les  cercles  d'un  faisceau  linéaire  qui  coupent  un 
cercle  donné  sous  un  angle  donné.  En  conclure  les  cercles  passant 
par  deux  points  et  tangents  à  un  cercle. 

ai.  On  joint  un  point  fixe  0  à  un  point  variable  M  d'une  droite, 
trouver  le  lieu  du  point  P  de  la  droite  OM,  tel  que  OM.OPz^A*, 
k  étant  une  constante  donnée. 

22.  Résoudre  la  même  question  en  remplaçant  la  droite  par  un 
cercle  :  examiner  le  cas  où  le  point  0  est  sur  le  cercle,  et  le  cas  où 
la  constante  k  est  la  longueur  de  la  tangente  menée  du  point  0  au 
cercle. 

23.  Faire  voir  que,  dans  cette  transformation,  les  courbes  trans- 
formées de  deux  cercles  se  coupent  sous  le  même  angle  que  les 
deux  cercles,  et  en  conclure  les  deux  systèmes  obtenus  par  la  trans- 
formation, par  rapport  à  un  point  quelconque,  de  deux  faisceaux 
orthogonaux  (§  i34).  Examiner  le  cas  où  le  point  est  l'un  des  points 
communs  aux  cercles  de  Tun  des  faisceaux. 

24.  Démontrer,  par  la  même  transformation,  que  si  deux  cercles 
sont  isogonaux  à  trois  cercles  donnés,  il  en  est  de  même  de  tous 
les  cercles  ayant  les  mêmes  points  d'intersection,  et  que  leur  axe 
radical  commun  est  un  des  quatre  axes  d'homothétie  des  trois  cer- 
cles donnés. 

25.  En  conclure  l'existence  de  huit  cercles  coupant  sous  un  même 
angle  donné  trois  cercles  donnés  :  ces  cercles  se  partagent  en  quatre 
groupes  de  deux,  dont  les  points  dHntersection  sont  les  points  com- 
muns au  cercle  orthogonal  des  trois  cercles  donnés  et  a  l'un  des 
quatre  axes  d'homothétie.  Examiner  le  cas  où  l'angle  donné  est  nul. 

26.  Les  quatre  cercles  circonscrits  aux  triangles  obtenus  en  com- 
binant trois  à  trois  quatre  droites  données  ont  un  point  commun. 
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141.  —  On  dit  que  des  couples  de  points  aaybb\ situés 

sur  une  même  ligne  droite,  sont  en  involuliorif  ou  encore  forment 
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ufèe  involuHon  lorsque  les  deux  points  variables  d*un  même  couple 

sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  deux  points  fixes,  qui, 

d'ailleurs,  peuvent  être  réels  ou  imaginaires.  Si  l'on  se  reporte  à  la 

condition  (48) 

2(a:,Xa  4-  x^x^) = {x^  4-  x,)  (x,  -h  x^ 

qui  exprime  que  deux  points  x^  et  x^  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  deux  points  x^  et  x^,  et,  si  Ton  y  considère  x^  et  x^ 
comme  variables^  x^  et  x^  comme  fixes,  elle  définit  une  involution 
dont  le  couple  variable  est  celui  des  points  x^  et  x^.  Réciproque- 
ment, toute  relation  linéaire  entre  le  produit  et  la  somme  des 
abscisses  X|  et  x,,  de  la  forme 

aXiX,4-A(xi4-x,)4-rf  =  o  ('94) 

définit  une  involution.  Pour  le  faire  voir,  et  déterminer  en  même 
temps  le  couple  fixe,  il  suffit  de  Tidentifier  avec  la  précédente^  ce 
qui  donne 

SI  X^  "T"  X^  SlXgX^ 

d'où  l'on  tire  le  produit  et  la  somme  des  abscisses  x^  et  x^.  lesquelles 
sont  alors  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

ax*4-2ixH-rf=o 

que  l'on  obtient,  comme  l'on  voit,  en  faisant  x,=x2  dans  la  rela- 
tion involuHve  (194);  ceci  était  à  prévoir,  puisque,  si  Ton  suppose 
que  l'un  des  points  fixes  x^  et  x^  appartient  à  la  série  des  points  x^, 
le  point  ±2  correspondant,  conjugué  harmonique  de  x^  par  rapport 
à  X3  et  X4,  vient  aussi  coïncider  avec  x,,  et  que,  par  conséquent,  x, 
doit  être  solution  de  l'équation  obtenue  en  faisant  x^ =Xj|.  C'est  pour 
cela  que  les  deux  points  fixes,  réels  ou  imaginaires,  x,  et  x^  sont 
dits  les  points  doubles  de  l'involution. 

La  relation  involutive  (194)  peut  encore,  si  l'on  veut,  se  déduire 
de  la  relation  homographique  générale  (75)  dans  laquelle  on  suppo- 
sera, suivant  la  définition  de  l'involution,  que  le  rapport  anhar- 
monique  X  (§  53)  est  égal  à  —  i.  Or,  on  a  trouvé 
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PourX=— I,  on  a 


b  —  c=zo 


et  la  relation  hoinographique  prend  la  forme  (194)-  H  suit  de  là  que, 
daîis  une  involution^  les  points  du  couple  variable  décrivent  deux  divi- 
sions homographiques.  Ce  sont  deux  divisions  homographiques  par- 
ticulières, dont  la  relation  caractéristique  est  symétrique  en  x^  et  x^, 
telles,  par  conséquent,  qu'à  un  point  donné  correspond  toujours  le 
même  point  suivant  qu'on  le  considère  comme  appartenant  à  Tune 
ou  à  l'autre  série. 

142.  Théorie  analytique.  —  La  relation  (194)  renferme  deux 
paramètres  arbitraires  qui  sont  les  rapports  de  deux  des  coefGcients 
a,  Â,  d  au  troisième  ;,il  faut  donc  deux  conditions  pour  déterminer 
une  involution.  Si  l'on  connaît  les  points  doubles^  par  exemple, 
elle  est  évidemment  déterminée  ;  et  l'équalion  aux  points  doubles 
donne  la  relation  involutive.  Si  on  veut  la  déterminer  par  des  cou- 
ples de  points,  il  est  nécessaire  d'en  connaître  deux  :  soient  (x^ p  x^^) 
et  (a:^^,  x^  les  deux  couples  donnés,  on  a  alors,  pour  déterminer  les 
paramètres  a,  £,  </,  les  équations 

a  Xn^ji -H  A  (jc,!  4- x«)  H- rf=  o 

aXi^^-hb[xx2-^x^^-\-'d:=o 

et  la  relation  involutive  cherchée  est 


XjX, 

Xi    -T-iX*2 

1 

X|iJ?2i 

J^ll+Xji 

I 

•^12^M 

•3?i2  "T~  «^82 

1 

=0. 


(•95) 


Les  points  doubles  s'obtiennent  en  faisant  x^^=zx^  et  sont  donnés 
par  l'équation  du  second  degré 


X  nx  I 

•^ll«^2l  X^i-^X^x  I 


—  O. 


On  peut  également  se  proposer,  et  c'est  souvent  utile  dans  les 
applications^  de  déterminer  l'involution  dont  on  connaît  deux  cou- 
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pies,  lorsque  les  abscisses  des  points  de  chacun  d'eux  sont  données 
comiTîe  racines  de  deux:  équations  du  second  degré 

ri  jX* -h  2  i^ -h  Cj  =  o . 

La  relation  involutive  devient  alors,  en  remplaçant  les  sommes 
et  produits  parleurs  valeurs 


XjXj 


(\ 


J?l  ~f"  «>l'*2 
—  2^1 

—  a  As 


I 
a.. 


tzrt) 


t  réquaiion  aux  points  doubles 


T*       —  a* 


c, 


c^ 


a, 


a, 


u. 


Ces  points  sont  réels  ou  imaginaires,  suivant  que  Texpression 


(VijCa  — rij^if  —  .ifrijia  — ^'2*i)('^i^2  — *2<^i) 


('9«) 


est  positive  ou  négative.  Ur  elle  est  nulle  lorsque  les  deux  équations 
(lu  second  degré  données  ont  une  racine  commune  ;  son  signe  est 
donc  déterminé  par  ce  fait  que  les  segments  formés  par  chaque 
couple  empiètent  ou  n'empiètent  pas  Tun  surTautre.  On  voit  faci- 
lement, par  des  cas  particuliers,  qu'elle  est  négative  dans  le  pre- 
mier cas  et  positive  dans  le  second,  d'où  il  suit  que 

Le  couple  des  points  conjugués  hnimoniques  à  la  fois  par  rapport 
à  deux  couples  donnés^  points  doubles  de  finvolution  déterminée  par 
1rs  deux  couples  y  est  réel  ou  imaginaire,  suivant  que  les  deux  couples 
7i' empiètent  pas  ou  empiètent  ttm  sur  f  autre. 

Ceci  est  relatif  au  cas  où  les  deux  couples  donnés  sont  réels;  il 
peut  arriver  que  Vun  d'eux  ou  tous  les  deux  soient  imaginaires, 
soient  défînis,  par  exemple,  comme  couple  de  points  à  la  fois 
conjugués  harmoniques  à  doux  couples  réels  empiétant  l'un  sur 
l'autre.  Mais  l'on  sait  que  l'expression  (19^)  peut  encore  s'écrire 

PicoiET,  (Wùm.  analyt,  '^3 
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Si  Tun  des  couples  seulement  est  imaginaire,  les  quantités 
a^c^  —  bl  et  «2^*2—  bl  étant  de  signes  contraires,  il  est  clair  que  l'ex- 
pression (196)  est  positive.  S'ils  sont  imaginaires  tous  les  deux,  on 
écrira  cette  expression,  sous  la  forme  d'une  somme  de  deux  carrés, 
ainsi  qu'il  suit 

r 

d'où  il  suit  qu'elle  est  nécessairement  positive,  puisque  a^Ci—bl 
est  positif,  et  que  par  conséquent  «3  et  c^  ne  sauraient  être  de  si- 
gnes contraires.  11  résulte  de  là  que  le  couple  conjugué  commun  à 
deux  couples,  dont  l'un  au  moins  est  imaginaire,  est  toujours  réel. 
L'involution  est  déterminée  par  deux  couples;  si  donc  Ion  en 
considère  un  troisième  qui  satisfasse  à  la  relation  involutive,  les 
trois  couples  ne  sont  pas  quelconques,  et  sont  en  involutioîi,  La 
relation  (igS)  où  x^  et  x^  sont  considérées  comme  connues,  exprime 
que  trois  couples  donnés  par  leurs  abscisses  sont  en  involution.  Si 
chacun  des  trois  couples  est  donné  par  une  équation  du  second 
degré,  cette  relation  devient,  en  y  remplaçant  les  sommes  et  pro- 
duits de  racines  par  leurs  valeurs 


a. 


a, 


a. 


c, 


c, 


o 


(»97> 


condition  simple  qui  exprime  que  les  trois  couples  sont  en  involu- 
tion. On  peut  la  trouver  d'une  autre  façon  qui  n'est  pas  sans  intérêt. 
Si,  dans  la  relation  (48)  qui  exprime  que  deux  couples  de  points 
donnés  par  leurs  abscisses  sont  conjugués  harmoniques,  on  suppose 
que  chacun  des  couples  soit  donné  par  une  équation  du  second 
degré 

Ax^  -f-  aBx  H-  C  ^^ o 

r/ ,  x' 4- 2  Al  x -I- Cj  1=  o 

et,  si  l'on  y  remplace  les  sommes  et  produits  de  racines  par  leurs 
valeurs,  elle  devient 

Act4-C«i  — 2BA,=o  (198) 


et  la  relation  harmonique  des  quatre  points  se  traduit  par  l'éva- 
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nouissemenl  de  rinvariant  commun  aux  deux  trinômes  du  second 
degré.  Si  Ton  veut  exprimer  maintenant  que  trois  couples  de  points 
donnés  par  trois  équations  du  second  de^rré 

/^i ,  j:^ -h  2  ii  .r -h  c,  ^r  <) 

rt  2^^*  H- 2  J,:r -h  Ta  =:  <> 

sont  en  involution,  on  devra  avoir,  en  désignant  par 

A.r^ -f- a  B.r  4- C — o 

réquation  dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  doubles 

Ac,  H-  C«j  —  2  B  A,  r^  O 
Acj-hCr/a— aBij— o 
Arg  H-  C^3  —  aB  A,  —  o 

d'où,  en  éliminant  les  paramètres  auxiliaires  A,B.  C,  Ton  conclut 
la  condition  (197). 

Cette  condition  est  fondamentale  :  elle  signifie  que,  lorsque 
trois  équations  du  second  degré  déterminent  des  couples  en  invo- 
lution,  les  coefficients  de  Tune  d'elles  sont  des  fonctions  linéaires 
des  coefficients  respectivement  correspondants  des  deux  autres  : 
c'est,  en  eiïet,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  dé- 
terminant des  neuf  coefficients  soit  nul.  On  peut  donc  dire  que, 
lorsque  dans  l'équation 

ton  fait  varier  arbitrairement  le  rapport  des  paramètres  X,  et  \,  on 
obtient  des  couples  de  points  en  involulion. 

C'est  à  ce  caractère  que  Ton  reconnaît  souvent,  dans  les  applica- 
tions, que  des  couples  de  points  sont  en  involution.  Si  Ton  consi- 
dère, par  exemple,  les  cercles  d'un  faisceau  linéaire  et  une  droite 
quelconque,  que  Ton  peut  toujours  prendre  pour  axe  X'OX,  les  cou- 
ples de  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  les  cercles  du  sys- 
tème s'obtiennent  en  faisant  1  — <>  dans  TiMiualion  (i85) 

A,  C ,  -f-  /wC^  ■  ti  (  1 8  j  ) 
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el  dépendent,  par  conséquent,  d'une  équation  du  second  degré  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  linéaires  d'un  paramètre  variable, 
d'où  il  suit  que  lotis  les  cercles  ayant  même  axe  radical  sont  coupés 
par  une  droite  suivant  des  couples  de  points  en  involution. 

Les  points  doubles  s'obtiennent  en  écrivant  que  Téqualion  a  ses 
racines  égales,  ce  qui  donne 

OU 

et  Ton  voit  encore  que  leur  réalité  dépend  du  signe  de  l'expression 

[aiC^-ha^ii—  ibihif  —  4{^itCi  —  b\){a^Ci—  bi) 

qui  est,  comme  Ton  sait,  une  seconde  forme  du  résultant  des  équa- 
tions 

<^« ,  Jt:^  H- 2  A,x -h  c'i  :=  o 

a-yX^-h^b^x-hCf  —  o. 

Théorème.  —  Les  trois  couples  de  côtés  opposés  cViur  quadranglr 
complet  (%  3o)  déterminent  sur  ufie  transvet*sale  quelconque  trois  cou- 
ples de  points  en  involution. 

Il  a  été  démontré  (§  49)  que  si 

X=()       Y--()      Z -o       aX-hijlY-}- vZ— o 

sont  les  équations  de  deux  couples  de  côtés  opposés  du  quadrangle 
dont  les  sommets  sont  C,  D,  E,  F  (fig.  3a),  les  équations  du  troi- 
sième couple  EC,  DF,  sont 

A  \  -h  vZ  --  (  >        j;.  Y  -h  vZ  --  0 . 

La  courbe  formée  par  le  système  de  ces  deux  droites  a  donc  pour 
équation 

(AX^-vZ)(;J.Y-^vZ)---o 

qui  peut  s'écrire 

A;AY-h  vZ(AX-hiJ.YH-vZ)^o 

ce  qui  fait  voir,  comme  on  devait  s'y  attendre  puisque  ce  couple  de 
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droites  renferme  les  quatre  points  communs  aux  deux  premiers  cou- 
ples, qu^elIe  est  une  combinaison  linéaire  des  équations  des  deux  pre- 
miers couples 

XY.-^o      Z(xX+:jlY4-vZ)=--o. 

Si  donc  on  prend  la  transversale  considérée  pour  axe  X'OX,  ses 
couples  de  points  dintersection  avec  les  trois  couples  de  côtés 
opposés  s'obtiennent  au  moyen  de  trois  équations  du  second  degré 
dont  Tune  est  une  combinaison  linéaire  des  deux  autres,  et,  par 
suite,  les  trois  couples  de  points  sont  en  involution. 

143.  Théorie  géométrique.  —  On  peut  se  proposer  de  dis- 
poser de  Torigine  de  façon  à  simplifier  la  relation  involutive  (194)- 
On  reconnaît  facilement  que,  pour  faire  disparaître  le  terme  cons- 
tant d,  il  faut  prendre  pour  origine  Tun  des  points  doubles,  et  que 
le  terme  en  x^x^  ne  peut  disparattre  par  aucun  changement  d'ori- 
gine, parce  que  Téquation 

b{x^-^Xi)-\-d--o 

représente  une  involution  particulière,  dont  un  point  double  esta 
TinGni,  et  dont  par  suite  tous  les  couples  ont  même  point  milieu. 

Si  Ton  veut  faire  disparaître  le  terme  en  x,  h-x^,  il  vient,  en 
remplaçant  x^  par  x^-h/i  et  x.^  par x.^-j-fi 

aXiX.2 4- [fiflr^  1^)  [x^  -^^'^  ~H (ih^->r'ibh -h r/  - o. 
On  devra  donc  avoir  ^//r-hA  -  o,  d'où 

a 

Si  Ton  cherche,  au  moyen  de  la  relation  involutive,  le  conjugué 
de  ce  point,  qu'on  appelle  centrera  Tinvolution,  on  trouve  le  point 
de  rinfini  :  le  centre  de  Tinvolution  est  aussi  le  milieu  des  points 

doubles,  dont  la  demi-somme  des  abscisses  est  éaale  à  — .  L*on 

voit  donc  qu'en  prenant  pour  origine  ce  point  qui  est  toujours  réel, 
la  relation  involutive  |)eul  s'écrire 


i',.'".»     /•' 
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et  exprime  en  ellet  (§  46)  que  les  points  J:^  et  jc.^  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  points  obtenus  en  portant  de  part 
et  d'autre  de  Torigine  une  longueur  égale  k  k\  ce  qui  prouve  que 
Tabscisse  des  points  doubles  est  ±ky  comme  on  s'en  assure  en 
faisant  o^^^x^. 

Suivant  le  signe  du  terme  constant  dans  la  nouvelle  relatiou  invo- 
lutive,  la  constante  k  peut  être  réelle  ou  imaginaire,  ce  qui  donne 
lieu  à  deux  espèces  d'involutions  qu'il  faut  étudier  séparément. 

I*  k  réel.  —  Alors,  les  points  doubles  sont  réels,  et  la  représen- 
tation géométrique  la  plus  lumineuse  de  Tinvolution  est  celle  qui 
résulte  de  la  définition.  Les  couples  variables  sont  conjugués  à  un 
couple  fixe  et  la  théorie  du  rapport  harmonique  apprend  com- 
ment  varie  le  second  point  du  couple  variable  lorsque  le  premier 
décrit  la  droite.  Le  couple  variable  jouit,  en  outre,  des  propriétés 
suivantes  résultant  du  théorème  démontré  (§  i33)et  évidentes  sur 
simple  énoncé. 

Le  cercle  ayant  pour  diamètre  le  segment  des  poi?Us  doubles  coupe 
orthogonalement  tous  les  cercles  passant  par  les  deux  points  d'un  des 
couples  variableSy  lesquels  ont  conséquemment  pour  centre  radical 
commun  le  centre  de  finvolutton. 

Les  cercles  ayant  pour  diamètres  respectifs  les  segments  formés  par 
le  couple  variable  ont  même  axe  radical,  et  leurs  cercles  orthogonaux 
sont  tous  les  cercles  passatit par  les  points  doubles, 

2**  k  imaginaire,  —  Les  points  doubles  sont  imaginaires  ;  le  pro- 
duit x^x^  étant  négatif,  deux  points  conjugués  sont  situés  de  part 
et  d'autre  du  centre,  et  si  en  ce  point  on  élève  une  perpendiculaire 
à  la  droite,  dont  la  longueur  soit  la  quantité  réelle  A-y^— i,  de  ce 
point  on  voit,  sous  un  angle  droit,  tous  les  couples  variables. 

Ainsi,  dans  finvolution  à  points  doubles  imaginaires,  les  couples 
variables  sont  les  couples  de  points  d'intersection  de  la  droite  avec 
les  côtés  dun  augle  droit  pivotant  autour  de  son  sommet. 

Ce  point  et  son  symétrique  sont  dits  les  sommets  de  Tinvolution. 

Les  deux  propriétés  énoncées  pour  k  réel  subsistent,  avec  cette 
différence  que,  dans  la  première,  le  cercle  orthogonal  commun 
devient  imaginaire,  son  centre  demeurant  réel  ;  et  que,  dans,  la 
seconde,  les  points  communs  aux  cercles  orthogonaux  aux  cercles 
ayant  pour  diamètres  les  segments  formés  par  le  couple  variable 
devenant  imaginaires,  les  points  d'intersection  des  derniers  sont 
réels  (§  i34)  et  sont  les  sommets  de  Tinvolution. 

11  suit  de  là  que,  si  l'on  suppose  que  l'angle  constant  V,  relatif 
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à  deux  divisions  hoinographiques  à    points  doubles  imaginaires 
(§54), devienne  égala-  ,  on  obtient  une  involulion  à  points  doubles 


imaginaires.  Il  est  visible,  en  elTet^que,  si  Ton  fait  pivoter  un  angle 
droit  autour  de  son  sommet  d'un  angle  égal  à  lui-même,  il  vient 
occuper  la  même  position  dans  le  plan,  ce  qui  n'arrive  pas  dans  le 
cas  d*Un  angle  quelconque  ;  et  qu'alors  les  divisions  homographi- 
ques  deviennent  telles  qu'un  point  a  le  même  conjugué  dans  les 
deux  séries,  ce  qui  est  le  caractère  de  l'involution. 

Théorème.  —  Tous  les  ceixles  ayant  même  axe  radical^  sont  coupés 
par  une  droite,  suivant  des  couples  de  points  en  involution. 

Cette  proposition,  déjà  démontrée  par  la  théorie  analytique  de 
l'involution,  est  évidente  géométriquement;  car  la  puissance  du 
point  d'intersection  de  la  droite  avec  l'axe  radical  commun  par  rap> 
port  à  tous  les  cercles  est  la  même.  Ce  point  est  donc  le  centre  de 
l'involution,  et  les  points  doubles  s'obtiendront  en  portant  de  part 
et  d'autre  du  centre  une  longueur  égale  à  la  tangente  menée  de  ce 
point  à  tous  les  cercles  ;  ils  seront  réels  ou  imaginaires  suivant  que 
la  droite  coupera  l'axe  radical  en  dehors  ou  à  Tintérieur  du  seg- 
ment des  points  communs  à  tous  les  cercles  considérés. 

Réciproquement,  si^  par  deux  couples  d'une  involution,  on  fait 
passer  deux  cercles,  tout  cercle  passant  par  leurs  points  communs^ 
coupe  la  droite  qui  porte  r involution  suivant  un  autre  couple. 

Car  cette  droite  détermine  dans  le  faisceau  des  cercles  une  invo- 
lution qui  a  deux  couples  communs  avec  la  proposée  et  coïncide 
avec  elle. 

Problèmes.  —  i .  Cofistruire  les  points  doubles  de  l'involution  dé- 
termifiée  par  deux  couples. 

Cela  revient  à  rechercher  le  couple  conjugué  commun  aux  deux 
couples  donnés,  qui  a  déjà  été  trouvé  analytiquement  (§  14?).  Les 
deux  propriétés  énoncées  précédemment  peuvent  servir  à  le  déter- 
miner géométriquement.  La  première  donne  la  construction  sui- 
vante :  par  chaque  couple  ab,  cd  (fig.  68),  on  fera  passer  respecti- 
vement deux  cercles  0^  et  O^qui  se  coupent  en  g  et  /i,  et  les  points 
cherchés  seront  les  points  où  la  droite  donnée  coupe  celui  de 
leurs  cercles  orthogonaux  qui  a  son  centre  sur  elle,  c'est-à-dire  au 
point  I  où  elle  rencontre  l'axe  radical  ^/i  des  deux  cercles  0,  et  0^. 
Menant  du  point  I  des  tangentes  à  ces  deux  cercles,  on  aura  le 
rayon  du  cercle  orthogonal  commun  considéré,  et  par  conséquent 
les  points  doubles  en  P  et  Q.  11  est  visible  qu'ils  seront  réels  ou 
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imaginaires,  suivant  que  le  point  I  sera  extérieur  ou  intérieur  aux 


/ 

/ 


0, 


\ 


/ 


Fig.  68 

cercles  0^  et  0^,  c'est-à-dire  suivant  que  les  couples  donnés  n'em- 
piètent pas  ou  empiètent  Tun  sur  Tautre. 

Le  seconde  propriété  donne  la  construction  suivante  :  on  décrira 
les  cercles  ayant  pour  diamètres  respectifs  les  couples  donnés  ;  on 
construira  leur  axe  radical,  et  Tun  quelconque  de  leurs  cercles 
orthogonaux  donnera,  par  son  intersection  avec  la  droite,  les  points 
cherchés.  Elle  est  moins  simple  que  la  première,  parce  que  dans 
le  cas,  qui  est  le  seul  auquel  la  construction  s'applique,  où  les  points 
cherchés  sont  réels,  elle  exige  une  construction  particulière  pour 
Taxe  radical  des  deux  cercles. 

11  peut  arriver  (§  142)  que  Tun  des  deux  couples  ou  tous  les  deux 
soient  imaginaires,  et  Ton  peut  se  proposer  de  construire  le  couple 
conjugué  commun  qui  demeure  réel.  On  supposera  alors  chaque 
couple  imaginaire  comme  déterminé  par  la  condition  d'être  à  la 
fois  conjugué  à  deux  couples  réels  empiétant  l'un  sur  l'autre. 

i**  Un  couple  réel  ab,  et  un  couple  imaginaire  cd  conjugué  com- 
mun aux  deux  couples  a^,  yo  empiétant  fun  sur  l'autre  (fig.  6g). 

Le  couple  cherché,  étant  conjugué  à  cd,  fait  partie  de  l'involution 
déterminée  par  les  couples  x^,  yc,  dont  les  points  doubles  sont  c 
et  d.  Si  donc,  sur  a^  et  7$  comme  diamètres,  on  décrit  deux  cer- 
cles 0,  et  Oj,  ces  cercles  se  coupent  nécessairement  en  des 
points  S  et  S'  parce  que  les  segments  2^,  yS  empiètent  l'un  sur 
l'autre;  et  les  points  cherchés  sont  sur  un  cercle  passant  par  leurs 
points  d'intersection  :  de  plus,  ce  cercle,  ayant  son  centre  sur  la 
droite  ab  et  la  coupant  suivant  des  points  conjugués  au  segmentai, 
est  orthogonal  à  tout  cercle  passant  par  les  points  a  et  b  (§  i33). 
La  solution  du  problème  est  donc  ramenée  à  la  construction  d'un 
cercle  passant  par  deux  points  et  orthogonal  à  un  cercle  donné  : 
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c*esl  un  cas  particulier  du  cercle  orthogonal  à  trois  cercles,  et  Ton 
[)ourra  procéder  ainsi  qu'il  suit.  Par  les  points  a  et  é  on  fera  pas- 
ser un  cercle  quelconque  0,  et  Ton  tracera  Tun  des  cercles  ortho- 
gonaux à  0,  et  0^,  assujetti  à  la  seule  condition  de  couper  le  cercle  0. 


T 

V. 
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■0 


Fig.  69 

Leur  axe  radical  ^y  coupera  alors  la  droite  ah  en  un  point  I  qui 
sera  le  centre  du  cercle  cherché  ;  et  les  points  P  et  Q  de  ce  cercle 
situés  sur  ah  sont  nécessairement  réels. 

2<»  Dtux  couples  imaginaires  définis  respectivement  comme  conju- 
f/tiés  communs  à  ag,  y$,  et  à  s!;,  X;jl  (fig.  70). 

Si,  sur  les  segments  a?  et  7$,  pris  respectivement  pour  diamètres, 
on  décrit  deux  cercles,  ils  déterminent,  par  leur  intersection,  le 


/ 


nS 


/   / 


Y"    'ï*'» 


y 


S' 

V 

\ 
1 


N 


:^ 


Fig.  70 


sommet  S  d'une  involution  à  points  doubles  imaginaires  dont  font 
partie  les  points  cherchés.  On  obtient  de  même  un  sommet  S'  d'une 
autre  involution  dont  font  partie  les  points  cherchés,  au  moyen  des 
couples  e^,  \[l.  Le  cercle  passant  par  les  points  S,  S'  et  ayant  son 
centre  sur  la  <lroilc  a3,  la  coupe  aux  points  cherchés,  puisque  ces 
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points  doivent  être  vus  sous  un  angle  droit  de  chacun  des  points 
S,  S'  ;  et  ces  points  sont  nécessairement  réels. 

2.  Construire  le  point  conjugué  (fun  point  donné  dans  finvolution 
déterminée  par  deux  couples. 

On  pourrait  déterminer,  comme  il  vient  d'être  fait,  les  points 
doubles  de  Tinvolution,  et  chercher,  par  rapport  à  ces  points,  s'ils 
sont  réels,  le  conjugué  harmonique  du  point  donné  ;  s'ils  sont  ima~ 
ginaires,  faire  passer,  par  les  deux  couples  donnés,  deux  cercles 
quelconques  qui  se  coupent  en  deux  points  réels,  puisqu'alors  les 
deux  couples  empiètent  l'un  sur  l'autre;  le  point  cherché  est  alors, 
sur  la  droite  de  l'involulion,  le  second  point  d'intersection  du  cercle 
passant  par  le  point  donné  et  les  points  communs  aux  deux  pre- 
miers. Mais  ces  constructions  exigent  l'emploi  du  compas  pour  la 
solution  d'un  problème  qui,  étant  linéaire,  doit  se  résoudre  par  la 
règle  seule.  La  construction  linéaire  est  la  suivante  :  par  les  points 
a  et  &  du  premier  couple,  on  fera  passer  deux  droites  quelconques 
agf  bhy  et,'par  le  point  e  donné,  une  droite  quelconque  egh  (fig.  71), 


on  joindra  les  points  c  et  d  an  second  couple  aux  points  g  et  /i 
par  deux  droites  qui  couperont  de  nouveau  ag  et  bh  en  deux  points 
^  et  /  ;  la  droite  kl  passera  par  le  point  /'  cherché,  car  les  trois 
couples  de  côtés  opposés  du  quadrangle  ghkl  coupent  la  droite  ab 
suivant  des  couples  de  points  en  involution. 

La  théorie  de  l'involution  n'est,  comme  on  le  voit,  au  point  de 
vue  analytique,  qu'une  extension  de  celle  du  trinôme  du  second 
degré,  et,  au  point  de  vue  géométrique,  qu'une  extension  de  la 
théorie  du  cercle. 

144.  Faisceaux  en  involution.  —  Les  propriétés  des  couples 
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(le  points  en  involution  sont  évidemment  projectives;  si  donc  on 
les  joint  à  un  point  fixe  du  plan,  on  obtiendra  un  faisceau  de 
droites  qui  sera  coupé  par  une  droite  quelconque  suivant  des  points 
en  involution.  On  dit  alors  que  les  couples  de  droites  sont  en  in- 
volutioriy  ou  encore  donnent  lieu  à  deux  faisceaux  en  involution,  La 
relation  (67)  qui  exprime  que  deux  couples  de  droites  forment  un 
faisceau  harmonique  ayant  la  même  forme  que  la  relation  ana- 
logue (48)  relative  à  deux  couples  de  points,  la  théorie  des  fais- 
ceaux de  droites  et  celle  des  couples  de  points  en  involution  ne 
diffèrent  pas.  Il  arrivera  plus  généralement  que  les  droites,  au  lieu 
d'être  données  par  leurs  coefficients  angulaires  m,  le  seront  par 
leurs  paramètres  angulaires  u  et  ^  ;  on  voit  alors,  en  chassant  les 
dénominateurs  que  la  forme  générale  de  la  relation  involutive  entre 
des  couples  de  droites 

concourantes  au  point  j:=o,j=:o 


aU^U^'{-b[u^S^.^'\'U^V^'\-CV^V.^:=0, 


(«99) 


On  en  conclut  comme  au  §  14^  la  relation 


U^U.^         U^V^-^-UJi^^         s^^v.^ 


"à 


—  2^^ 

—  ai,    . 


a, 


n„ 


=  0 


qui  exprime  que  deux  droites  variables  appartiennent  à  Tinvolu: 
lion  déterminée  par  les  deux  couples 

a^u^-^2b^uV'i'C^v^=io 

ainsi  que  l'équation  aux  rayons  doubles 


u*      —U\f 

c,     b^ 
t.,     *3 


^2 
a, 


a. 


=  0 


qui  sont  les  droites  à  la  fois  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
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aux  couples  donnés,  et  qui  sont  réelles  ou  imaginaires  suivant  que 
ces  couples  n'empiètent  pas  ou  empiètent  Tun  sur  Tautre. 

On  obtient  également  comme  au  §  14^1  la  condition  pour  que 
trois  couples  de  droites  soient  en  involution;  elle  ne  diffère  pas  de 
celle  qui  est  relative  à  trois  couples  de  points,  et  on  en  déduit  le 
théorème  corrélatif  du  théorème  du  §  145*,  qui  s'énonce  ainsi  :  les 
trois  couples  de  droites  qui  joignent  un  point  fixe  du  plan' aux  extré- 
mités des  diagonales  d*un  quadrilatère  complet  sont  en  involution, 

146.  Exercice.  —  Tp'ouver  les  droites  qui  coupent  les  cercles 
d'un  réseau  linéaire  suivant  des  points  en  involution ^  et  déterminer  le 
lieu  des  points  doubles. 

Tous  les  cercles  d'un  faisceau  linéaire  coupent  une  droite  suivant 
des  points  en  involution.  On  peut  dire  que  la  raison  en  est  (§  1 33)  que, 
pour  un  cercle,  la  condition  d'être  conjugué  à  deux  points  est  linéaire . 

Si,  au  lieu  de  deux  cercles,  on  en  considère  trois,  il  y  aura  cer- 
taines droites  du  plan  qui  couperont  ces  trois  cercles,  et;  par  suite, 
tous  ceux  du  réseau  qu'ils  déterminent,  suivant  des  points  en  invo- 
lution. Si  cela  a  lieu  pour  une  certaine  droite  du  plan,  il  est  clair 
(§  143)  que  la  puissance  du  centre  de  Tinvolution,  par  rapport  aux 
trois  cercles,  est  la  même  ;  ce  point  ne  peut  donc  être  que  le  centr*» 
radical  du  réseau  (§  i38).  Réciproquement,  toute  droite  passant  par 
le  centre  radical  jouit  de  la  propriété  demandée,  et  les  points  dou- 
bles de  rinvolution  sont  sur  le  cercle  orthogonal  commun,  dont 
cette  droite  est  un  diamètre  (§  i33). 

Le  cercle  orthogonal  commun  est  donc  le  lieu  cherché,  et  les 
droites  dont  il  s'agit  concourent  à  son  centre.  Lorsque  la  même 
question  sera  traitée  pour  trois  cou  rbes  d  u  second  degré  quelconques, 
on  verra  que  le  lieu  est  du  troisième  degré,  et  que  les  droites  cor- 
respondantes sont  tangentes  à  une  courbe  de  troisième  classe.  Dans 
le  cas  traité,  on  peut  compléter  la  solution  en  remarquant  que  toute 
droite  passant  par  un  des  points  cycliques,  coupe  tous  les  cercles 
du  plan  suivant  une  involution  dont  les  points  doubles  sont  con- 
fondus en  ce  point  ;  tandis  que  la  droite  de  Tintini,  les  rencontrant 
en  deux  points  fixes,  les  coupe  suivant  une  involution  dont  les  points 
doubles  sont  indéterminés.  Cette  droite  doit  donc  s'ajouter  au  lieu 
précédemment  trouvé,  tandis  que  les  droites  cherchées  se  compo- 
sent aussi  de  toutes  les  droites  isotropes  du  plan  et  peuvent  passer 
conséquemment,  en  dehors  du  centre  radical  commun,  par  deux 
autres  points  fixes  qui  sont  les  points  cycliques. 


CHAPITRE  II 


DISCUSSION    DE    l/ÊQUATION     GÉNEKALE    DU    SECOND    DEGHÉ. 
CLASSIFICATION   DES   COIJHBES  QUELLE  HEPRÉSENTE. 


146.  —  L'équation  génér«ile  rendue  homogène,  de  courbes  du 
second  degré,  a  élé  écrite  (§  119)  sous  la  forme 

Kn  coordonnées  absolues,  elle  devient,  si  Ton  groupe  les  termes  de 
même  degré  en  .r  et  ^ 

ttj^  -h  'i //.r  )  H-  />  >  -  -f-  'li^^x^  -f-  '\fj  -h  r  - 0 .  (  '  ^^•^) 

Si  Ton  cherche  la  transformée  homographique  de  la  courbe  repré- 
sentée par  cette  équation,  on  obtient  (§  5())  une  courbe  du  même 
degré,  et  Ton  pourra  toujours  d'une  înTinité  de  manières  disposer 
des  coefficients  delà  transformation  (82)  de  manière  que  ce  soit  un 
cercle.  Non  seulement  les  équations  de  condition  qui  résultent  de 
là  entre  ces  coefficients  sont  toujours  possibles;  mais  encore  on 
verra,  lors  de  la  recherche  des  points  communs  à  deux  courbes  du 
second  degré,  que  deux  pareilles  courbes,  sans  qu'il  soit  besoin  de 
transporter  Tune  d'elles  (§  6j),  peuvent  toujours,  de  plusieurs 
façons  différentes,  être  regardées  comme  homologiques.  11  suit  de 
là  que,  si  Ton  trace  un  cercle  quelconque  dans  le  plan  d'une 
courbe  du  second  degré  donnée,  et  si  Ton  fait  tourner  le  plan  de 
eette  dernière  autour  de  l'un  des  axes  d'homologie,  les  deux  cour- 
bes sont  en  perspective  (§  73).  Toute  courbe  du  second  degré  peut 
donc  être  considérée  comme  la  section  plane  dun  cône  à  base  circu- 
laire. Si  le  cercle  est  tracé  d'une  façon  quelconque,  le  cône  sera 
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oblique,  mais  on  trouvera  plus  loin  que,  si  Ton  choisit  convenable- 
ment le  centre  du  cercle  et  Tangle  de  rotation  du  plan  mobile,  ce 
cône  devient  le  cône  droit,  de  révolution.  Les  courbes  du  second 
degré  ne  diffèrent  donc  pas  des  sections  coniques,  dont  Tétude  fut 
poursuivie  avec  tant  d^ardeur  par  les  géomètres  de  l'antiquité  (*). 
Elles  affectent  par  suite  trois  formes  bien  distinctes;  et  pren- 
nent, suivant  les  cas,  les  noms  A' ellipse^  parabole  ou  hyper- 
bole. 

La  considération  des  rayons  infinis  conduit  à  la  même  distinc- 
tion; leur  équation  peut  s'écrire  (§  75),  si  les  coordonnées  sont  carté- 
siennes, 

Ils  sont  donc  réels  ou  imaginaires  suivant  le  signe  de  l'expression 
ab--h^.  Si  elle  est  positive,  la  courbe  n'a  aucun  point  réel  à  l'in- 
fini ;  c'est  une  courbe  fermée  qui  occupe  une  région  limitée  du 
plan  ;  c'est  Vellipse,  Si  elle  est  négative,  la  courbe  a  des  branches 
infinies,  dont  on  construira  plus  loin  les  asymptotes;  c'est  Vhyper- 
bole.  Enfin,  si  elle  est  nulle,  la  courbe  doit'être  considérée  comme 
tangente  à  la  droite  de  l'infini  ;  c'est  la  parabole. 

La  discussion  de  Téquation  générale  (i64)  confirme  cette  classi- 
fication et  fait  ressortir,  en  la  complétant,  les  variétés  auxquelles 
peut  donner  lieu  chacune  des  espèces  précédentes.  L'équation  (i64) 
peut  s'écrire 

nubien,  en  multipliant  tout  par  a,  qui  sera  alors  supposé  différent 
de  zéro, 

[ax  -hhj  -^  gzf  -^[ab  —  h^)y^  -^^  'x[af—  gh)jZ'{'(ca  —  ^)z^  =:ziK 

Les  trois  derniers  termes  ne  renferment  pas  x  ;  et  peuvent,  d'à- 

(*)  Le  plas  ancien  géomètre  qui  parait  s'en  être  occupé  est  Platon,  dont  Técolc  date  de 
Tan  388  avant  l'ère  chrétienne  :  il  les  considérait  comme  sections  planes  d'un  cône 
droit.  Ce  fut  Apollonius  (347  av.  J.-C.)  qui  les  regarda,  le  premier,  comme  les  sections 
par  un  plan  d'un  cône  oblique  à  base  circulaire.  Les  mots  ellipse  et  parabole  appa- 
raissent pour  la  première  fois  dans  les  travaux  d'Arcliimède  («HH  av.  J.-C.)t  et  le  mot 
hyperbole  dans  les  sections  coniques  d'Apollonius.  - 


r 
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près  la  théorie  du  trinôme  du  second  degré ,  se  mettre  sous  la 
forme 

De  sorte  que,  si  Ton  multiplie  encore  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (164)  par  ab  —  h\  il  devient 

{ah  —  h^)  [ax  4-  hj -f- gzf -h    (ai  —  h^)j -h  («/—  gh)z 

Si  donc  Ton  a 

a  =/=  o       ab  —  h*  =/=  o 

si  Ton  représente  en  même  temps,  pour  abréger,  ab  —  A'  et  af—  gh 
par  Cet  —  F  (*)  ;  et  si  Ton  remarque  que  le  coefficient  de  z^  n'est 
autre  que  le  déterminant 


\ 


a       II       g 
h       b       f 


S 


f 


(200) 


multiplié  par  a,  on  peut  écrire  Téquation  (i()4) 


C(aJ'-+-/ir+S^::)^-f-(Cj-F5)*H-flA32»=ro  (201) 

dont  le  premier  membre  se  trouve  ainsi  mis  sous  la  forme   de 

somme  des  carrés  de  trois  expressions  linéaires»  qui^  égalées  à  zéro^ 

ne  représentent  jamais  trois  droites  concourantes;  car  si  Ton  fait 

c=:o  dans  les  deux  premières,  on  ne  peut  obtenir  le  même  résultat 

à  cause  des  hypothèses 

«=-/-o       C=^-o. 

147.  —  Nous  déduirons  d'abord  de  cette  décomposition  des  con- 
séquences indépendantes  de  toute  hypothèse  faite  sur  les  coordon- 

(*)  Conformément  \  la  notation  qui  sera  dénormais  employée,  et  qui  consiste  à  repré- 
senter chaque  mineur  du  déterminant  A3  par  la  majuscule  de  1*  élément  complémentaire, 
altematîYement  affectée  du  signe  4-  et  du  signe  — . 
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nées  qui,  jusqu'à  nouvel  ordre,  seront  quelconques,  trilinéaires  ou 
cartésiennes. 

A  cause  des  restrictions  admises^  le  troisième  carré  seul  peut 
manquer  dans  Téquation  {vtoi),  et  cela  dans  le  cas  où  Ton  aurait 
A3=o.  Le  premier  membre  se  réduit  alors  à  la  somme  de  deux 
carrés,  qui  sont  aiTectés  du  même  signe,  ou  non,  suivant  que  G  est 
positif  ou  négatif  ;  il  est  par  conséquent  décomposable  en  deux  fac- 
teurs linéaires  en  j:,  r,  ^;  réels  dans  le  second  cas,  imaginaires 
dans  le  premier.  Ceci  est  d'accord  avec  un  résultat  déjà  acquis, 
puisque  Ton  a  vu  que  du  signe  de  G  dépend  la  réalité,  des  rayons 
infinis  si  les  coordonnées  sont  cartésiennes,  des  droites  joignant  le 
point  (x— o, j  -— o)  aux  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  la 
droite  c  =  o  si  elles  sont  quelconques.  Ges  rayons  sont  réels  siG<o, 
imtiginaires  si  G>o;  et,  lorsque  la  courbe  se  réduit  à  deux  droites, 
le  même  critérium  doit  indiquer  si  elles  sont  réelles  ou  imagi- 
naires. De  plus,  si  elles  sont  imaginaires,  elles  sont  nécessairement 
conjuguées,  puisque  leur  ensemble  est  représenté  par  une  équation 
à  coefficients  réels. 

Dans  le  cas  où  G  est  nul,  la  courbe  se  réduit  encore  à  deux  droi> 
tes,  si  Ton  a  A3---0.  En  effet,  Téquation  s'écrit  alors 

{ax  4-  //  >  4- gzY  -h  '->  [fif—  gh)rz  H-  {ca  —g^)z'—i}       (209.) 

on  a  d'ailleurs,  conformément  h  un  théorème  déjà  rappelé  (§68) 
sur  les  déterminants 

a\^=  (ca-^) {ab  -  h^ -  {af^gliY  =  BC  -  F'.        (2o3) 

Si  donc  A3  est  nul  en  même  temps  que  G,  on  en  conclut  F  —  o,  et 
l'équation  se  réduisant  à 

[ax  H-  //y  H-  gzY  -h  (ca  —  ^)  z'^  -.-.  o 

représente  un  système  de  deux  droites,  réelles  ou  imaginaires,  sui- 
vant que  ca  —  g^  est  négatif  ou  positif,  et  se  coupant  sur  la  droite 
::  =  o,  parallèles  par  conséquent  si  les  coordonnées  sont  carté- 
siennes. 

Si  a  est  nul,  sans  que  h  et  c  le  soient  en  même  temps,  on  pourra 
opérer  avec  Tune  des  variables  r  et  z  comme  on  vient  de  le  faire 
avec  .r.  Si  les  coefficients  des  carrés  sont  nuls  tous  les  trois,  A,  se 
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réduit  à  *>.fgh  ;  s'il  est  nul,  Tun  des  rectangles  est  nul  et  réquation 
représente  deux  droites  dont  Tune  estTun  des  côtés  du  triangle  de 
référence. 

Ainsi,  quoi  qu'il  arrive,  A3  — o  est  la  condition  suffisante  pour  que 
la  courbe  se  réduise  à  deux  droites.  Elle  est  aussi  nécessaire^  comme 
on  le  vérifie  sans  peine  en  formant  Téquation  d'un  système  de  deux 
droites  situées  d'une  façon  quelconque  par  rapport  au  triangle  de 
référence. 

Si  l'on  veut  maintenant  que  les  deux  droites  se  confondent^  on 
verra  facilement  en  formant  l'équation  des  deux  droites  super- 
posées 

que  tous  les  mineurs  de  A3  sont  nuls.  Mais  ces  conditions,  au  nom- 
bre de  six,  ne  sont  pas  distinctes  ;  et  il  suffit,  l'un  des  coefficients 
des  carrés  étant  différent  de  zéro,  que  A3,  soit  nul  ainsi  que  deux 
de  ses  mineurs  convenablement  choisis.  Si  en  eiïet  a  est  différent 
de  zéro^  et  si  l'on  a  en  même  temps 

A3=o    .  B==o      C=o 

on  en  conclut,  à  cause  de  (2o3},  F  =o  ;  alors  a  n'étant  pas  nul,  l'é- 
quation peut  s'écrire  sous  la  forme  (202)  et  la  courbe  se  réduit  aux 
deux  droites  confondues 

Si  a  est  nul,  les  conditions  indiquées  ne  sont  pas  suffisantes,  car 
l'équation 

pour  laquelle  elles  sont  remplies,  ne  représente  deux  droites  conr 
fondues  que  si  l'on  a 

mais  alors  b  est  différent  de  zéro>  et  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  l'équation  représente  deux  droites  confondues 
sont 


A,  — o  C  --:0  A 


'3 


U. 


PiCQUET,  (wéom.  analf/t,  2  4 
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EnGn  si  les  coefricients  des  carrés  sont  nuls  tous  les  trois,  Téqua- 

tion  se  réduit  à 

fyz+gzx+hxj  =  o. 

La  courbe  ne  peut  se  réduire  à  deux  droites  que  si  Tun  des  termes 

manque,  et  dans  aucun  cas  ces  droites  ne  peuvent  se  confondre. 

Ainsi  lorsque  la  courbe  se  réduit  à  deux  droites  confondues,  tous  les 

mineurs  du  discriminant  sont  nuls  :  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 

santés  pour  que  cela  ait  lieu  sont  que  le  coefficient  d'un  carré  soit 

différent  de  zéro  et  que  les  mineurs  correspondant  aux  deux  autres 

carrés  soietit  nuls,  ainsi  que  le  discriminant. 

Si  Ton  a 

a -1=0      B  — o       C~o       F=^o 

on  conclut  de  (2o3)  ^3=0,  et  par  conséquent  les  conditions  indi- 
quées sont  remplies.  On  peut  donc  dire  encore  qu'il  faut  et  il  suffit 
que^  le  coefficient  d'un  carré  étant  différent  de  zéro,  les  mineurs  cor- 
7*espondant  aux  éléments  du  mineur  complémentaire  de  ce  coefficient 
soient  tous  les  trois  nuls, 

A3  est  le  discriminaîit  du  premier  membre  de  Téquation  (it>4) 
parce  qu'il  est  le  résultant  des  trois  dérivées  (§  78). 

148.  —  Revenons  maintenant  à  Téqualion  générale  (201)  dans 
laquelle  a  et  C  sont  différents  de  zéro,  et  supposons  la  courbe  rap- 
portée à  deux  axes  quelconques  de  coordonnées  absolues,  auquel 
cas  réquation  s'écrira 

C[ax-\-hy-hgf'^[C}  -Ff-h«A3---o.  (204) 

Le  coefficient  a  peut  toujours  être  regardé  comme  positif,  car,  s'il  ne 
Tétait  pas,  on  pourrait  changer  tous  les  signes  :  C  peut  être  positif 
ou  négatif.  Supposons-le  positif;  alors  A3  sera  positif,  nul  ou  négatif. 
I.  Si  A3  est  positif,  Téquation  exprime  qu'une  somme  de  trois 
carrés  est  nulle,  et  elle  ne  peut  être  satisfaite  que  par  des  valeurs 
imaginaires  de  x,>  ,z.  Comme  on  va  voir  que  Thypothèse  C>o  ca- 
ractérise le  genre  ellipsCy  on  dit  alors  que  la  courbe  est  une  ellipse 
imaginaire.  Mais  il  faut  bien  remarquer  que  ses  coefficients  sont 
réels;  il  n'y  a  pas  d'autre  courbe  du  second  degré  imaginaire  à 
coefficients  réels.  Si  les  coefficients  n'étaient  pas  réels,  la  courbe 
imaginaire  pourrait  appartenir  à  Tun  des  trois  genres  ;  il  arrivera 
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même,  en  général,  qu'elle  n'appartiendra  a  aucun  d'eux  puisque 
C,  ou  ab  —  lî^^  étant  imaginaire,  n'aura  pas  de  signe. 

2.  Si  A3  est  nul,  C  étant  d'ailleurs  toujours  positif,  on  a  déjà  vu 
que  l'équation  représente  un  système  de  deux  droites  imaginaires 
conjuguées.  Elles  se  coupent,  par  conséquent  (§  35),  en  un  point 
réel.  Le  premier  membre  est  en  elTet  une  somme  de  deux  carrés,  et 
ne  peut  être  satisfait  par  des  valeurs  réelles  que  si  l'on  a  simulta- 
nément 

\=      Cr-F=ro.  ^^''''^ 

On  verra  plus  loin  que  le  point  déterminé  par  ces  équations  est, 
en  toute  hypothèse,  le  centre  de  la  courbe  :  c'est  pourquoi  l'on  dit 
alors  que  l'ellipse  est  réduite  à  son  centre,  ou  encore  à  deux  droites 
imaginaires  conjuguées  issues  de  ce  point.  Par  exemple,  un  cercle 
de  rayon  nul  peut  être  considéré  comme  réduit  aux  droites  iso- 
tropes menées  par  son  centre. 

3.  Si  A3  est  négatif,  l'équation  (204)  est  satisfaite  par  les  coordon- 
nées d'une  infinité  de  points  réels,  et  la  courbe  est  réelle.  Pour  la 
construire  (fig.  72),  traçons  les  deux  droites  (2o5)  qui  ne  sont  pas 


Fig.  7 


parallèles.  Toute  parallèle  a  l'une  d'elles,  coupant  la  courbe  en 
deux  points,  intercepte  une  corde,  et  Ton  va  voir  que  le  milieu  de 
cette  corde  est  sur  l'autre.  Si  en  effet 


Y-: 


I* 
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est  réquation  d'une  parallèle  à  la  seconde,  ses  points  d'intersection 
A, A'  avec  la  courbe  seront  sur  ]e  lieu 

qui  représente  deux  droites  AB,  A'B',  équidistantes  de  X=o,  ce 
qui  démontre  la  proposition.  La  substitution  Y=—ii.  correspon- 
dant à  la  droite  BB'  fournit  le  même  résultat,  d'où  il  suit  que  les 
points  B  et  B'  sont  sur  les  mêmes  parallèles  à  la  droite  X=:o.  Les 
droites  AA',BB'  étant  équidistantes  de  la  droite  Y  =  o,  et  les  droites 
AB,  A'B'  étant  équidistantes  de  la  droite  X  =  o,  la  figure  ABA'B' est 
un  parallélogramme  dont  le  point  0  est  le  centre.  Il  suit  de  la  que  si 
un  point  A  est  sur  la  courbe,  le  point  symétrique  B'  par  rapport  au 
point  0  lui  appartient  aussi  ;  toute  corde  passant  par  ce  point  est 
donc  partagée  en  deux  parties  égales  ;  c'est  le  centre  de  la  courbe. 
Deux  droites  telles  que  les  droites  (soS),  dont  Tune  partage  en 
deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  Tautre,  sont  dites  dia- 
mètres conjugués.  Il  y  en  a  une  infinité  de  systèmes,  et  ils  passent 
tous  par  le  centre.  Si  Ton  pose  en  effet 

Xj=:X\/Ccosa--Ysina 
Y<  =  YVCsina-i-Ycosa 

on  en  conclut,  quel  que  soit  a, 

X;+Yî=:CX'H-Y«. 

Il  suit  de  là  que^  quel  que  soit  a,  les  droites  X,  et  Y^ ,  qui  sont  réel- 
les puisque  C  est  positif,  jouissent  de  la  même  propriété  que  les 
droites  (2o5),  et  forment  un  système  de  diamètres  conjugués.  D'ail- 
leurs, leurs  équations  sont  des  combinaisons  des  équations  (ao5)  ; 
ces  deux  droites  ont  donc  le  même  point  d'intersection  que  les 
deux  premières  ;  la  théorie  des  diamètres  fera  voir  qu*il  n'y  en  a 
pas  d'autres,  et  que  deux  diamètres  conjugués  se  coupent  au 
centre. 

La  courbe  est  nécessairement  limitée  ;  car,  [i.  croissant  à  partir 
de  zéro,  la  somme  des  deux  derniers  carrés  de  l'équation  (206)  est 
d'abord  négative  puisque  le  dernier  est  négatif;  puis  elle  augmente 
et  devient  nulle  pour  une  certaine  valeur  de  (a,  au  delà  de  laquelle 
elle  est  positive,  et  alors  les  points  d'intersection  de  la  sécante  avec 
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la  courbe  sont  imaginaires.  Il  en  est  de  même  lorsque  \l  prend  des 
valeurs  négatives,  puisqu'il  n'entre  dans  Téquation  (206)  que  par 
son  carré;  on  peut  donc  inscrire  f)  ]a  courbe  dans  rintéricur  d'un 
parallélogramme  dont  les  côtés  sont  respectivement  parallèles  aux 
droites  X  et  Y.  Celte  courbe  est  Vellipse. 

4.  Soit  maintenant  C<o.  Quel  que  soit  le  signe  de  A3,  deux  des 
carrés  de  l'équation  (204)  sont  affectés  d'un  signe,  et  le  troisième 
du, signe  contraire.  Considérons  celui  de  deux  premiers  carrés  qui 
n'a  pas  le  signe  de  A3  ;  supposons  par  exemple  que  ce  soit  le  second 
auquel  cas  A,  est  négatif,  et  coupons  la  courbe  par  des  parallèles  à 
la  droite  correspondante,  en  faisant 


Y= 


[X. 


On  verra,  comme  précédemment,  que  les  deux  droites  X  et  Y  for- 
ment un  système  de  diamètres  conjugués  ;  mais  avec  cette  diffé- 
rence, que  les  droites  parallèles  à  Y  ne  commencent  à  couper  la 
courbe  en  des  points  réels  que  lorsque  [l  a  pris  une  valeur  telle  que 
Ton  ait 

et  que  les  parallèles  à  X 

X:=:X 

rencontrent  toujours  la  courbe  en  des  points  réels,  parce  que  le 
résultat  de  cette  substitution  dans  Téquation  (204)  donne,  quel  que 
soit  X,  pour  Y^  une  valeur  positive.  D'ailleurs,  X  et  [jl  augmentant, 
les  points  d'intersection  de  l'une  ou  de  l'autre  droite  avec  la  courbe 
s'éloignent  de  plus  en  plus  ;  elle  a  donc  la  forme  de  la  figure  78. 
Elle  admet,  comme  Vellipse,  une  infinité  de  systèmes  de  diamètres 
conjugués^  mais  dont  Tun  ne  rencontre  pas  la  courbe  en  des  points 
réels  ;  et  qui  passent  tous  par  un  même  point,  qui  est  le  centre. 


(*}  Lorsqu'une  droite  tourne  autour  d'un  point  Oxe,  à  distance  finie  ou  non,  et  que 
deux  de  ses  points  d'intersection  avec  une  courbe  viennent  à  coïncider,  elle  ne  lui  est 
pas  nécessairement  tangente  si  le  point  fixe  n'est  pas  sur  la  courbe  :  car  ai  la  courbe  a 
dos  points  multiples,  il  y  aura  coïncidence  toutes  les  fois  qu'elle  viendra  à  passer  par 
l'un  d'eux.  Mais  on  peut  remarquer  (§  looi)  qu'une  courbe  du  second  degrô  n'a  do  point 
double  que  si  le  discriminant  est  nul,  c'est-à-dire  si  elle  se  réduit  à  deux  droites  :  on 
peut  donc  dire  dans  tous  les  autres  cas  que,  lorsqu'une  corde  se  meut  parallèlement  à 
olle-m6mo  Jusqu'à  ce  que  ses  deux  points  d'intersection  avec  la  courbe  soient  confondus, 
elle  est  devenue  tangente. 
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Si  Ton  pose  en  effet, 

X,.— ^f-Xv-C+Ysina 
'      cosaL 


Y,=-î-  f-XV-Csina+Yl 

cosaL  J 


(207) 


ce  qui  dpnne  pour  X,  et  Y^  des  valeurs  réelles,  puisque  C  est  né- 
gatif, on  a,  quel  que  soit  a 

-Xî+Y?=zCX^+Y^ 
11  suit  de  là  que,  pour  toute  valeur  de  a,  Téquation  de  la  courbe 


^ 


Fig.  73 


prend  la  même  forme  et  que,  par  conséquent,  les  droites  X^  et  Y^ 
sont  deux  diamètres  conjugués,  dont  le  second,  comme  précédem- 
ment pour  (i.=  o,  ne  rencontra  pas  la  courbe  en  des  points  réels. 
L'équation  de  la  courbe  étant  mise  sous  la  forme 

CX^+Y»-+-aA3=o 
considérons  les  droites  réelles,  passant  par  le  centre 


Xv/~C+Y=o      Xv/-C-Y=o. 


En  rendant  homogène,  on  voit  que  les  points  d'intersectioq  de 
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chacune  d'elles  avec  la  courbe  sont  tous  les  deux  sur  la  droite  z  =  o. 
c'est-à-dire  à  Tinfini  (*).  Ce  sont  donc  les  deux  asymptotes  (§  90)  de 
la  courbe;  elles  passent  par  le  centre  et  sont  conjuguées  harmoni- 
ques par  rapport  aux  diamètres  conjugués  X  et  Y.  Deux  diamètres 
conjugués  quelconques  (^07)  sont  aussi  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  asymptotes,  car  leurs  équations  peuvent  s'écrire 


(i-sina)(Xv/-CH-Y):±(i4-sina)(Xv-C-Y)  =  o. 

On  conclut  de  là  que  les  systèmes  de  diamètres  conjugués  forment 
ttn  faisceau  en  involution  dont  les  asymptotes  sont  les  rayons  dou- 
bles. Cette  propriété  subsiste  dans  Tellipse  dont  les  asymptotes 
doivent  être  regardées  comme  imaginaires. 

11  est  bon  de  noter  aussi  que,  si  Ton  remplace  X  et  Y  par  leurs 
valeurs  (aoj),  et  si  l'on  divise  par  le  produit  a  (ah  —  Ir),  Téquation 
du  système  des  asymptotes  prend  la  Torme 

ajr^  -h  9J1X)  4-  h)  *  +  9.gjc  -h  o.fy  -4-  c  —  o 

(]ui  ne  diffère  de  Téquation  de  la  courbe  que  par  le  terme  constant 
V  qui  a  pour  valeur 

h^-^ap-:>,ffrh 
ah -h' 

C'est  celle  que  Ton  obtiendrait  si,  considérant  toutes  les  courbes 
du  second  degré  représentées  par  Téqualion  précédente  dans  la* 

(*)0n  a  va  (§  ii3}  que  l'équation  générale  des  courbes  du  second  degré  passant  par 
les  pointa  d'intersection  de  deux  courbes  du  second  degré  est 

XiCi  -l-X.jCa  =  o. 
Si  l'une  d'elles  se  réduit  à  deux  droites  confondues  P^  =  0,  Téquation  devient 

AiC,-}->,2P-=0 

et  représente  les  courbes  du  second  degré  doublement  tangentes  à  Ci  =  o  on  sos  points 
d'intersection  avec  P  =  o.  L'équation 

C\-  -h  1  -  -4-  ti\^z'^  =  o 

représente  donc  les  courbes  du  second  degré  tangentes  aux  deux  droites 

CX-'  -+-  Y-'  =  o 
la  corde  de  contact  ctnnt  r  sk  o. 
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quelle  on  regarderait  c  comme  un  paramètre  variable,  on  déter- 
minait ce  paramètre  par  la  condition  que  l'équation  représente 
deux  lignes  droites.  La  courbe  qui  vient  d'être  étudiée  est  Yhyper- 
bole. 

5.  C  étant  toujours  supposé  négatif,  si  A3  est  nul,  l'équation  de 
la  courbe  se  réduit  à  une  difiërence  de  deux  carrés,  et  représente, 
comme  on  sait,  deux  lignes  droites  réelles.  On  dit  alors  que  l'hy- 
perbole est  réduite  à  ses  asymptotes. 

4  àis.  On  a  supposé  jusqu'à  présent 

a=/=o       C=/=o. 

Si  a  était  nul  sans  que  b  le  fût,  la  décomposition  en  carrés  s^ef- 
fectuerait  de  même  en  prenant  le  carré  de  la  dérivée  par  rapport 
à  j,  au  lieu  de  prendre  celui  de  la  dérivée  par  rapport  à  x.  Si  a 
et  b  sont  nuls  tous  les  deux^  l'équation  se  réduit  à 

2/1  jy^ -h  2g:j:  4- 2/7 + c = o 

qui  peut  s'écrire,  //  étant  nécessairement  différent  de  zéro, 

2(//j:-+-/)(Ar+^)  +  (cA-2/^)=o. 

Si  ch  —  a/g  est  différent  de  zéro,  on  retombe  sur  un  type  déjà 

étudié  parce  qu'un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  peut  toujours 

se  mettre  sous  forme  d*une  différence  de  deux  carrés.  La  courbe 

est  encore  une  hyperbole,  et  comme  C  est  négatif,  on  peut  dire  que 

ce  genre  est  caractérisé  par 

C<o. 

Si  Ton  a 

la  courbe  se  réduit  à  un  système  de  deux  droites  réelles;  on  voit 
d'ailleurs  facilement  que  cette  condition  exprime  que  le  discrimi- 
nant est  nul. 

6.  Enfin  si  C  est  nul,  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  en 
xet  r  forme  un  carré  parfait.  L'équation  peut  s'écrire,  si  a  est 
différent  de  zéro 
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OU 

X^+Y,  =  o 

en  posant 

Les  points  A  et  A'  ((ig.  74)  où  la  courbe  rencontre  la  droite 
sont  situés  sur  le  lieu 

X^-f-lA=0 

ce  qui  prouve  que  les  cordes  parallèles  à  Y^  sont  partagées  en  deux 
parties  égales  par  X;  mais  une  corde  parallèle  à  X,  telle  que 

X  =  A 

donne 

équation  d'une  droite  sur  laquelle  se  trouve  un  de  ses  points  d*in- 
ersection  avec  la  courbe  :  Fautre  est  à  Tinfini,  comme  on  le  voit 
en  rendant  homogène,  auquel  cas  l'équation  de  la  courbe  s'écrit 

et  pour  X  =  AS 

On  peut  remarquer  d*ailleurs  que  la  droite  X  dont  Téquation  est 

est  parallèle  à  la  direction  unique  déterminée  par  Téquation  des 
parallèles  aux  asymptotes 

dont  les  deux  racines  sont  égales,  en  vertu  de  Thypothèse  G=:o. 
Les  deux  points  à  Tinfini  sont  donc  confondus;  ou  encore,  la 
courbe  est  tangente  à  la  droite  de  Tinfini;  c'est  ce  qui  caractérise 
la  parabole. 

L'asymptote  au  point  unique  à  Tinfini  est  cette  droite  elle«méme 
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(§  91)  ;  elle  est  rejetée  à  Tinfini  (*)  :  c'est  de  là  que  provient  la  dé- 
nomination de  hvdinche  parabolique  qui  s'applique  à  toute  branche 
de  courbe  dont  Tasymptote  s'est  éloignée  indéfiniment. 
Les  droites 

coupent  la  courbe  en  deux  points  situés  respectivement  sur  les  deux 
droites 


Les  points  d'intersection  ne  sont  donc  réels  que  pour  des  valeurs 
négatives  de(j.;  pour  [j.  =  0,  ils  sont  confondus  et  la  courbe  est 
tangente  à  la  droite  Y^  =:<);  il  suit  de  tout  cela  la  figure  74. 


v./ 

/ 


/    /.\ 


y.— 


(i> 


/7 


/ 

'-  %  -  - 


\ 


V 


V 


Fig.  -A 


On  peut  encore  écrire  l'équation 


(X  -  X)*  +  (Y,  +  ;>.XX  -  À*)  =  o. 


(*)  Il  résulte  d'ailleurs  do  ce  qui  a  clé  dit  un  peu  plus  iiaut  que 

est  réquation  d'une  courbe  tangente  aux  droite»  Yi  =  «i,  .-  =  0,  eu  leurs»  points  d'inter- 
section avec  la  droite  X  =  o. 
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Elle  est  conforme  au  même  type  que  la  première^  d'où  il  suit  que, 
quel  que  soit  X,  la  droite 

X-.X 


partage  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  h 

Y^  -h  aXX  —  X^  -=  () 

qui  est  la  tangente  à  la  courbe  en  son  point  d'intersection,  à  dis- 
tance finie  avec  X^^X.  D'ailleurs  cette  dernière  droite,  quel  que 
soit  X,  est  parallèle  à  X  =  o,  il  en  résulte  que,  datis  la  parabole, 
toute  droite  parallèle  à  la  direction  du  rayon  infini  partage  en  deux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  la  tangente  à  la  courbe  au 
points  situé  à  distance  finie  ^  où  elle  est  rencontrée  par  cette  droite. 

Si  Ton  suppose  maintenant  «  =  0,  à  cause  de  C  =  o,  on  en  conclut 
//  =  o  et  l'équation  prend  la  forme 

b^  ^  -h  'j'.gx  ->r  '>.fy  -h  c  :—  () 

analogue  à  la  précédente  :  elle  représente  une  parabole  tangente  à 
la  droite  ag^jr h- a/r -+- c^  =  o  en  son  point  d'intersection  avecj=:o. 
7*  Revenant  maintenant  au  cas  oii  G  est  nul  et  a  différent  de  zéro, 
si  l'on  af—  gh=zo^  l'équation  se  réduit  à 

^-\-ca  —  g^.-o 

qui  représente  deux  parallèles  à  la  droite  X,  réelles  ou  imaginaires 
suivant  le  signe  de  ca  —  ^,  et  confondues  si  ca  —  ^  est  nul  :  résul- 
tat déjà  acquis  (§  147)  où  l'on  a  vu  qu'alors  A3  est  nul.  Les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  courbe  se  réduise  à  deux 
droites  parallèles  sont  donc,  en  coordonnées  cartésiennes 

C--:0  F:-0 

si  toutefois  a  n'est  pas  nul.  Dans  le  cas  contraire,  h  sera  pul  à  cause 
de  C  =  0,  b  sera  donc  di£férent  de  zéro  ;  opérant  alors  avec  jk  comme 
on  Ta  fait  avec  j^,  on  trouvera  les  conditions 


Cr-O 


1=^0. 
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On  peut  donc  dire  qu'il  faut  et  il  su/fit  que  C  soit  nul,  ainsi  que 
celui  des  mineurs  qui  correspond  au  terme  du  premier  degré  dont  le 
carre'  peut  manquer  dans  f  équation. 

149.  Équation  tangentielle.  —  La  discussion  précédente  Tait 
donc  ressortir,  comme  représentées  par  Téquation  générale  (i65), 
les  trois  sections  coniques  étudiées  par  les  anciens,  et  leurs  variétés; 
en  même  temps  qu'elle  démontre  déjà  quelques-unes  de  leurs  pro- 
priétés principales.  Généralisée  par  Thypothèse  que  la  droite  2  =  0, 
au  lieu  d'être  à  Tinfini,  soit  une  droite  quelconque  du  plan,  elle 
mettrait  en  évidence  les  propriétés  transformées  liomographiques 
des  précédentes,  qui  ne  tarderont  pas  du  reste  à  ressortir  de  la  suite 
de  la  théorie.  Enfin  on  peut  lui  appliquer  également  la  transforma- 
tion corrélative  (§  4o)  et  en  tirer  alors  la  classification  des  courbes 
de  la  seconde  classe.  Mais  cette  classification  sera  faite,  si  Ton  dé- 
montre que  la  courbe  générale  du  second  degré  est  en  même  temps 
la  courbe  générale  de  la  seconde  classe  :  pour  cela  il  convient  de 
rechercher  Téquation  tangentielle  des  courbes  du  second  degré. 

L'équation  de  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe  peut  s'é- 
crire (§  80) 

+ z  {gx^  -h/>'o  -+-  ^-0) = o .  (208) 

Elle  renferme  les  coordonnées  du  point  de  contact  au  premier 
degré,  et  ne  change  pas  si  on  les  permute  avec  les  coordonnées 
courantes.  L'équation  tangentielle  s'obtiendra  (§  85)  en  éliminant 
Xq,  Jq,  z^  entre  les  équations 

/"      f      f 

— ^=-— ^=-^  (iio) 

"•^o+^Jo  +  ^^o  =  <^-  (118) 

Si  l'on  égale  les  rapports  (i  16)  à  une  indéterminée  —  X,  on  obtient 

/;^-+-Xu=o 

/J^+Xv'^o  (209) 

/'4-Xt<;  =  o 
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et  les  équations  linéaires  (209)  et  (118)  fournissent,  par  Télimina- 


a 

h 

8 

u 

h 

b 

f 

V 

S 

f 

c 

w 

a 

V 

w 

0 

(210) 


qui  est  Téqualion  tangentielle  cherchée.  On  voit  sans  peine  qu'elle 
est  du  second  degré  en  i<,  v,  w  ;  développée  par  rapport  a  ces  va- 
riableSy  elle  peut  s'écrire 

Au^+ Bf^-h  Cu;^  +  aFw^-h  aGrow-h  2HMi'= o  (211) 

équation  dans  laquelle  les  coefficients  A,  B,  G,  F,  G,  H  désignent, 

comme  dans  la  discussion  de  l'équation,  les  six  mineurs  distincts 

du  discriminant  A,  pris  tantôt   avec  le  signe  +,  tantôt  avec  le 

signe  — *  :  on  leur  donne  pour  cette  raison  le  nom  de  coefficients 

tangentiels  de  la  courbe,  tandis  que  les  premiers  sont  les  coefficients 

ponctuels.  Leur  usage  étant  très  fréquent,  il  importe  d'écrire  leurs 

valeurs  qui  sont 

K  =  bc-p      F=gh--af 

B  =  ca—g^       G=:hf—'bg  (^ï^) 

C=ah^h^       H=fg-cli. 

Comme  on  le  voit,  l'équation  ponctuelle  et  Téquation  tangentielle 
renferment  deux  séries  de  coefficients,  ceux  des  carrés  et  ceux  des 
rectangles,  chacune  desquelles  donne  lieu  à  deux  permutations  cir- 
culaires distinctes. 

L'équation  ponctuelle  se  déduisant  de  Téquation  tangentielle 
comme  celle-ci  se  déduit  de  l'équation  ponctuelle  (§  85),  les  six  bi- 
nômes analogues  formés  avec  les  coefficients  tangentiels  doivent 
représenter  les  valeurs  proportionnelles  des  coefficients  ponctuels. 
On  a  en  effet 

aA3=BC-F^     /A3-GH-AF 
iA3=CA-G2      ^A3=HF-BG  (21 3) 


cA3~AB-H^      //A3~FG~CH. 


11  suit  de  là  qu'il  n'existe  aucune  relation  entre  les  coefficients 
tangentiels^  puisqu'on  peut  en  déduire  les  coefficients  ponctuels,  et 
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que  par  conséquent  Inéquation  (?ii)  est  Téqualion  générale  des 
courbes  de  la  seconde  classe.  La  courbe  générale  du  second  degré 
est  donc  en  même  temps  la  cow*he  générale  de  la  seconde  classe. 

Il  convient  néanmoins  de  remarquer  que  les  variétés  fournies 
par  l'une  des  deux  équations  générales  (i64)  et  (an)  ne  sont  pas 
données  par  Tautre.  Examinons  en  effet  ce  que  devient  Téquation 
tangentielle  lorsque  A3  est  nul.  Si  on  lui  applique  le  même  mode 
de  décomposition  qu'à  l'équation  (i64),  on  peut  l'écrire 

(AB-H2)(Ai/4-Hv'-fGM;)3+r(AB-H^)^-(GH-AFjîolVAA;M;^=o    (214 

en  désignant  par  A3  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  tan- 
g^nliels  comme  A3  Test  avec  les  coefficients  ponctuels,  lequel  n'est 
autre  que  le  réciproque  de  A3  et  comme  tel  égal  à  son  carré;  d'où  il 
.suit  que  l'équation  devient,  en  remplaçant  par  leurs  yale.urs  les  bi- 
nômes formés  avec  les  coefficients  tangentiels  et  divisant  par  A, 

c*(  A  */.  -h  H  t*  4-  Givf  -h  ùiji^cs^ — ftof  -h  A  Agî^r — o . 
Pour  A3  —  o,  elle  se  réduit  à 

(Aw-hHv4-Gî^0^  =  o 

et  représente  deux  points  confondus,  dont  les  coordonnées  homo- 
gènes sont  A,  H,  G,  c'est-à-dire  confondus  avec  le  point  d'intersec- 
tion des  deux  droites  auxquelles  la  courbe  se  réduit.  Il  semble 
donc  que  la  courbe  resie  de  la  seconde  classe,  ce  qui  serait  contraire 
à  la  théorie  générale  puisqu'elle  acquiert  un  point  double  par  l'hy- 
pothèse A3=o  et  qu'alors  sa  classe  doit  se  réduire  à  zéro;  ou  encore 
puisqu'une  droite  est  de  classe  zéro,  et  par  suite  un  nombre  quel- 
conque de  droites.  Mais  il  faut  remarquer  que,  dans  l'établisse- 
ment de  réquation  tangentielle,  on  a  identifié  l'équation  de  la 
droite  variable  avec 

qui  cesse  de  représenter  la  tangente  lorsque  le  point  de  contact  de- 
vient un  point  double.  Dans  ce  cas  limite,  elle  représente  (§81] 
toutes  les  droites  passant  par  le  point.  H  est  donc  tout  naturel  que, 
par  l'hypothèse  A3  — o,  l'équation  tangentielle  soit  satisfaite  par  les 
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coordonnées  de  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  d*inter- 
section  des  deux  droites  auxquelles  la  courbe  s'est  réduite.  Mais 
cette  solution  est  étrangère  à  la  question^  puisque  ces  droites  ne  sont 
pas  de  vraies  tangentes  ;  et  comme  il  n'y  en  a  pas  d'autre,  la  courbe 
est  bien  de  la  classe  zéro.  Il  en  serait  de  même  si  les  deux  droites 
étaient  confondues;  on  a  \u  d'ailleurs  que  dans  ce  cas  tous  les 
coefficients  tangentiels  sont  nuls. 

Ainsi  les  variétés  ponctuelles  de  la  courbe  du  second  degré,  sys- 
tème de  deux  droites,  réelles,  confondues  ou  imaginaires,  ne  sont 
pas  comprises  dans  l'équation  générale  tangentielie  (211).  En  re- 
vanche, la  discussion  de  cette  équation  fait  ressortir  les  variétés 
tangentielles  corrélatives  qui,  pour  les  mêmes  raisons,  ne  sont  pas 
comprises  dans  l'équation  ponctuelle  (164),  et  qui  sont  un  système 
de  deux  points  réels,  confondus,  ou  imaginaires,  courbe  de  la  se- 
conde classe  et  du  degré  zéro.  Si,  en  eiïet,  la  courbe  étant  donnée 
par  son  équation  tangentielie,  on  met  cette  équation  sous  la  forme 
(âi4),  et  si  l'on  suppose  Aa^o,  elle  se  réduit  à  une  somme  algé- 
brique de  deux  carrés  et  se  décompose  en  deux  facteurs  linéaires, 
réels,  confondus  ou  imaginaires  ;  par  suite  elle  représente  deux 
points.  C'est  donc  la  propre  courbe  du  second  degré,  ellipse,  hy- 
perbole ou  parabole,  qui  doit  être  regardée  comme  identique  avec 
la  courbe  générale  de  la  seconde  classe  ;  c'est  elle  qui  sera  désor- 
mais désignée  pour  abréger,  et  pour  rappeler  en  même  temps  de 
quelle  façon  elle  s'est  introduite  en  géométrie,  sous  le  nom  de 
conique. 

Cette  identité  remarquable  des  courbes  du  second  degré  et  de  la 
seconde  classe  fait  que,  dans  toute  transformation  par  voie  de  dua- 
lité, une  conique  se  transforme  en  une  conique. 

On  observera  également  que  le  premier  membre  de  l'équation 
ponctuelle  (i()4)  et  celui  de  Téquation  tangentielie  (lii  i)  sont  co72- 
travariants;  c'est-à-dire  (§  8())  que,  lorsque  l'un  d'eux  est  transformé 
par  une  substitution  linéaire  cITectuée  sur  les  variables  qu'il  ren- 
ferme, l'autre  est  transformé  par  la  substitution  inverse. 
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150.  Polaire  d'un  point,  pôle  d'une  droite.  —  La  pre- 
mière polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  conique,  courbe  qui, 
par  son  intersection  a\cc  elle,  détermine  (§  87)  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  par  le  point,  est  une  ligne  droite.  C'est 
donc  l'unique  polaire  du  point;  elle  joint  les  points  de  contact 
des  tangentes  menées  par  le  point  donné,  et  à  ce  titre  prend  quel- 
quefois le  nom  de  corde  de  contact.  Elle  est  toujours  réelle,  même 
quand  les  points  de  contact  sont  imaginaires,  et  peut  être  considérée 
dans  tous  les  cas  (§  88)  comme  le  lieu  sur  toute  sécante  menée  par  le 
points  de  son  centre  harmonique  du  premier  ordre,  c'est-à*dire  de 
son  conjugué  harmonique  par  rapport  aux  deux  poitits  d^ intersection 
de  la  sécante  variable  avec  la  courbe.  Cette  propriété  devant  être 
invoquée  très  Fréquemment,  il  ne  sera  pas  inutile  de  répéter  sur 
ce  cas  particulier  la  démonstration  générale  du  §  88.  Soient  donc, 
en  coordonnées  cartésiennes  (•^i,^4y^{),  les  coordonnées  du  point 
donné,  et  {x,jfZ)  celles  d'un  point  variable  achevant  de  déter- 
miner la  sécante  tournant  autour  du  premier  qui  est  fixe.  Les 
coordonnées  d'un  point  variable  de  cette  sécante  pouvent  s'écrire 

/sX^-hj!^,        '^Ji'h\Lj,       A^^-h[x^ 

-  désignant  le  rapport  suivant  lequel  le  point  partage  le  segment 

limité  par  les  deux  premiers.  La  substitution  dans  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  donne 
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équation  dont  les  racines  sont  les  valeurs  du  ra"pport-correspon- 

dant  aux  points  d'intersection.  Pour  que  ces  deux  points  soient 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  (^4vrp-4), 
(jr,r,2),  il  faut  que  la  somme  de  ces  racines  soit  nulle,  c'est-à-dire 
que  le  point  {x^j,z)  décrive  la  droite 

qui  est  la  polaire  de  (^40:1,-4).  C.  Q.  F.  D. 

L'équation  développée  devient 

Comme  celle  de  la  tangente  en  un  point,  avec  laquelle  elle  se  con- 
Tond  lorsque  le  point  est  sur  la  courbe,  elle  est  symétrique  en 
j:,r,s  et  ^pjri5-4»  cl  peut  s'écrire  encore 

en  vertu  de  la  propriété  générale  des  courbes   d'après  laquelle  la 
permutation  de  x^yZ  et  0:^,^^4,-4,  transforme  Téquation  de  la  polaire 
d'ordre  p  en  celle  de  la  polaire  d'ordre  m—p. 
Réciproquement,  toute  droite  du  plan 

est  la  polaire  d'un  point;  Tidentification  avec  (»i5)  donne  en 
effet, 

-   -  -^— — — — — — —  "  '  ■      -  —  A 

d'où 

ha\-\'bj^'^fz^-\-\v^  —o  {'>.ii\) 

^  *)  A  peine  est-il  besoin  d'ajouter  que  cette  ë(|Uation,  démontrée  pour  des  coordonnées 
cartésiennes,  subsiste  si  la  courbe  est  rapportée  à  un  triangle  de  référence  quelconque, 
c>st-à-dire  si  la  droite  r  —  0  n'est  pas  h  Tinfini  (voir  §  89). 

PicorET,  (iéom.  anali/i,  *•» 
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d'où  enfin 
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\u^  -h  Hi^^  4-  (jtL\      Hu^  +  B^^  -h  Fw^      Gu^  +  Fv,  4-  Cw^ ' 


(217) 


Pour  qu'il  y  ait  indéterminalion,  il  faut  que  les  trois  coordoonées 

homogènes  soient  nulles,  ce  qui  exige,  par  Télimination  de  u^,  v^^  tt\ 

la  condition  Aj^o.  En  outre,  Tune  quelconque  des  trois  conditions 

telles  que 

Au^  4-  Hv^  -f-  Gm;^ = o 

exprime  que  la  droite  donnée  passe  par  le  point  0  commun  aux 
deux  droites  OP^OQ  auxquelles  la  courbe  est  réduite. 

Les  trois  équations  (216)  se  réduisent  alors  à  deux  ;  et  les  deux 
premières,  par  exemple,  font  voir  par  l'élimination  de  X  que  le  pôle 
cherché  décrit  la  droite 

qui  est  la  conjuguée  harmonique  de  la  droite  donnée  par  rapport 
aux  droites  OP,OQ  :  cette  propriété  se  Térifie  immédiatement  en 
considérant  un  système  de  deux  droites  XY=o,  et  prenant  Téqua- 
tion  de  la  droite  donnée  sous  la  forme  X4-XY=o. 

Si,  A3  étant  nul,  la  droite  donnée  ne  passe  pas  par  le  point  0,  le 
problème  reste  déterminé,  et  Ton  vérifie  sans  peine  que  les  coor- 
données du  point  0  qui  sont  à  volonté,  à  cause  de  A3=o,  A, H, G; 
ouH,B,F;  ou  G,F,C,  sont  celles  du  pôle  cherché.  On  a  donc  ce 
premier  résultat,  qui  d'ailleurs  est  une  conséquence  de  la  théorie 
du  faisceau  harmonique:  le  pôle  d'une  droite  quelconque  par  rap- 
port à  un  système  de  deux  droites  est  leur  point  de  rencontre;  si  la 
droite  passe  par  ce  point,  il  est  indéterminé  sur  sa  conjuguée  harma- 
nique  par  rapport  aux  droites  données. 

En  dehors  de  ces  cas  particuliers,  le  pôle  d'une  droite  par  rap- 
port à  une  conique  est  toujours  déterminé,  a  distance  finie  ou 
non.  Ses  coordonnées  (217)  sont  corrélatives  de  celles  delà  polaire 
d'un  point,  et,  par  conséquent,  son  équation  tangentielle 


u[ku^  -h  H^,  -h  Gt£;,)4-i'(HM,  -i-Bp,  -4-Cm;,)-+-u;(Gw<  H-Fv|  4-Ctt?,)=o 
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est  celle  qu'on  aurait  obtenue  en  appliquant  à  Téquation  tangen- 
lielle  (21 1),  F{u,v,tv)=o,  le  calcul  qui  a  servi  à  déduire  de  Téquation 
ponctuelle  la  polaire  d'un  point  donné.  Elle  peut  s'écrire  en  effet 

MF;^-4-^F;,^-hi/jF;^=o. 

On  en  conclut  que  le  pâle  dune  droite  est  soit  le  point  de  rencontre 
des  tangentes  aux  points  d'intersection,  réels  ou  imaginaires^  de  la 
droite  et  de  la  courbe;  soit  t enveloppe  des  droites  obtenues  en  prenant 
un  point  quelconque  sur  la  droite  donnée^  menant  par  ce  point  les 
tangentes  à  la  courbe,  et  traçant  la  conjuguée  harmonique  par  rap- 
port à  ces  dernières  de  la  droite  donnée. 

On  doit  aussi  conclure  de  ce  qui  précède,  puisque  tout  est  cor- 
rélatif entre  le  pôle  et  la  polaire»  que  la  polaire  d'un  point  quel- 
conque par  rapport  à  un  système  de  deux  points  est  la  droite  qui  les 
Joint;  si  le  point  est  sur  cette  droite^  c^est  une  droite  quelconque  pas- 
sont  par  son  conjugué  harmonique  par  rapport  aux  points  donnés. 

On  peut  déduire  des  propriétés  qui  viennent  d'être  démontrées 
deux  façons  d'obtenir  soit  la  polaire  d'un  point,  soit  le  pôle  d'une 
droite  :  celle  qui  est  basée  sur  les  propriétés  harmoniques  est  plus 
générale,  parce  qu'elle  subsiste  si  la  droite  ne  coupe  pas  la  courbe, 
ou  si  le  point  est  intérieur. 

Les  propriétés  harmoniques  du  quadrangle  complet  en  fournis- 
sent une  troisième  :  si  par  le  point  donné  a  (fig.  75)  on  mène  deux 
cordes  quelconques  de^fli^  leurs  extrémités  forment  un  quadrangle 


h/    /  V/vir 


I 


\ 


/ 
/ 


Fig.  75 


dont  a  est  un  point  diagonal;  les  deux  autres  points  diagonaux 
b  tic  sont  sur  la  polaire  du  point  a,  car  la  droite  bc  coupe  cha-^ 
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Cime   des  cordes  au   point  conjugué   harmonique  de  a  par  rap- 
port à  ses  extrémités  (§  47)* 

L'équation  (210)  de  la  polaire  d'un  point  renferme  au  premier 
degré  deux  paramètres  variables,  qui  sont  les  coordonnées  du 
point  :  on  peut  en  disposer  de  façon  à  la  faire  coïncider  avec  une 
droite  quelconque  du  plan.  Mais  si  ces  coordonnées  sont  assujetties 
à  une  relation,  c'est-à-dire  si  le  pôle  décrit  une  courbe,  la  polaire 
n'est  plus  une  droite  quelconque  du  plan;  elle  enveloppe  une 
courbe.  Pour  ne  considérer  que  le  cas  le  plus  simple,  si  le  pôle 
décrit  une  droite,  si  l'on  a  par  exemple 

l'élimination  de  l'une  des  coordonnées  fait  voir  que  l'équation  de 
la  polaire  renferme  l'autre  au  premier  degré  ;  elle  passe  donc  par 
un  point  fixe.  On  obtient  ainsi,  en  ordonnant  l'équation  de  la 
polaire  par  rapport  à  oc^yj^^z^,  la  multipliant  par  xo^^  et  retran- 
chant de  là  la  précédente  multipliée  par yi' 

équation  d'une  droite  qui  passe,  quels  que  soient  x,  et  y\^  par  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  déterminées  par  les  équations 

f     f      f 

qui  sont  précisément  celles  d'où  dépend  le  pôle  de  la  droite  dé- 
crite par  le  point  (xpr^,z^).  Ainsi,  lorsqu'un  point  décrit  une  droite, 
sa  polaire  pivote  autour  du  pôle  de  cette  droite.  Cette  proposition 
entraîne  sa  réciproque,  parce  qu'elle  est  sa  corrélative; /ors^ti't/he 
droite  tourne  autour  d'un  points  son  pâle  décrit  la  polaire  du  point. 
Ces  propriétés  proviennent  au  fond  de  ce  que  l'équation  de  la 
polaire  d'un  point  est  symétrique  par  rapport  aux  coordonnées 
courantes  et  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  :  il  suit  en 
effet  de  là  que,  si  la  polaire  du  point  {x^,j^yZ^)  passe  par  le  point 
(x,j,z),  la  polaire  du  second  passe  par  le  premier.  Par  suite,  si  le 
second  point  est  fixe,  le  premier,  pôle  de  la  droite  variable,  décrit 
sa  polaire.  Elles  sont  du  reste  évidentes  géométriquement,  car  si 
le  point  b  est  sur  la  polaire  de  a  (fig.  75),  cela  veut  dire  que,  sur 
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la  droite  ab,  ces  deux  points  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  points  d'intersection,  réels  ou  imaginaires,  de  la 
droite  avec  la  courbe,  donc  la  polaire  de  b  passe  par  a. 

Des  propriétés  plus  générales  ont  été  démontrées  (§  8p)  sur  la 
polaire  d'ordre  p  et  la  polaire  d'ordre  m--p  d'un  point  par  rapport 
à  une  courbe  algébrique. 

11  suit  de  là  que,  si  Ton  veut  construire  la  polaire  d'un  point,  on 
peut  encore  joindre  les  pôles  de  deux  droites  arbitraires  passant 
par  le  point.  Corrélativement,  pour  trouver  le  pôle  d'une  droite, 
on  peut  chercher  le  point  d'intersection  des  polaires  de  deux  points 
quelconques  de  cette  droite.  Le  procédé  à  choisir,  parmi  tous  ceux 
qui  ont  été  indiqués,  dépendra  de  la  façon  dont  la  courbe  est  dé- 
finie. Si,  par  exemple,  on  en  connaît  cinq  points,  ce  qui  la  définit 
sans  ambiguïté,  on  cherchera  le  second  point  d'intersection  avec 
elle  des  droites  joignant  le  point  donné  avec  deux  des  cinq  points; 
ce  problème,  on  le  verra  plus  loin,  est  linéaire;  et  on  en  conclura 
linéairement,  sur  chacune  de  ces  droites,  un  point  de  la  polaire. 
Si  la  conique  est  définie  par  cinq  tangentes,  on  appliquera  la  cons- 
truction corrélative  à  la  recherche  des  pôles  de  deux  droites  pas- 
sant par  le  point  donné;  ces  pôles  seront  sur  la  polaire  cherchée. 

151.  Points  et  droites  conjugués.  —  Deux  points  tels  que 
a  et  i,  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  d'intersec- 
tion, réels  ou  imaginaires,  de  la  droite  ab  avec  la  conique,  sont 
dits  conjuynés  à  la  conique.  La  polaire  de  l'un  d'eux  passe  par 
l'autre;  et  réciproquement,  si  b  est  sur  la  polaire  de  «,  les  deux 
points  sont  conjugués.  Si  donc  leurs  coordonnées  homogènes  sont 
('*'»»  J^ji  ^i)  et  («^2.  JTqi  "a)»  elles  sont  liées  par  la  relation 

xj^ax,  4-  // )  ^  -h  gz^)  -^jrjjtx,  -h  bjr,  -hfz,)  H-  z^{gx,  -hfj^  -hcz,)  =  o 

qui  peut  s'écrire 

'^^^^r^-hbj,j^'^cz^z^-h/{r^z^-hj.,z^)-hg{z^x^-i-z,^^)-h 

On  voit  que,  si  les  points  coïncident,  on  obtient  l'équation  de  la 
conique,  qui  est  par  suite  le  lieu  des  points  conjug'ués  coïncidant  : 
cela  devait  être  pui^ue,  sur  une  droite  quelconque,  les  couples  de 
points  conjugués  forment  une  involulion  dont  les  points  doubles 
sont  les  points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  courbe. 
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On  peut  remarquer  que  la  condition,  qui  exprime  que  deux 
points  sont  conjugués  par  rapport  à  une  conique,  est  linéaire  (§  1 1:^)1 
comme  celle  qui  exprime  que  la  conique  passe  par  un  point  donné; 
et  plus  générale,  parce  bu'elle  dépend  de  quatre  arbitraires  au  lieu 
de  deux  :  mais  ce  n'est,  pas  encore^  on  le  verra,  la  condition  linéaire 
la  plus  générale.  11  y  a  donc  une  conique  et  une  seule,  conjuguée 
à  cinq  couples  de  points. 

Corrélativement,  deux  droites  sont  conjuguées  lorsqu'elles  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  tangentes  réelles 
ou  imaginaires  que  Ton  peut  mener  à  la  conique  par  leur  point 
d'intersection.  Chacune  d'elles  passe  par  le  pôle  de  l'autre,  et  leurs 
coordonnées  (u^y  ç»^,  w^),  {u^,  v.^,  w^)  sont  liées  par  la  relation 

qui  est  linéaire  par  rapport  aux  coefficients  tangentiels.  Tous  les 
couples  de  droites  conjuguées  issues  d'un  même  point  donnent 
lieu  par  définition  à  un  faisceau  en  involution  dont  lés  rayons 
doubles  sont  les  tangentes  menées  par  le  point  à  la  conique.  Pour 
le  vérifier  sur  la  relation  (219),  il  suffira  de  supposer  que  le  point 
ait  pour  coordonnées  {x  =  o,  j  =  o)  alors  on  aura  pour  toute  droite 
qui  le  renferme  t/;  =  o,  et  la  relation  se  réduit  à 

qui  est  (§  i44)  !&  relation  involutive  entre  deux  couples  de  droites. 
Les  rayons  doubles  s'obtiennent  en  faisant  u^  =  u^,  ^4  =  ^2»  c^^iui 
donne 

équation  qui  a  pour  racines  les  paramètres  angulaires  des  tan- 
gentes menées  par  le  point  à  la  courbe,  puisqu'elle  est  le  résultat 
de  la  substitution  w  =  o  dans  l'équation  tangentielle.  - 

Théorème.  — Par  tout  point  du  plan,  on  peut  mener  deux  droites 
conjuguées  rectangulaires. 

La  propriété  n'étant  pas  projective,  nous  supposerons  les  coor- 
données cartésiennes,  et  ce  point  sera  pris  à  l'origine.  Alors  tous 
les  couples  de  droites  conjuguées  satisfont  à  la  relation  (220);  si  en 
outre  les  droites  doivent  être  rectangulaires,  on  aura 

11,1/2  — (M|i'2  +  "a^JcosO  4- v'^i'a^o 
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deuxième  relation  involutive;  ce  qui  uiontre  que  les  droites  cher* 
chées  sont  les  rayons  communs  à  deux  involutions.  L'une  d'elles, 
la  dernière,  ayant  ses  rayons  doubles  imaginaires,  puisque  ce  sont 
les  droites  isotropes,  les  droites  cherchées  sont  réelles  (§  1^2).  PoUr 
le  vérifier,  il  suffit  de  former  (§  i44)  Téquation  aux  paramètres  an- 
gulaires des  droites  conjuguées  harmoniques  a  la  fois  par  rapport 
aux  droites  (221)  et  aux  droites  isotropes 

u^  —  au\f  cos6  -h  i^  =^  o 
on  obtient 


«=• 

uv 

y^ 

B 

H 

A 

1 

cos6 

1 

o 


et  ces  droites  sont  réelles,  si  Ton  a 

(A-B)''»-h4(H  +  A  cosO)(H  +  B  cose)>o. 

Or  cette  expression  est  évidemment  positive  pour  6  =  -;  et  par 

conséquent  doit  Têtre  dans  tous  les  cas,  car  la  réalité  des  racines 
est  indépendante  du  choix  des  axes.  Si  on  veut  le  constater  pour 
une  valeur  quelconque  de  0,  il  suffît  de  l'ordonner  par  rapport 
à  H,  et  de  remarquer  qu'en  résolvant,  les  racines  sont  toujours  ima- 
ginaires, à  cause  de 

(A-B)^sin^O>o. 

Par  conséquent  le  trinôme  en  H,  dans  lequel  le  coefficient  de 
IP  est  positif,  est  toujours  positif. 

162.  Triangles  conjugués. —  Un  triangle  est  conjugué  à  une 
conique  lorsque  chaque  sommet  est  le  pôle  du  côté  opposé.  Pour 
construire  un  pareil  triangle,  on  peut  s'en  donner  arbitrairement 
un  sommet  a  (fig.  y5):  alors  le  côté  opposé  est  la  polaire  bc  de  a. 
Sur  cette  polaire  on  peut  choisir  arbitrairement  le  sommet  b;  alors 
le  côté  opposé^  polaire  de  b^  passe  par  a  puisque  b  est  sur  la  po- 
laire de  a,  et  coupe  la  polaire  de  a  en  un  point  c  qui  est  le  troisième 
sommet  du  triangle.  Sa  polaire  est  le  côté  opposé  a£,  parce  que  c 
esta  rintersection  des  polaires  de  a  et  de  b. 

Deux  sommets  quelconques  du  triangle  sont  conjugués,  puisque 
chacun  d'eux  est  sur  la  polaire  de  l'autre;  de  même  deux  côtés 
quelconques  sont  des  droites  conjuguées.  On  voit  que,  pour  le 
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eonstruire.  on  choisira  arbitrairement  un  point  du  plan;  les  deu\ 
autres  sommets  seront  deux  points  conjugués  quelconques  situés 
sur  sa  polaire.  Corrélativement,  on  pourra  prendre  pour  un  des 
côtés  une  droite  arbitraire  du  plan,  les  deux  autres  côtés  seront 
deux  droites  conjuguées  quelconques  issues  du  pôle  de  cette  droite. 
Un  triangle  est  déterminé  dans  le  plan  par  six  conditions  qui  sont 
les  six  coordonnées  de  ses  trois  sommets  ou  de  ses  trois  côtés.  Si 
le  triangle  est  conjugué  à  une  conique,  trois  des  six  éléments  qui 
le  déterminent  sont  arbitraires,  les  autres  sont  donnés. 

Dans  un  triangle  conjugué,  deux  sommets  sont  toujours  exté- 
rieurs, et  le  troisième  intérieur  à  la  courbe.  Les  points  extérieurs  à 
une  conique  sont  ceux  d*où  les  tangentes  menées  à  la  courbe  sont 
réelles;  les  points  intérieurs  sont  ceux  pour  lesquels  elles  sont 
imaginaires  conjuguées.  Il  est  clair,  et  Tétude  particulière  des 
trois  courbes  le  vérifiera,  que  les  points  extérieurs  sont  ceux  vers 
lesquels  la  courbe  tourne  sa  convexité.  Si  donc  on  choisit  le  point  /i, 
sommet  d*un  triangle  conjugué,  à  Textérieur  de  la  courbe  (fig.  ja), 
sa  polaire  bc^  qui  est  la  corde  de  contact  des  tangentes  issues  de  a^ 
coupera  la  courbe  en  deux  points  réels  A^  et  /;  les  points  b  et  c 
étant  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  k  et  /,  Tun  d'eux  sera 
extérieur  et  Tautre  intérieur  au  segment  kl,  et  par  suite  à  lu 
courbe.  Si  la  courbe  est  une  hyperbole,  et  si  la  droite  bc  rencontre 
les  deux  branches  de  Thyperbole,  ce  sera  le  point  intérieur  au 
segment  kl  qui  sera  extérieur  à  la  courbe,  et  inversement;  quoi 
qu'il  arrive,  deux  sommets  du  triangle  sont  extérieurs  à  la  courbe  et 
le  troisième  lui  est  intérieur.  Si  le  premier  sommet  choisi  avait  été 
intérieur,  la  polaire  aurait  été  tout  entière  extérieure  et  par  suite 
les  deux  autres  sommets;  le  théorème  subsiste  donc  toujours. 

Si  Tun  des  sommets  a  est  choisi  sur  la  courbe,  sa  polaire  est  la 
tangente  en  ce  point  (§  i5o);  les  deux  autres  sommets  sont  donc 
conjugués  harmoniques  par  rapport  à  deux  points  confondus  en  a; 
ce  sont  le  point  a  et  un  point  quelconque  de  la  tangente,  par 
exemple  le  point  a  lui-même.  Ainsi  tout  point  de  la  courbe  peut 
être  regardé  comme  la  superposition  de  deux  ou  de  trois  sommets 
d'un  triangle  conjugué. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  deux  côtés  d'un  triangle  conjugué 
rencontrent  toujours  la  conique  en  des  points  réels,  le  troisième 
lui  est  extérieur. 

Toute  tangente  de  la  conique  peut  être  regardée  comme  la  su- 
perposition de  deux  côtés  d'un  triangle  conjugue.  Le  troisième  est 
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alors  une  droite  quelconque  passant  par  le  point  de  contact,  par 
exemple  la  tangente  elle-même. 

L'équation  d'une  conique  rapportée  à  un  triangle  conjugué, 
pris  pour  triangle  de  référence,  prend  une  forme  particulière 
qu'il  importe  de  signaler.  La  polaire  du  sommet  [x  =  o,j'  =  o)  de 
ce  triangle  est 

Si  elle  doit  être  le  côté  opposé  z  =  o  de  ce  triangle,  cela  entraine 
La  polaire  du  sommet  (>  =0,  z=o)  se  réduit  alors  à 

Si  elle  doit  être  le  côté  opposé  x  =  o,  on  en  conclut 

cl  alors  la  polaire  du  troisième  sommet  (c— o,  x  —  o)  est  le  côté  op- 
posé 7  —  o.  L'équation  se  réduit  donc  à  la  somme  de  trois  carrés 

.C'est  ce  qu'on  appelle  la  forme  canonique. 

163.  Centre.  —  Les  propriétés  dont  il  va  être  question  n'étant 
pas  projectives,  la  courbe  sera  supposée  rapportée  à  deux  axes 
quelconques  de  coordonnées  absolues. 

Si  dans  les  équations  (217)  qui  déterminent  les  coordonnées  du 
pôle  d'une  droite  donnée 

on  fait  tt  —  t'  —  o,  c'est-à-dire  si  l'on  suppose  que  la  droite  soit  re- 
jetée à  l'infini,  on  obtient  pour  les  coordonnées  absolues  du  pôle 

G     /i/*-Ac  F     f;/i-a/  , 

•'  '  "  C  "«A  -  /i^       '  •  ~  C  '  «A  -  ¥  ■  ^       ' 
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On  voit  que  ce  point  peut  être  considéré  comme  déterminé  par 
les  deux  équations 

\  (--3) 

-/J=/ix-hir-f-/=o 

auxquelles  se  réduisent  les  deux  premières  équations  (216}  pour 
ii  =  i^  =  o.  Il  jouit  de  la  propriété  de  partager  en  deux  parties 
égales  toute  corde  qui  le  renferme;  en  effet,  d'après  la  propriété 
de  la  polaire  d'un  point,  il  est  le  conjugué  harmonique  par  rapport 
aux  extrémités  de  cette  corde,  du  point  où  elle  coupe  la  droite  de 
Tinfini  :  il  est  donc  le  milieu  de  la  corde.  Si  on  prend  ce  point 
pour  origine  et  si  Ton  rend  homogène,  la  droite  2  =  0  étant  la  po- 
laire du  point  (a:=o,  j^  =  o),  on  aura,  comme  on  l'a  vu  plus  haut 

et  l'équation  se  réduira,  en  faisant  ensuite  2=  i  pour  revenir  aux 
coordonnées  absolues 

Si  maintenant  on  coupe  la  courbe  par  la  droite 

a      P      ^ 

on  obtient  pour  p  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  et  la 
propriété  se  vérifie  aisément.  C'est  pourquoi  ce  point,  qui  est  le 
pôle  de  la  droite  de  l'infini,  a  reçu  le  nom  de  centre.  La  discussion 
de  l'équation  générale  en  a  fait  ressortir  l'existence  dans  le  cas  de 
l'ellipse  et  dans  le  cas  de  Thyperbole.  On  voit  qu'en  effet,  dans 
chacun  de  ces  cas,  le  coefficient  C  est  différent  de  zéro,  et  que  par 
suite  les  valeurs  (222)  des  coordonnées  du  centre  sont  toujours 
finies  et  déterminées.  En  particulier,  si  la  courbe  se  réduit  à  deux 
droites,  leur  point  d'intersection  satisfait  réquation/|^  =  o  (§  148), 
et  pour  la  même  raison  les  équations  fy=Oy  /,'  =  o  :  c'est  donc  le 
centre  de  la  courbe. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  a  C  =  o  ;  le  centre  est  donc  rejeté  à 
rinfini  :  cela  devait  être  puisque  la  parabole  est  tangente  à  la  droite 
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de  l*infini  et  que  le  pôle  d*une  tangente  est  le  point  de  contact.  Il 
suit  de  là  que  la  direction  dans  laquelle  il  est  rejeté  à  Tinfini  doit 
être  celle  du  rayon  infini  de  la  parabole.  En  effet,  les  deux  droi- 
tes (2a3)  qui  déterminent  le  centre  sont  parallèles  à  cause  de 
ab  —  /i^  =  o,  et  parallèles  à  la  direction  du  rayon  infini  qui  est  donné 
par  la  racine  double  de  Féquation 

Si,  en  même  temps  que  C  est  égal  à  zéro,  Tun  des  numérateurs, 
F  par  exemple,  est  nul^  Tautre  numérateur  sera  nul  aussi,  si  Ton 
ne  suppose  aucun  coefficient  nul,  et  il  y  aura  indétermination. 
Dans  ce  cas,  il  y  a  une  infinité  de  centres  ;  ces  centres  sont  en  li- 
gne droite  parce  que  les  équations  (223)  se  réduisent  à  une  seule. 
D*ailleurs^  en  vertu  des  hypothèses,  Téquation  représente  deux 
droites  parallèles  (§  148)9  et  la  droite  des  centres  est  alors  la  paral- 
lèle à  ces  droites  menée  par  le  milieu  de  leur  distance  commune. 

Il  est  souvent  avantageux  de  savoir  ce  que  devient  l'équation 
générale  lorsqu'on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes 
de  façon  à  prendre  le  centre  pour  nouvelle  origine.  Soient  x^  et 
ri,  les  coordonnées  du  centre;  Féquation  devient  alors 

Mais  il  est  facile  de  voir,  par  le  calcul  des  dérivées  secondes, 
que  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  ne  change  pas  ;  les 
termes  du  premier  degré  disparaissent  si  Ton  tient  compte  de  ce 
quexf  et^i  satisfont  aux  équations  du  centre.  11  reste  donc  à  cal- 
culer/(x^^f),  résultat  de  la  substitution  dans  le  premier  membre 
de  réquation  des  coordonnées  du  centre.  L'on  a,  à  cet  effet,  en 
rendant  homogène  et  faisant  z^—\ 


--Jl,::^ax,^hy^+g---io 


yi~hx,^bj,^f^o 


A^i Oi) -" '- ('^i/A -^rJl, -^y=. ) = s^i  + /><-+- ^ ^  '\ 
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d'oiiy  par  réliniination  dex^  eij  ^ 


a 

f'      8 

h 

h      f 

S 

J       <=- 

d'où  enfin 

^=o 


L'équation  se  réduit  donc  à 


oo:^  4-  2/1XJ -h  Aj  ' -h- r:r  =  o  • 


164.  Diamètres.  —  On  appelle  diamètre  dans  une  courbe 
quelconque  le  ]ieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une  direc- 
tion donnée.  Dans  le  cas  des  courbes  du  second  degré,  il  n'y  a 
évidemment  sur  chaque  corde  quun  point  du  lieu;  d'ailleurs  le 
point  à  Tinfini  commun  à  toutes  ces  cordes  n'appartient  pas  au 
lieu,  si  leur  direction  n'est  pas  celle  de  l'une  des  asymptotes:  le 
lieu  sera  donc  une  ligne  droite.  Ceci  se  vérifie  immédiatement,  si 
l'on  remarque  que  le  lieu  indiqué  est  le  lieu  du  point  conjugué 
harmonique  du  point  (à  l'infini)  autour  duquel  pivote  la  corde, 
par  rapport  à  ses  extrémités  :  c'est  donc  (§  100)  la  polaire  du  point 
situé  à  l'infini  dans  la  direction  des  cordes.  Ce  point  est  sur  la 
droite  de  l'infini,  par  conséquent  la  polaire  passe  par  le  pôle  de 
cette  droite,  qui  est  le  centre.  Ainsi,  lorsque  la  dirediofides  cordes 
varie,  toits  les  diamètres  coiTespondants passent  par  le  centre. 

Réciproquement,  toute  droite  passant  par  le  centre  est  un  diamè- 
tre, car  son  pôle  est  à  Tinfini. 

Si  la  direction  des  cordes  est  déterminée  par  la  parallèle  menée 
par  l'origine 

leur  point  commun  à  Finfini  peut  être  regardé  comme  ayant  pour 
coordonnées  homogènes  a,  0  et  o.  Sa  polaire  aura  donc  pour 
équation 

=f.  +  Uy^o  (225) 

ou 

xiax^hj  -^ g) -\- 'i^{hx ^  h-)  -+-/)  — o. 
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On  peut  encore  l'ordonner  par  rapport  à  xeij;  elle  devient 
alors 

/^,/^  et /o  désignant  respectivement  les  trois  dérivées  dans  les- 
quelles on  a  remplacé  les  coordonnées  courantes  par  celles  du 
point,  qui  sont  a,  3  et  o. 

La  première  Torméfait  voir  que  le  diamètre  passe  par  le  centre^ 
puisque  son  équation  est  évidemment  satisfaite,  quels  que  soient 
xet3,  par  les  coordonnées  du  point  d'intersection  des  droites 

Réciproquement  toute  droite  passant  par  le  centre  a  une  équa- 
tion telle  que  {11%)  ;  c'est  le  diamètre  des  cordes  parallèles  à  (224). 

Ce  qui  précède  suppose  que  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une 
hyperbole.  Si  c'est  une  parabole,  la  droite  de  l'infini  est  tangente; 
la  polaire  de  tout  point  d*une  tangente  passe  par  le  pôle  de  la  tan- 
gente, qui  est  le  point  de  contact,  donc  tout  diamètre  passera  par 
le  point  de  contact  à  l'infini  ;  c'est  ce  que  l'on  peut  vérifier  direc- 
tement sur  l'équation  du  diamètre,  car  les  deux  droites 

étant  parallèles,  la  seconde  peut  s'écrire 

À/x-Hii.  — o 

réquation  du  diamètre  devient  alors 

qui  représente  une  parallèle  au  rayon  infini  (*). 

(*)  On  sait  d'ailleurs  quo  l'équation 

).X-|-iaY=o 

dans  laquelle  X  et  Y  sont  les  premiers  membres  des  équations  de  deux  droites  rapportées 

à  dos  coordonnées  trilinéaires  quelconques,  représente  uno  droite  passant  par  le  point 

d'intersection  dos  droites 

X  =3  0,  Y  =  o. 

On  peut  supposer  qu'elles  se  coupent  sur  la  droite  z  ==  o  ;  donc  si  les  coordonnées 
deviennent  cartésiennes  et^sl  les  droites  sont  parallèles,  la  propriété  subsiste,  et  la  droite 

>X-|-|jlY=.o 
leur  est  aussi  parallèle. 
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Enfin  si  la  courbe  se  réduit  a  deux  droites  parallèles,  les  deui 
équations  du  centre  n'en  font  plus  qu^une,  à  laquelle  se  réduit 
également  Téquation  générale  (asS)  des  diamètres  ;  tout  diamètre 
coïncide  donc  a^ec  la  droite  des  centres. 

166.  Diamètres  ooi^jugués.  —  Les  diamètres  sont  les  po- 
laires des  points  de  Tinfini;  et,  d'après  la  théorie  générale  des 
droites  conjuguées,  deux  points  conjugués  pris  à  l'infini  donnent 
lieu  à  deux  polaires,  issues  du  centre,  par  conséquent  à  deuiL  dia- 
mètres, qui  sont  des  droites  conjuguées  et  qui,  avec  la  droite  de 
l'infini,  forment  un  triangle  conjugué  à  la  conique.  Or,  dans  un 
triangle  conjugué,  chaque  côté,  étant  la  polaire  du  sommet  oppose, 
est  le  lieu,  sur  toute  corde  menée  par  ce  sommet,  du  conjugué 
harmonique  de  ce  point  par  rapport  aux  extrémités  de  la  corde. 
Donc,  dans  un  triangle  conjugué  dont  un  côté  est  à  l'infini,  et 
dont  les  deux  autres  sont  par  conséquent  deux  droites  conjuguées 
issues  du  centre,  l'une  de  ces  droites  est  le  lieu  des  milieux  des 
cordes  parallèles  à  l'autre.  Mais  deux  droites  conjuguées  sont  con- 
juguées harmoniques  par  rapport  aux  tangentes  menées  à  la 
courbe  par  leur  point  d'intersection  ;  d'ailleurs  les  tangentes,  réelles 
ou  imaginaires,  menées  par  le  centre  sont  les  asymptotes,  puisque 
leur  corde  de  contact,  polaire  du  centre,  est  la  droite  de  l'infini: 
on  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  :  étant  donnés  deux  dia- 
mètres ^  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  asymptotes,  chacun 
(Teux  est  le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  fautre.  Deux  pa- 
reils diamètres  sont  dits  conjugués;  tous  les  couples  de  diamètres 
conjugués  sont  conjugués  harmoniques  à  deux  droites  fixes  et 
forment  conséquemment  un  faisceau  en  involution;  les  rayons 
doubles  sont  les  asymptotes;  il  suit  de  là  que  dans  Tellipse,  dont 
les  asymptotes  sont  imaginaires,  deux  couples  de  diamètres  con- 
jugués empiètent  l'un  sur  l'autre,  tandis  que  dans  l'hyperbole  ils 
n'empiètent  pas.  Dans  le  cercle^  par  exemple,  dont  les  asymptotes 
sont  les  droites  isotropes  menées  par  le  centre,  deux  diamètn^s 
conjugués  quelconques  sont  rectangulaires;  et  deux  angles  droite 
de  même  sommet  empiètent  toujours  l'un  sur  Tautre. 

Les  tangentes  aux  extrémités  d'un  diamètre  vont  passer  |^r 
le  pôle  de  ce  diamètre  et  sont  par  suite  parallèles  à  son  diamètre 
conjugué. 

Si  la  courbe  est  une  parabole,  c'est-à-dire  tangente  à  la  droîti- 
dc  l'infini^  deux  points  conjugués  sur  cette  tangente  sont  le  |H)iiit 
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de  contact  et  un  point  quelconque  delà  droite  (iSs).  Le  centre  est 
le  point  de  contact,  et  le  triangle  conjugué  n'existe  plus,  ses  trois 
côtés  étant  confondus  à  Tinfini.  Mais  il  n'en  subsiste  pas  moins 
que,  si  Ton  considère  un  point  quelconque  à  Tinfini,  sa  polaire 
passe  par  le  point  de  contact  de  la  droite  de  Tinfini,  c'est-à-dire 
que  le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une  direction  don- 
née est  une  parallèle  au  rayon  infini,  telle  que  la  tangente  au 
point,  à  distance  finie^  où  elle  coupe  la  courbe,  est  parallèle  aux 
cordes  ;  la  direction  du  rayon  infini  est  donc  conjuguée  à  toute 
direction  du  plan. 

Toutes  ces  propriétés  se  vérifient  aisément  par  un  calcul  direct. 
Si  Ton  exprime  que  deux  points  à  l'infini  sont  conjugués^  en  fai- 
sant ;:^^=z.^=o  dans  la  relation  générale  (ai 8),  il  vient 

• 

ax^x^  -h  h{x^J^  -h  x^ jj  -h  bj^j\^  ==  o 

d'où,  par  Télimination  de  x^,y^  et  x^,j.^  au  moyen  des  équations 


w,x,  -+-  v^  j^  =  o       u^^  +  ^jjj  =  o 


on  tire  la  relation 

entre  les  paramètres  angulaires  de  deux  directions  conjuguées. 

On  voit  que  cette  relation  est  involutive  (§  i44);  elle  définit 
par  conséquent  des  couples  de  droites  conjuguées  harmoniques  à 
deux  droites  fixes,  dont  les  directions  s'obtiendront  en  faisant 
u^=u^el  v^=^v^^  ce  qui  donne  entre  leurs  paramètres  angulaires 

et,  pour  leur  équation,  par  l'élimination  de  u  et  i'  au  moyen  de 

'est-à«dire  les  directions  des  rayons  infinis. 
Il  suit  de  l'équation  générale  ('>.2(>)  des  diamètres  que  la  relation 
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(227)  a  lieu  entre  les  paramètres  angulaires  du  diamètre  et 
ceux  des  cordes  qu'il  partage  en  deux  parties  égales.  Or  elle  est 
symétrique  en  u^y{f^  et  u^^v,^;  il  résulte  de  là  que  le  diamètre  parallèle 
aux  cordes  partage  lui-même  en  deux  parties  égales  les  cordes 
parallèles  au  premier  diamètre.  Chaque  diamètre  partage  donc  en 
deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  Tautre.. 

Si  Vune  des  directions  est  celle  de  Tune  des  asymptotes,  la  re- 
lation (227)  donne  pour  l'autre  direction  celle  de  la  même  asymp- 
tote, comme  cela  doit  être,  puisque  les  asymptotes  sont  les  rayons 
doubles  du  faisceau.  Il  est  bon  d^expliquer  néanmoins  comment 
une  asymptote  peut  être  regardée  comme  le  lieu  des  milieux  des 
cordes  parallèles  à  elle-même.  Sur  toute  corde  parallèle  à  Tasymp- 
tote,  le  milieu  de  la  corde  est  en  effet  rejeté  à  Finfini,  et  le  lieu 
parait  se  réduire  au  point  à  TinGni  sur  Tasymptote.  Mais  il  faut 
observer  que,  pour  une  position  particulière,  la  corde  est  l'asymp- 
tote elle-même,  dont  les  deux  points  d'intersection  avec  la  courbe 
sont  confondus  (à  l'infini)  ;  le  conjugué  harmonique  du  point  de  l'in- 
fini par  rapport  aux  deux  points  est  donc  indéterminé,  et  à  ce  titre 
l'asymptote  tout  entière  fait  partie  du  lieu. 

Ramenant  tous  les  éléments  de  la  figure  à  distance  finie  par  une 
projection,  on  voit  que  l'asymptote,  comme  toute  tangente,  est  la 
polaire  de  son  point  de  contact,  c'est-à-dire  du  point  où  elle  louche 
la  courbe  âTinfini.  Il  faut  donc  se  demander  comment  il  se  fait 
qu'une  tangente  quelconque  soit  le  lieu  du  conjugué  harmonique 
du  point  de  contact  par  rapport  aux  extrémités  d'une  corde  pivo- 
tant autour  de  ce  point,  alors  que  sur  une  telle  corde  le  conjugué 
harmonique  est  le  point  de  contact.  Cela  tient  à  ce  que  pour  la  po- 
sition particulière  011  la  corde  est  tangente,  le  conjugué  harmonique 
est  indéterminé  sur  la  tangente  qui  dès  lors  appartient  tout  en- 
tière au  lieu. 

Si  une  conique  a  centre  est  rapportée  à  deux  diamètres  conju- 
gués pris  pour  axes  de  coordonnées  absolues,  cela  revient  à  dire 
que  le  triangle  de  référence  est  formé  de  ces  deux  diamètres  et  de 
la  droite  de  l'infini.  C'est  donc  un  triangle  conjugué,  par  suite  l'é- 
quation prend  la  forme  canonique  (§  iS^),  qui  s'écrit  en  coordon- 
nées absolues 

aa:^-\-hj^'hc:r=:o,  (228) 

Réciproquement,  tout  système  d'axes  de  coordonnées  absolues 
pour  lequel  l'équation  prend  cete  forme  est  celui   de  deux  diamè- 


DES  POLES  ET  POLAIRES.  401 

très  conj  ugués,  car  il  est  clair  que  pour  une  valeur  donnée  de  Tune  des 

coordonnées,  l'autre  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 

S'il  s'agit  de  la  parabole,  la  même  simplification  ne  peut  pas 

avoir  lieu.  On  a  alors  ab—Jï^-o^ei  la  relation  (227)  qui  peut  s'écrire 

*'<(^^2  —  /1M3)  -+■  M,(—  ffv.2  "*"  ^"2)  —  ^ 
donne,  quels  que  soient  u^  et  v^, 

c'est-à-dire  la  direction  du  rayon  infini  ax-i-hj^o.  Prenant  l'axe 
X'OX  parallèle  à  cette  direction,  on  en  conclut  a=o,  et  par  suite 
/i=zo  à  cause  de  ab—fi^=zo  :  transportant  l'origine  au  point  à  dis- 
tance finie  où  l'axe  X'OX  rencontre  la  courbe,  le  terme  constant 
disparaît;  enfin  si  l'on  prend  pour  axe  Y'O Y  la  tangente  en  ce 
point,  le  terme  en  jr  disparaît  aussi,  et  finalement  Téquation  prend 
la  forme 

bj^-^-ngx^o  (229) 

sur  laquelle  il  est  visible  que  les  cordes  parallèles  à  Y'OY,  c'est-à- 
dire  à  la  tangente  à  l'extrémité  du  diamètre,  sont  partagées  par  le 
diamètre  en  deux  parties  égales. 

Réciproquement,  il  est  manifeste  que  toute  équatix)n  telle  que 
(229)  représente  une  parabole  rapportée  à  une  tangente  et  au  dia- 
mètre qui  passe  par  le  point  de  contact  ()  . 

156.  Axes.  — Par  le  centre,  comme  par  tout  point  du  plan 
(§  i5i)  passent  deux  droites  conjuguées,  dans  ce  cas  deux  diamè- 
tres conjugués,  rectangulaires.  Toute  corde  parallèle  à  l'un  d'eux 
est  partagée  par  l'autre  en  deux  parties  égales,  ce  qui  revient  à 
dire  que  toute  corde  perpendiculaire  à  Tun  d'eux  est  partagée  par 
lui  en  deux  parties  égales;  la  courbe  est  donc  symétrique  par  rap- 
port à  chacun  d'eux.  C'est  pourquoi  ils  ont  reçu  le  nom  d'axes  de  la 
courbe. 

(*)  Plus  généralement, 


est  l'éqnation  générale  des  coniques  rapportées  an  triangle  de  référence  formé  de  deux 
Ungentes  et  do  la  corde  de  contact  (§  i  \H).  Si  c  =  o  est  la  droite  de  l'infini,  on  a  la  parabole 
rapportée  en  coordonnées  absolues  à  une  tangente  et  au  diamètre  qui  passe  par  le 
point  de  contact. 

PicocET,  Géom.  anahft.  26 
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Pour  avoir  les  paramètres  angulaires  des  axes,  il  suffit  de  join- 
dre à  réquation  (227)  qui  a  lieu  entre  les  paramètres  angulaires  de 
deux  diamètres  conjugués,  la  relation 

On  en  tire  par  rélimination  de  u^  et  i^^i 

u^  —  v^  cos8       —u^  cosO-ht'i 


=  0 


qui  est   Téquation   du   second  degré  dont  les    racines   sont  les 
paramètres  cherchés.  Développant,  et  supprimant  les  indices,  on 

obtient 

(Zt  — i  cos 6)  M* -h  ( A  — a)  lii' -h  (a  cos6  — /i)i^=o        (aSo) 

équation  dont  on  verrait  comme  plus  haut  (§  i5i)  que  les  deux  ra- 
cines sont  réelles.  Eliminant  u  qïv  entre  cette  équation  et 

ux  -h  t^r  =  o 

on  auraitl  réquation  du  système  des  parallèles  aux  axes  menées 
par  Torigine.  Mais  il  est  plus  avantageux  de  chercher  Féquation 

même  du  système  des  axes  :  pour  cela  on  remarque  que  si  -  est 

une  racine  de  cette  équation,  le  diamètre  conjugué  de  la  direction 
correspondante,  dont  Téquation  est 

^fz-^^fl^-^        '  (23i) 

est  précisément  Tautre  axe.  On  aura  donc  le  système  des  axes  en 
éliminant  m  et  v  entre  (aSo)  et  (aSi),  ce  qui  donne 

[h-h  cose)/;^-h(A-a)y:/;-H(«  cose-/i)yj^=o.     (aSa) 

Lorsque  les  axes  de  la  courbe  sont  pris  pour  axes  de  coordonnées 
absolues  Téquation  prend  la  forme  canonique  ;  c'est  le  seul  système 
d'axes  rectangulaires  qui  permette  de  la  réduire  à  cette  forme. 

Si  la  courbe  est  une  parabole,  on  a 
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d'où 

a      h 


Remplaçant  a  et  b  par  Xh  et -dans  (a3o),  il  vient 


(X  — cos6)m^-i-(i  — X')Mi'-i-X(X  cose—  1)^=0        (233) 


II 
équation  qui  est  satisfaite   pour  -—X.  L'une  des  directions  est 

donc 

•  • 

c'est-à-dire  la  direction  commune  de  tous  les  diamètres,  et  l'autre 
est  la  direction  perpendiculaire. 

L'équation  de  Taxe  s'obtiendra  alors  facilement  par  la  for- 
mule (232)  :  les  termes  du  second  degré  disparaissent  eu  égard  à 
ridentité  (233)  et  il  reste,  en  simplifiant 

(a-i-b  —  nh  C0S^){ax-hhj)'hag'^f/i  —  C0S^{hg-^af)=o,    (234) 

On  arriverait  au  même  résultat,  en  écrivant  l'équation  de  la  para- 
bole 

^(ax4-Ajr+^)'-H%-X)x-h2(/-X^J7+c--=:o 

a  étant  celui  des  deux  coefficients  des  carrés  qui  n'est  pas  nul,  car 
Tun  d'eut  au  moins  est  différent  de  zéro,  remarquant  que  la  paral- 
lèle aux  diamètres 

rtX -h //JK  H- X  =:  O 

coupe  la  courbe  au  point  où  elle  est  touchée  par  la  droite 


<5-X)a:+2^/-X^jj4-r--  =  o 


et  déterminant  X  de  façon  que  ces  deux  droites  soient  perpendicu- 
laires. Pour  cette  valeur  de  X,  la  première  est  Taxe  de  la  parabole. 


40t  LIVRE  m.  —  CHAPITRE  IIÏ. 

La  recherche  des  axes  peut  se  faire  d'une  autre  manière  ;  soit 

réquation  du  diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles  à  la  direc- 
tion 

a      fi" 

La  perpendiculaire  à  ces  cordes  a  pour  équation 

(a-f-P  cosO)x+(a  cosO-J-  P)j  =  o 
leur  diamètre  conjugué  sera  parallèle  à  cette  droite,  si  Ton  a 

a-hgcosô     acose-+-3  ^ 

d'où 

(a  — S)a-f-(A  — S  cosO)3  =  o 

(A-S  cosO)a-f-(*-S)P=o.  ^"^     '' 

Pour  que  Ton  puisse  tirer  de  ces  équations  des  valeurs  de  a  et  3 
différentes  de  zéro,  il  faut  que  Ton  ait 

(rt  _  S)  (A  -  S)  -  {h  -  S  cosO)»= o 

équation  du  second  degré  qui  peut  s'écrire 

S*sin^e~(«-hA-2A  cosb)S-hab-h^=o  (aSj) 

et  dont  les  deux  racines  sont  réelles,  parce  que  l'expression 

(a  +  i-a/tcos0f-4(ûA-A^)sin^0 

peut  s'écrire  sous  forme  d'une  somme  de  deux  carrés 

(2/*  — {a-+-i)cosô)^-h(a  — A)*sin^O. 

Chacune  d^elles,  substituée  dans  les  équations  (236),  réduit  leur 
système  à  une  seule  équation  donnant   des  valeurs  déterminées 
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pour  les  paramètres  angulaires  a  et  0  des  directions  principales. 
11  est  facile  de  voir  que  ces  directions  sont  rectangulaires  :  soient 
en  effet  S|  et  S,  les  deux  racines  supposées  différentes,  de  Téqua- 
tien  (237);  soit  «1,^1  et  ql^,^^  les  deux  systèmes  de  valeurs  correspon- 
dantes tirées  des  équations  (236)  pour  a  et  p,  on  a  alors 

{a  ~  SJai  -h  [h  —  S|  COS6)3|  =  0 
(A  —  S<  cose)a< -h  (A  —  S  J3^  m  o 
et 

(a  —  83)02 -h  (/i  —  Sj  COSô)^^  — o 
(A  — Sj  cos6)xj4-(A  — SaîPa^o. 

Multipliant  les  premières  équations  par  a,  et  ^^^  retranchant  de  là  les 
dernières  multipliées  de  même  par  a^  et  ^^  il  vient 

(S^  -  Sa)  [a^Oj  +  P^pj  -  cose  (a^Pj  -h  o^P^)]  =  o 

et  comme  S|  est  différent  de  S,,  le  second  facteur  est  nul,  ce  qui 
exprime  que  les  deux  droites 

£—2!        £— Z 

sont  perpendiculaires/ 

Les  valeurs  de  S  ont  une  signiGcation  géométrique  simple  :  rap- 
portons la  courbe  à  son  centre  pris  pour  origine  en  transportant 
les  axes  parallèlement   à   eux-mêmes.  L'équation    devient  alors 

(§  '53) 

et  soient 

X       Y 

les  équations  d*une  parallèle  menée  par  Torigine  à  une  direction 
principale,  dans  lesquelles  on  supposera  que  a  et  ^  sont  les  coordon- 
nées du  point  dé  cette  droite  situé  à  Tunité  de  distance  de  Torigine. 
On  en  conclut  pour  p^  la  valeur 
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qui  est  (§3i)le  carré  du  demi-axe  parallèle  à  la  direction  considérée 
puisque  le  centre  est  Torigine.  Si  maintenant  Ton  multiplie  les 
deux  termes  du  premier  rapport  (235)  par  a,  ceux  du  second  par 
3,  et  si  on  ajoute  les  termes  correspondants,  il  vient 

si  Ton  tient  compte  de  ce  que 

a^H-2a3coseH-&^=:i. 

Les  valeurs  de  S  sont  donc,  à  un  facteur  près,  les  inverses  des 
carrés  des  demi-axes  ;  elles  sont  indépendantes  du  choix  des  coor- 
données ;  d'où  Ton  conclurait,  si  on  ne  le  savait  déjà  (§  i6),  que  les 
coefficients  de  Téquation  (237) 

a-f-i  — 2ACOS8  ab  —  h^ 

f        sin^O  sin^6 

ne  changent  pas,  par  une  transformation  cartésienne  quelconque. 
Si,  dans  cette  équation,  Ton  remplace  S  par  sa  valeur  (239)  il 
vient 

C'p^  -h  (a  H-  i  —  2/1  cos 0)  AjCp^  -\-  Aï  sin^O = o  (240) 

qui  est  Téquation  aux  carrés  des  demi-axes  d'une  conique  donnée 
par  réquation  générale. Comme  vérification,  pour  G=:o,  qui  est  le  cas 
de  la  parabole,les  deux  racines  sont  infinies;  pour  «H-i— 2/1  cos6=o 
qui  correspond  au  cas  où  les  asymptotes  sont  perpendiculaires,  et 
où  l'on  dit  que  Thyperbole  est  équilatère^  les  carrés  des  axes  sont 
égaux  et  de  signes  contraires,  ce  qui  sera  démontré  plus  loin  ;  enfin 
pour  A=o,  ce  qui  est  le  cas  de  deux  droites  réelles  ou  imaginaires, 
les  deux  racines  sont  nulles.  Elles  deviennent  égales,  si  l'on  a 

(a  4-  i  —  2 A  cos6)^  —  4(û*  —  /'^)  sin^Ô  =  o 
ou 

2A  — (fl-f-i)  cosO     -h[a  —  byûv?^=^o 


»  • 


ce  qui  exige 

n~--  --h 

cosB 
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auquel  cas  la  courbe  est  un  cercle.  Alors  Téquation  (237)  donne  S=a, 
et  pour  cette  valeur  de  S,  les  équations  (236)  deviennent  indéter- 
minées; ce  qui  tient  à  ce  que  tout  diamètre  du  cercle  est  perpen- 
diculaire aux  cordes  qu*il  partage  en  leur  milieu. 

167.  Réduction  de  réquation.  —  A  vrai  dire,  la  réduction 
de  réquation  générale  (164)  à  sa  forme  canonique  est  déjà  faite. 
Elle  résulte  en  même  temps  de  la  discussion  générale  (§  i/i8)  et  de 
la  théorie  des  triangles  conjugués.  Dans  la  première,  Téquation  a 
été  réduite,  dans  les  courbes  à  centre,  à  une  somme  de  trois  carrés  ; 
et  si  Ton  généralise  les  résultats  auxquels  elle  a  conduit  en  suppo- 
sant réquation  donnée  homogène,  on  voit  qu*après  Tavoir  mise  sous 
la  forme 

C(ax-hAr-h^2)^+(Cjr-F2)^-f-«V^r.=o  (201) 


si,  en  conservant  le  côté  z=zo  du  triangle  de  référence,  on  substitue 
aux  deux  autres  les  droites  (^oS),  le  sommet  opposé  est  le  pôle  du 
côté  z=Of  tandis  que  les  deux  côtés  qui  s*y  coupent  sont  deux  droites 
conjuguées,  eu  égard  a  la  forme  particulière  de  Téquation  (201): 
de  sorte  que  le  triangle  de  référence  est  un  triangle  conjugué  (§  i52). 
En  supposant  que  r=o  soit  la  droite  de  Tinfini  on  retrouve  les  ré- 
sultats déjà  acquis.  Ce  qui  vient  d'être  dit  est  d'ailleurs  applicable  a 
la  parabole  qui  admet,  comme  les  autres  coniques,  une  infinité  de 
triangles  conjugués. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  a  trouvé  au  contraire  que  réqua- 
tion de  la  courbe,  rapportée  à  des  coordonnées  absolues,  peut 
s'écrire 

{ax  4-  hj  -+■  gf  4-  2  («/—  8ff)j  -hca—g^=o. 
En  la  rendant  homogène,  elle  devient 

et  si  Ton  substitue  aux  côtés  .r=o.r  —  o  du  triangle    de  référence 
les  droites 
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elle  prend  la  forme 

qui  est,  comme  on  Ta  déjà  remarqué,  celle  d'une  conique  rapportée 
à  un  triangle  de  référence  formé  de  deux  tangentes  et  de  la  corde 
de  contact.  Sous  celte  forme,  le  résultat  est  applicable  à  une  coni- 
que quelconque. 

Si  Ton  revient  au  cas  où  les  coordonnées  sont  absolues^  on  peut 
obtenir  la  réduction,  qui  consiste  alors  à  rapporter  la  courbe  à  son 
centre  et  à  deux  diamètres  conjugués,  par  une  transformation  di- 
recte de  coordonnées.  On  sait  d'abord  que  lorsque  le  centre  est 
pris  pour  origine,  Téquation  devient 

ajr^-{-'2li3C}  -hAj^H— 7r=^o.  (241) 

Supposons  maintenant  que,  conservant  la  même  origine^  on  prenne 
deux  nouveaux  axes  de  coordonnées  définis  comme  ils  Tont  été 
dans  la  transformation  générale  (§  i3),  alors  Téquation  deviendra 

ûV^+2/i'.r>'4-A>'2  4-^=0  (242) 

dans  laquelle  les  valeurs  de  a,b\/i  sont  celles  qui  ont  été  écri- 
tes (§  16),  savoir 

a=^  ,  ^\  a  sin^S  — 2/tsina  sinS-f-i  sin^a 

&'  =  -:— —|  asin^S'  — 2/isina  sinû'-t-i  sin^a 
sin-'eL  J 

lî=L-:—z-    a  sinû  sinS— /'(sinâsina -hsîna  sing')+i  sinasina'  . 

Si  Ton  veut  que  le  terme  en  xy  disparaisse,  il  faut  que  A'  soit 
nul,  ce  qui  exprime  bien  (§  i55)la  condition  pour  que  les  nouveaux 
axes,  dont  les  équations  par  rapport  aux  anciens  sont 

xsina  -\-y  sing  —  o 
.rsina'-h')  sin3'==o 

soient  deux  diamètres  conjugués. 

Pour  calculer  maintenant  les  valeurs  de  a  et  h'  il  suffit  de  tenir 
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compte  des  identités  (19)  et  (20)  (§  16)  ;  si  Ton  y  fait  A'  =  o,  elles 
deyienncnt 

a-^-V=  .   ..Ua-hb  —  2h  COSO) 

sm^Ô  ^  ^ 

a  et  b'  sont  donc  les  racines  de  Téquation  du  second  degré 

S^  sin'O  — (a-f-i  — a/i  cos6)sin^Ô|  S-h{ab  —  h^)  sin*6|=o.     (243) 

Les  racines  de  cette  équation  sont,  à  un  facteur  constant  près,  les 
inverses  des  carrés  des  demi-diamètres  conjugués  choisis  pour  axes, 
car  si  Ton  fait,  par  exemple,  x=o  dans  Téquation  (242),  j^'^  est  le 
carré  du  demi-diamètre  pris  pour  axe  Y'OY,  et  Ton  en  tire 

^-    cyy 

Si  donc  on  remplace  dans  Téquation  (243)  Tinconnue  S  par  — tti 
on  en  conclut 

CV  sin^e,  4- (a  H-  i  -  2A  cosO)  ^fip^  sin^O,  +  ^l  sin^O  =  o     (244) 

qui  est  Téquation  dont  les  racines  sont  les  carrés  des  demi-diamè- 

très  conjugués  faisant  entre  eux  Tangle  64.  Pour  0|=-  on  retrouve 

réquation  aux  carres  des  demi-axes  ;  et  on  a  alors  effectué  la  réduc- 
tion de  réquation  à  sa  forme  canonique  au  moyen  de  nouveaux 
axes  rectangulaires. 

On  en  conclut  deux  théorèmes  fort  importants^  dus  à  Âpotlo- 
nius  :  réquation  (244)  donne  pour  la  somme  des  carrés  des  demi- 
diamètres 

p'^-Hp"^:=-^{a-^A~2/i  cose) 

elle  est  indépendante  de  0,  ;  elle  est  donc  cofistante  et  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  demi-axes.  On  a  de  même 

y 

pV  sin'O,  =:r;|sin^O 
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c'est-à-dire  que  raire  du  parallélogramme  comtruit  sur  deux  demi- 
diamètres  conjugues  est  constante  et  égale  au  rectangle  des  demi'-axes. 
Si  la  courbe  est  une  parabole,  on  a  vu  (§  i55)  par  quel  transport 
d'axes  on  peut  réduire  Téquation  à  la  forme  simple 

par  laquelle  la  courbe  est  rapportée  à  un  diamètre  et  à  la  tangente 
à  son  extrémité. 

On  peut  l'écrire 

y^  —  ^pj:^=^o  (245) 

en  posant  jy=^p,  p  pouvant  d'ailleurs  être  considéré  comme 

positif,  en  faisant  tourner  au  besoin  l'axe  X'OX  de  l'angle  ^  :  2^^  est 
alors  une  longueur  qu'il  est  facile  de  construire  au  moyen  d'une 
troisième  proportionnelle  ;  c'est  le  j9aramé/r^  relatif  au  diamètre 
choisi  pour  axe  X'OX  (fig.  76). 

Pour  O4  =-,  les  nouveaux  axes  seront  l'axe  de  la  courbe  et  la  tan- 

'     2 

gente  au  sommet. 

Pour  trouver  le  point  de  la  courbe  qui,  pris  pour  origine,  rédui- 
rait réquation  à  la  même  forme  en  coordonnées  rectangulaires,  il 
suffit  de  remarquer  que  l'équation  (245)  peut  s'écrire 

Si  l'on  prend  alors  pour  axes  de  coordonnées  les  droites 

^px-h^^j-h^^  —  o 

l'équation  prend  une  forme  analogue  à  la  précédente  :  ces  droites 
sont  rectangulaires  si  l'on  a 

?t  —  p  cosO  =  o 
et  leurs  équations  sont  alors 

j-hp  cosO  =  o 

X-hJ    COS0-|--COS^Ô=rO. 

2 
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Pour  savoir  ce  que  devient  l'équation,  remarquons  que  Ton  a 
en  valeur  absolue  (fig.  76) 

OA  =  -cos^6     OB~;:?cosô     OA=:;;'sin6cosO. 


Fig.  76 


Mais^  si  par  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  on  mène  des 
parallèles  aux  axes  OY,  0'Y\  on  a 


c'est-à-dire 


MP  =  MQ-PQ-MRsin6 

y —p  sînO  cosÔ=j  sinO 


ou 


j^-+-/^cosO=-T 


y 


sinO 


On  a  aussi 


.r':^0'Q=AO-^OR-hRP=x+j^  cosOH-'^cos^e 


réquation  devient  donc 


'j 


>  ^  —  'xpx  sm-'O— o. 


(:*4«) 


Le  nouvel  axe  O'X'  est  Vaxe  de  la  parabole,  et  le  paramètre  ?.P 
relatif  à  Taxe  est  donné  par 

?.P     ?./>  sin^O 
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ce  qui  peut  s*écrire  à  cause  de  la  valeur  de  OA ,  prise  cette  fois 
avec  son  signe 

2  2 

c'est-à-dire  que  le  quart  du  paramètre  relatif  à  un  diamètre  quel- 
cofique  est  égal  au  quart  du  paramètre  relatif  à  taxe  plus  la  dis- 

tance  de  t extrémité  du  diamètre  à  la  tangente  au  sommet.  Si  Ton 

p 

appelle  directrice  \sl  parallèle  à  O'Y'  telle  que  0'D  =  — ,  on  en  con- 
clut que  la  distance  de  l'extrémité  d*un  diamètre  à  la  directrice  est 
le  quart  du  paramètre  relatif  à  ce  diamètre, 

158.  Exercices.  —  i.  Faire  Yoir  que  deux  coniques  à  centre  admettent  un 
système  de  deux  diamètres  conjugués  parallèles,  réels  ou  imaginaires  conju- 
gués :  les  déterminer  analytiquement,  et  montrer  pourquoi  ils  sont  nécessaire- 
ment réels  si  Tune  des  coniques  est  un  cercle,  auquel  cas  le  problème  revient 
à. la  recherche  des  axes  de  l'autre. 

a.  Trouver  l'équation  du  cercle  concentrique  à  la  conique  donnée  par  l'équa- 
tion générale,  et  dont  le  rayon  est  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des 
demi-axes  :  démontrer  que  c'est  une  fonction  linéaire  des  coeffijeienis  iangentiels; 
examiner  le  cas  de  la  parabole  et  faire  voir  qu'alors  ce  cercle  se  réduit  à  la 
directrice. 

3.  Les  équations 

représentent  deux  ellipses  équivalentes  (voir,  §  iSq,  l'expression  de  la  surface  de 
l'ellipse)  ;  et  en  outre  superposables  si  les  axes  sont  rectangulaires. 


i' 


CHAPITRE    IV 


LES     TROIS     CONIQUES 


L'ELLIPSE 

169.  —  L*équatioa  d'une  conique  à  centre  ayant  été  ramenée 
à  la  forme  canonique 

la  courbe  sera  une  ellipse  ou  une-  hyperbole  (§  i48)  suivant  que 
M  et  N  seront  ou  non  de  même  signe.  Dans  le  premier  cas,  ils 
peuvent  être  supposés  positifs;  et  pour  que  Tellipse  soit  réelle  il 
faut  (§  i48)  que  P  le  soit  aussi  ;  posons  alors 


réquation  devient 


a 


a  •   /,2 


et  les  quantités  a  et  £  représentent  évidemment  les  longueurs  des 
demi-diamètres  interceptés  respectivement  par  les  axes  X'OX, 
VOY;  qui  sont  les  demi-axes  si  Ton  suppose  les  axes  rectangu- 
laires. Cette  hypothèse  étant  admise,  coupons  la  courbe  par  des 
parallèles  aux  axes  ;  on  trouve  alors  que  les  points  d'intersection 
ne  sont  réels  que  si  x  est  compris  entre  —  a  et  4-  a,  j  entre  —  A  et 
+  £  ;  la  courbe  est  donc  inscrite  dans  un  rectangle  dont  les  côtés 
sont  AA'  =  aa  et  BB'=:a&;  elle  est  d*ailleurs  symétrique  par  rap- 
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port  aux  axes,  et  a  la  forme  ABA'B'  représentée  par  la  figure  77. 
Uorigine  est  le  centre  de  la  courbe,  les  extrémités  des  axes  sont 


Y 


X' 


A'^ 


C' 


L 


o 


/^ 


/ 


D  X 


FiR.  77 


ses  sommets,  et  la  courbe  se  réduit  à  un  cercle  pourA  =  &.  Une 
droite  quelconque  menée  par  Torigine 

^  ^  r  ^ 

cosa     sina     ^ 

intercepte  dans  la  courbe  un  demi-diamètre  dont  la  longueur  p 
s'obtient  en  remplaçant  x  et  j  par  leurs  valeurs  dans  Téqualion, 
ce  qui  donne 

cos^a     sin*a_  1 


qui  est  la  relation  entre  Tangle  a  et  le  demi-diamètre  correspon- 
dant. Si  Ton  suppose  a>  b^  on  en  conclut  sans  peine  que  a  est  le 
maximum  et  b  le  minimum  de  p.  Si  un  autre  diamètre  p'  corres- 
pond à  Tangle  a,  on  a 

7î' 


cos^a      sin^a 


rt" 


b^ 


Supposant  les  deux  diamètres  perpendiculaires,  et  ajoutant 


I       I I       I 


d'où  Ton  conclut  que  la  somme  des  inverses  des  carrés  de  deux  dia- 
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mètres  rectangulaires  est  constante  et  égale  à  la  somme  des  inverses 
des  carrés  des  axes, 

La  courbe  partage  le  plan  ea  deux  régions  se  distinguant  par 
le  signe  que  les  coordonnées  de  leurs  points  donnent  au  premier 
membre  de  Féquation  :  les  points  intérieurs  à  la  courbe  donnent 
le  signe  —  et  les  autres  le  signe  -h. 

Si  Ton  résout  par  rapporta  r,  on  trouve 


ou 


J'  . 

b* 

rt*      x"' 

~a^ 

MP* 

i» 

AP.A'P 

~d^ 

c'est-à-dire  que  le  }:arré  de  l'ordonnée  est  proportionnel  au  produit 
des  segments  qu'elle  intercepte  sur  le  grand  axe  :  cette  propriété  peut 
définir  la  courbe. 

Une  autre  propriété  fondamentale  consiste  en  ce  que  Tellipse 
peut  être  considérée  comme  la  projection  orthogonale  du  cercle 
ayant  pour  diamètre  le  grand  axe,  à  la  condition  de  faire  tourner 
son  plan  d'un  angle  convenable  autour  de  cet  axe.  Si  Ton  compare 
en  effet  les  ordonnées  des  deux  courbes,  correspondantes  à  une 
même  abscisse,  on  a 

MP       a"  b 


MF      y^a^-x-*      « 

On  conclut  de  là  que  si  Ton  fait  tourner  le  plan  du  cercle  d'un 

angle  a  défini  par 

h 

cosa— - 

a 

le  point  M  est  la  projection  du  point  M',  et  par  conséquent  Tellipse 
est  la  projection  du  cercle  :  on  peut  déduire  de  là  toutes  les  pro- 
priétés de  Tellipse.  Si  Ton  veut,  par  exemple,  construire  la  courbe 
par  points,  on  joindra  OM',  on  prendra  sur  ce  diamètre  OW  =  b  et 
par  le  point  M''  on  mènera  la  parallèle  au  grand  axe  qui  passera 
par  le  point  M  correspondant  à  M'.  On  pourra  encore  joindre  CM' 
qui  coupera  le  grand  axe  au  point  D  ;  la  droite  BD  passera  par  le 
même  point  M.   Une  droite  du  plan  de  Tellipse  et  la  droite  du 
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plan  du  cercle  dont  elle  est  la  projection  se  coupent  évidemment 
sur  le  grand  axe;  les  droites  qui  joignent  deux  points  correspon- 
dants sont  concourantes  (à  rinfini),  il  suit  de  là  que  les  deux  cour- 
bes sont  homologiques.  Cette  propriété  n*est  pas  particulière  aux 
deux  courbes,  on  sait  en  effet  (§  i45)  et  il  sera  démontré  plus  loin 
que  deux  coniques  sont  homologiques  de  plusieurs  façons  diffé- 
rentes ;  mais  ici  Thomologie  est  définie  simplement.  Ce  qui  pré- 
cède sufGt  pour  montrer  comment  on  pourra,  par  exemple,  trou- 
ver par  cette  méthode  les  points  d'intersection  d'une  droite  avec  la 
courbe,  les  tangentes  menées  par  un  point  donné  du  plan,  la  surface 
de  Tellipse  qui^  étant  la  projection  de  celle  du  cercle,  est  égale  à 
T:a?cos  a,  c'est-à-dire  àz«A,  etc. 

160.  —  La  tangente  en  un  point  de  la  courbe  a  pour  équation 

(§  '49) 


a 


'2     •     /,: 


Si  le  point  n*est  pas  sur  la  courbe,  Téquation  représente  comme 
on  sait  la  polaire  du  point,  ou  corde  de  contact  des  tangentes  me- 
nées par  le  point.  Pour  déterminer  les  points  de  contact,  on  peut, 
en  faisant  usage  d'une  notation  souvent  employée,  poser 

x=:a  cos(f      j"=A  sinç. 

Quel  que  soit  Tanglc  9,  les  coordonnées  de  ce  point  satisfont  Té- 
quation  de  Tellipse  à  cause  de 

sin^(p-l-cos^9=::i. 

Géométriquement,  l'angle  9  est  l'angle  que  fait  avec  le  grand  axe 
le  rayon  OM'  passant  par  le  point  M'  du  cercle  du  rayon  OA  cor- 
respondant au  point  M  de  l'ellipse  :  on  lui  donne  quelquefois  le 
nom  d^ anomalie.  Pour  trouver  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  par  le  point  {jc^^Jo),  on  aura  alors  en  substituant  dans  la 
polaire 

-^0^089  .  joSin9 


a  b 
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d'où,  en  posant^  ce  qui  est  toujours  possible 

h.v 


^-tg 


OJ 


ou  tire 

sin((«)4-9)=— coso)~=i= 


^  «  .    Ao   .    1 0 


Pour  que  ce  sinus  soit  inférieur  à   Tunité,  il  faut  que  l'on  ail 

'*  0    ,    J  0  ^ 

—-1-71  >  I 

c*est-à-dire  que  le  point  soit  extérieur  àTellipse;  s'il  est  sur  la 
courbe,  les  deux  solutions  sont  confondues;  s'il  est  extérieur,  elles 
sont  imaginaires  :  la  corde  de  contact  n'en  est  pas  moins  la  droite 
réelle  (^48).  Quant  au  système  des  deux  tangentes,  il  a  pour  équa- 
tion 

Cette  équation  représente  en  eiïet  (§  i^S)  une  conique  passant 
par  les  points  d'intersection  de  l'ellipse  et  des  deux  droites  con- 
fondues 

c'est-à-dire  doublement  tangente  à  l'ellipse  en  ses  points  d'inter- 
section avec  la  corde  de  contact  :  de  plus  elle  passe  par  le  point 
(^o>Jo)  ®^  ^1  ^^  peutpas  y  avoir  (§  ii3)  d'autre  conique  que  le  sys- 
tème des  deux  tangentes  passant  par  ces  cinq  points^  dont  quatre 
sont  confondus  deux  à  deux.  On  vérifie  d'ailleurs  facilement  que 
son  discriminant  est  nul. 

Si  le  point  est  le  centre,  les  deux  tangentes  imaginaires  ont 
pour  équation 

Hîsont  les  asymptotes  imaginaires  de  l'ellipse,  puisque  la  corde  de 
contact  esta  l'infini. 

PiCQiiKT,  Gêom.  annlyt.  '  ^"^ 
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Une  forme  souvent  utile  de  Téquation  de  la  tangente  est  celle 
qui  ne  renferme  que  les  paramètres  angulaires  de  cette  droite. 
Pour  que  la  droite 

soit  tangente  à  la  courbe,  il  faut  que  Ton  ait(§  149) 


d'où  Ton  tire 


o 
o 
1/ 


o 
a' 
o 


o 
o 


a'b 


2 


tv 


u 

w 
o 


—  o 


î/;2=rflV+AV. 


L'équation  devient  alors 


u.r  +  i>j^  r^  rt  y'  a'^u'^  4-  A^i^ 


(^9) 


le  double  signe  tient  à  ce  que  Ton  peut  mener  à  la  courbe  deux 
tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée. 

Si  dans  cette  équation  on  considère  u  et  ^  comme  des  incon- 
nues, xelj  comme  des  données,  on  en  tire  les  paramètres  angu- 
laires des  tangentes  menées  par  le  point  (^,  j).  Si  on  l'ordonne' 
alors  par  rapport  à  u  et  ^,  elle  devient 


11^  [x^  —  a^)  -+-  1XJUV  -\-s^[y^'—h^)=zo. 


(aSo) 


Si  Ton  veut,  par  exemple,  trouver  les  points  d'où  Ton  peut  me- 
ner des  tangentes  isotropes,  il  faut  identifier  avec 

qui  est  l'équation  aux  paramètres  angulaires  des  droites  isotropes, 
ce  qui  donne 

équations  satisfaites  par  les  systèmes  de  valeurs 


o 
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11  y  a  donc  quatre  points  répondante  la  question,  c'est-à-dire 
quatre  foyers  (§  94)  ;  deux  réels  sur  le  grand  axe  et  toujours  inté- 
rieurs à  la  courbe,  deux  imaginaires  sur  le  petit  axe  :  il  en  sera 
plus  longuement  question  ailleurs. 

Si  Ton  veut  encore  le  lieu  des  points  d'où  Ton  peut  mener  à  Tcl- 
lipse  deux  tangentes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  d'une 
conique  fixe,  les  couples  de  paramètres  angulaires  de  ces  tangentes 
sont  liés  par  une  équation  de  la  forme 

a  v'^  v^,  —  Y  (w^i'j  H-  u^v^  -h  g  m^m^  ==  o. 

Remplaçant  alors  la  somme  et  le  produit  des  racines  de  Téqua- 
tion  (aSo)  par  leurs  valeurs,  on  obtient 

a  (j:^  —  a^)  H-  ayxr  H-  3  (  J^  —  Ir)  =  <> 

équation  d'une  conique  concentrique  àTellipse  et  ayant  les  mêmes 
points  à  l'infini  que  la  conique  donnée.  En  particulier,  si  cette 
dernière  est  un  cercle,  courbe  dont  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques sont  rectangulaires,  on  obtient  pour  le  lieu  des  sommets 
des  angles  droits  circonscrits  à  l'ellipse,  le  cercle  concentrique 

dont  le  rayon  est  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  demi- 
axes.  Nous  aurons  souvent  a  revenir  sur  ce  cercle,  qui  jouit  de 
propriétés  importantes  et  nous  lui  donnerons  le  nom  de  cercle  or- 
thoptique^  suffisamment  justifié  par  sa  définition  :  on  se  rap- 
pelle (§  1 58)  que  lorsque  la  conique  est  donnée  par  son  équation 
générale,  l'équation  de  ce  cercle  est  une  fonction  linéaire  des 
coefficients  tangentiels. 

161.  Droites  et  diamètres  coiv|ugués.  —  Deux  droites 
conjuguées, menées  par  un  point  {•x^,  j^  du  plan,  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  tangentes  menées  de  ce  point  :  l'équa- 
tion (a5o)  fait  voir  alors  (§  i4i)  que  leurs  paramètres  angulaires 
satisfont  à  la  relation 
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SI  l'on  veut  les  droites  conjuguées  rectangulaires  menées  par  le 
point,  il  faut  ajouter  à  la  précédente  Téquation 

Les  paramètres  angulaires  des  deux  droites  sont  alors  donnés  par 
réquation  du  second  degré 


ir  —  uv       sr 


}  ^—b^       ixj        a^  —  à* 


() 


=  0 


ou 

2  {il}  —  v^)  xy  =  uv  [x^  —7  ^  4-  A^  ~  a') 

équation  dont  les  racines  sont  toujours  réelles,  puisque  leur  produit 
est  —  I.  Elles  sont  indéterminées,  si  Ton  a 

x^—j^-hb'^  —  a^=o  xy=:o. 

Ces  équations  sont  celles  qui  déterminent  les  foyers;  on  en  con- 
clut que  les  foyers  de  rellipse  sont  les  points  tels  que  deux  droites 
conjuguées  quelconques  menées  par  eux  soient  rectangulaires. 

Si,  dans  Téquation  qui  lie  les  paramètres  angulaires  de   deux 

droites  conjuguées  issues  d'un  point,  on  suppose  a:=j}^  =  o,  on  a 

la  relation 

d-u^u.y-^b\^v.^:^o  (^^i) 

entre  les  paramètres  angulaires  de  deux  diamètres  conjugués  de 
Fellipse.  On  se  rappelle  (§  i55)  que  deux  couples  de  diamètres 
conjugués  empiètent  toujours  Tun  sur  Tautre,  parce  que  les  deux 
droites  qui  leur  sont  conjuguées  harmoniques,  les  asymptotes  de 
Tellipse,  sont  imaginaires.  Il  en  résulte  que  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques  Oa,  0&  sont  situés  de  part  et  d'autre  du  grand 
axe  ou  du  petit  axe  (fig.  79). 

Les  tangentes  aux  extrémités  d'un  diamètre  sont  parallèles  au 
diamètre  conjugué,  parce  que  le  point  à  Tinfini  sur  ce  dernier  est 
le  pôle  du  premier.  La  vérification  analytique  de  cette  propriété 
est  immédiate,  car  le  point  à  Tinfini  sur  le  diamètre 
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;i  pour  polaire 

qui  est  Je  conjugué  du  premier. 

On  vérifie  encore  aisément  que  la  corde  de  contact  des  tangentes 
menées  par  un  point 

a^  ^  b'  ~ 

est  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  le  point  : 
on  en  conclut  que  ce  dernier  la  partage  en  son  milieu. 

162.  — On  appelle  cordes  supplémentaires  deux  cordes  joignant 
un  même  point  de  Tellipse  aux  extrémités  d'un  diamètre.  Elles 
sont  parallèles  à  deux  directions  conjuguées;  car  la  droite  01,  qui 
joint  le  centre  au  milieu  d'une  des  cordes,  est  parallèle  à  l'autre 
dans  le  triangle  ABC  dont  elle  partage  deux  côtés  en  parties  ' 
égales  (fig.  78).  Cette  propriété  est  encore  évidente,  si  Ton  consi-. 
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Fig.  78 

dère  un  triangle  rectangle  inscrit  dans  le  cercle  dont  l'ellipse  est 
la  projection. 

La  considération  de  ce  cercle  permet  encore  de  démontrer 
simplement  les  théorèmes  d'Apollonius,  déjà  prouvés  d'une  façon 
générale  pour  les  courbes  à  centre  (§  i5y).  On  a  en  ciret,  en  désignant 
par  f  l'anomalie  d'un  point  (x^ ,  r^)  de  l'ellipse  et  par  a  la  longueur 
du  demi-diamètre  passant  par  ce  point 

rt'*~j:'J-h7f.  _-«' cos*9-hÂ*  sin'9. 

Deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  étant  d'ailleurs  la  projec- 
tion de  deux  rayons  perpendiculaires  du  cercle,  l'anomalie  corres- 
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pondant  au  demi-diamètre  h'  conjugué  de  a  sera  ç-h-,  d'où 


et  par  suite 


b"^z:^a?  sin^ç4-  i*  cos^ç 


al^^V^^a^^h' 


ce  qui  est  le  premier  théorème  d'Apollonius.  Le  second  se  démontrera 
en  remarquant  que  le  rectangle  construit  sur  deux  rayons  perpen- 
diculaires Oa',  Oi'  du  cercle,  se  projette  (fig.  79)  suivant  le  parai- 


h: 


y'  ^-û 


y  -^ 


S^L- 


U 

F«g.  79 


lélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conjugués;  la  mesure  de 
sa  surface  est  le  carré  a^,  on  aura  donc  pour  sa  projection 

SEEa^cosa=ai  — a'i'sinô 

ce  qui  est  l'expression  du  second  théorème  d'Apollonius. 

La  réduction  de  l'équation  a  fait  voir  que  si  Ton  prend  pour  axes 
deux  diamètres  conjugués  quelconques,  l'équation  conserve  la 
même  forme.  Si  donc  on  rapporte  l'ellipse  aux  deux  demi-diamètres 
a  et  b\  son  équation  sera 


En  particulier,  si  ces  diamètres  sont  égaux,  on  pourra  l'écrire 


Pour  trouver  les  diamètres  conjugués  égaux,  on  remarquera  que 
deux  diamètres  de  longueurs  égales  sont  évidemment  symétriques 
par  rapport  aux  axes.  Si  donc,  l'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes, 
l'équation  du  premier  est 
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celle  du  second  sera 
d'où,  en  vertu  de  (2J1) 

ce  qui  donne  pour  leurs  équations 

ce  sont  les  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes. 

En  vertu  du  premier  théorème  d'Apollonius,  leur  longueur 
commune  a  sera  donnée  par 

«•*=: — 

•1 

réquation  de  la  courbe  est  par  suite 

ce  qui  exprime  que  la  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point 
de  la  courbe  aux  diamètres  conjugués  égaux  est  constante  y  car  cette 
somme  est  égale  à 

0  étant  Tangle  que  font  ces  deux  diamètres. 

163.  Problème.  —  Construire  les  axes  d'une  ellipse  dont  on 
connaît  deux  diamètres  conjugués  en  grandeur  et  en  direction. 

Une  solution  élégante  de  ce  problème  est  due  à  Chasles  :  on 
démontre  d'abord  le  lemme  suivant  :  deux  diamètres  conjugués  va- 
riables de  relUpsc  interceptent  sur  une  tangente  quelconque  deux 
segments  dont  le  produit  est  constant  y  et  égal  au  carré  du  demi-dia- 
mètre parallèle  à  la  tangente.  On  vérifie  aisément  cette  propriété 
par  le  calcul  en  prenant  pour  axes  le  diamètre  parallèle  à  la  tan- 
gente et  son  conjugué.  Mais  la  démonstration  suivante  en  indique 
la  raison  d'être. 

Les  couples  de  diamètres  conjugués  formant  en  ciïet  un  faisceau 
en  învolution,  une  tangente  quelconque  les  coupe  suivant  des  cou- 
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pies  de  points  en  involqtion,  dont  le  centre  est  le  point  de  contact 
parce  que  le  conjugué  de  ce  point,  qui  est  le  point  d'intersection  de 
la  tangente  avec  le  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  le 
point  de  contact,  est  à  Tinfini.  Le  produit  des  deux  segments  est 
donc  constant;  il  est  d'ailleurs  négatif  parce  que  les  points  doubles 
de  rinvolution,  qui  sont  les  points  d'intersection  de  la  sécante  avec 
les  asymptotes,  sont  imaginaires;  la  figure  fait  voir  effectivement 
qu'ils  sont  toujours,  dans  Tellipse,  situés  de  part  et  d'autre  du 
point  de  contact.  Pour  trouver  la  valeur  constante  du  produit,  par 
les  points rt  et  b  où  les  diamètres  conjugués  rencontrent  la  tangenti^ 
li\e  (fig-So"),  on  mènera  une  seconde  tangente  à  l'ellipse.  Les  points 


Fig.  80 

de  contact  c  et  d  de  ces  tangentes  sont  aux  extrémités  d'un  même 
diamètre,  car  la  corde  de  contact  me  des  tangentes  menées  du  point 
a  est  parallèle  au  diamètre  Ob  conjugué  de  Oa;  de  même  md  est  pa- 
rallèle à  Oa,  d'où  il  suit  que  ces  deux  cordes  sont  supplémentaires  et 
par  suite  les  tangentes  ac,  bd^  sont  parallèles.  Si  maintenant  Ton 
choisit,  parmi  tous  les  couples  de  diamètres  conjugués,  ceux  qui 
interceptent  sur  la  tangente  donnée  un  segment  dont  le  point  de 
contact  m  soit  le  milieu,  la  droite  me  menée  par  le  milieu  de  ab 
parallèlement  au  côté  Ob  du  triangle  Oab  partage  le  côté  Oa  en  son 
milieu;  le  point  y  est  donc  le  milieu  de  Oa  ;  il  est  aussi  le  milieu  de 
me  parce  que  la  corde  de  contact  me  est  parallèle  aux  cordes  conju- 
guées de  Oa\  le  quadrilatère  Ocam,  dont  les  diagonales  se  coupent 
en  leur  milieu,  est  donc  un  parallélogramme,  et  Ton  a  en  grandeur 
et  en  signe,  en  désignant  par  p  le  demi-diamètre  Oc  parallèle  à  la 
tangente 

ma.mb=^  —  p^  C.  0-  ^»  D- 

Cela  posé,  pour  déterminer  les  directions  des  axes,  étant  donnés 
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deux  diamètres  conjugués  OA',  OB'  (fig.  8i),  on  mènera  par  le 
point  A'  une  parallèle  a  OB'  qui  sera  la  tangente  en  ce  point;  ses 
points  d'intersection  A  et  B  avec  les  axes  s'obtiendront  en  remar- 
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Fig.  8i 

quant  que  le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  passe  par  le 
point  0  puisque  Tangle  AOB  est  droit,  et  par  les  points  C  et  D  ob- 
tenus en  élevant  sur  la  tangente  en  A'  une  perpendiculaire  sur  la- 
quelle on  prendra  les  longueurs 

AC--AD -OB 

puisque  Ton  doit  avoir 

A'Ax  VB^-OF' 

• 
Le  cercle  OCD  détermine  donc  les  points  A  et  B  qui  sont  sur  les 
axes  :  on  voit  aussi  que  ces  axes  sont  les  bissectrices  de  Tangle 
COD. 

Pour  avoir  maintenant  les  longueurs  des  axes,  on  remarquera 
que  Ton  a  en  vertu  des  théorèmes  d'Apollonius,  en  désignant  par  a 
et  b'  les  diamètres  conjugués  donnés,  par  a  et  6  les  axes  cherchés 

d'où        . 

(flH-i)2z^a'3-+.i'2+aa'i'sinO--^a^4-A'*-2rt'A'cos[^H-o) 

ia  -hf  ^ii'-^h^^-9a'b'sin(i^a^-hb^  -  :àa  A' cos  [^  -  oV 
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Or  les  angles  OA'C,  OA'D  sont  précisément  égaux  à -4-0  et  -  —  0, 

OA'est  égal  à  a  ,  A'C  et  A'D  sont  égaux  à  h'\  on  a  donc  dans  les 
triangles  OA'C,  OA'D 

OC  ^rt  +  A        OD=«-A 
d'où,  en  rabattant  le  côté  OD  sur  OC  en  Ë  et  F 

2«=:CE  2è  =  CF. 

164.  Exercices.  —  i.  Si,  dans  une  ellipse,  deux  cordes  supplémentaires 
variables  passent  par  les  extrémités  d'un  diamètre  donné,  et  que  par  un  point 
fixe  pris  sur  l'ellipse,  on  mène  des  parallèles  à  ces  cordes,  la  diagonale  libre 
du  parallélogramme  qu'elles  forment  avec  elles  passe  par  un  point  fixe.  Déter- 
miner ce  point,  et  en  conclure  la  construction  d'une  ellipse  donnée  par  son 
centre  et  par  trois  points. 

2.  OA  et  on  étant  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse,  on  abaisse  BP  per- 
pendiculaire sur  OA,  et  l'on  prend  BM  =  OA  ;  trouver  le  lieu  des  points  M. 

3.  Lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  ellipse  qui  passent  par  un  point  fixe. 

4.  Faire  voir  que  tout  point  d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les 
extrémités  glissent  sur  deux  droites  fixes  décrit  une  ellipse.  En  déterminer  les 
axes  et  construire  la  tangente  en  un  point  quelconque. 

5.  Les  points  de  rencontre  d'une  tangente  de  l'ellipse  avec  deux  tangentes 
parallèles  sont  sur  deux  diamètres  conjugués.  En  conclure  que  le  produit 
des  segments  interceptés  sur  une  tangente  fixe  par  deux  tangentes  paral- 
lèles variables,  et  comptés  à  partir  du  point  de  contact,  est  constant  et  égal 
au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente  fixe. 

6.  Le  produit  des  segments  que  chaque  tangente  à  l'ellipse  fait  sur  deux  tan- 
gentes fixes  parallèles,  à  partir  de  leurs  points  de  contact,  est  constant  et  égal 
au  carré  du  demi-diamètre  paraHèle  aux  tangentes  fixes. 

7.  Si,  par  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  on  mène 
deux  cordes  parallèles  quelconques,  leurs  extrémités  appartiennent  à  deux  dia- 
mètres conjugués. 

8.  La  corde  de  contact  de  deux  tangentes  de  l'ellipse  est  parallèle  à  la  corde 
comprise  entre  les  deux  diamètres  parallèles  aux  tangentes. 

9.  Sur  deux  demi-diamètres  conjugués  OA,  OB  de  l'ellipse  on  construit  le 
parallélogramme  OAGB  ;  on  mène,  un  diamètre  quelconque  OA'  qui  rencontre 
AC  en  A'  ;  on  mène  par  ce  point  la  parallèle  à  la  diagonale  OC  qui  rencontre 
OA  en  C,  puis  par  ce  point  une  parallèle  à  la  seconde  diagonale  AB  ;  le  point 
B'  où  elle  rencontre  CB  est  sur  le  diamètre  conjugué  de  OA'.  ' 

10.  La  somme  des  carrés  des  segments  compris,  sur  deux  normales  menées 
à  l'ellipse  par  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués,  entre  le  pied  de  la 
normale  et  l'un  des  axes  de  la  courbe,  est  constante  pour  le  môme  axe,  quels 
que  soient  les  deux  diamètres  conjugués. 

11.  Lieu  des  points  d'Intersection  des  droites  parallèles  respectivement  à  deux 
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directions  données,  menées  par  les  extrémités  d*une  corde  de  longueur  cons- 
tante inscrite  dans  un  cercle  donné. 

la.  Si  les  côtés  d'un  angle  mobile  glissent  sur  les  sommets  opposés  d'un 
rectangle,  fixe  ou  mobile,  circonscrit  à  une  ellipse,  les  droites  qui  Joignent  les 
pôles  des  côtés  de  cet  angle  respectivement  aux  sommets  sur  lesquels  ils  glis- 
sent, font  un  angle  constant. 


l'hyperbole 

165.  —  Si  Ton  suppose  maintenant  que  dans   Téqualion   ré- 
duite 

les  coefticients  M  et  N  soient  de  signes  contraires,  Tun  d'eux,  M 
par  exemple,  aura  le  même  signe  que  P  :  si  Ton  pose  alors 


M      I        N 


F~ri,       P~     h 


>' 


Téquation  prend  la  forme 

a 


Tj-'tî^'-  ('^^^) 


Si  l'on  coupe  la  courbe  par  des  parallèles  à  Taxe  X'OX  on  trouve 
que  les  points  d'intersection,  confondus  pour. r  -a,  ne  sont  réels 
que  pour  des  valeurs  égales  ou  supérieures  ù  a,  la  corde  interceptée 
augmentant  d'ailleurs  indéfiniment  avec  x.  La  courbe  a  donc  des 
branches  infinies;  ses  deux  points  à  Tinfini  sont  situés  (§  i4^))  sur 
les  droites 

au  ^       ' 


qui  sont  d  ailleurs  les  asymptotes  elles-mêmes,  parce  qu'il  n'y  a 
pas  de  termes  du  premier  degré.  Elles  passent  par  le  centre  comme 
cela  a  été  remarqué  d'une  façon  générale  pour  les  coniques.  La 
courbe  présente  donc  la  forme  de  la  figure  82  ;  la  longueur  a  est 
le  demi-axe  OA,  et  la  longueur  b  est  l'ordonnée  des  asymptotes 
correspondant  au  point  A,  Taxe  OY  ne  rencontre  pas  la  courbe  en 
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des  points  réels,  les  points  d'intersection  étant  donnés  par 

c'est  pourquoi  l'on  dit  que  a  est  le  demi-axe  transverse,  tandis  que 
h  est  le  demi-axe  imaginaire  ;  son  carré  est  —  h^  et  doit  être  con- 


X 


Fig.  8j 

sidéré  comme  tel  toutes  les  ibis  qu'il  est  question  des  carrés  des 
demi-axes.  Dans  Thyperbole 


c'est  l'inverse  qui  a  lieu  :  elle  est  située  dans  l'autre  angle  des 
asymptotes  et  l'on  dit  quelquefois  que  c'est  l'hyperbole  conjuguée 
de  la  première.  Si  les  axes  a  ei  b  deviennent  égaux,  l'équation 
prend  la  forme  simple 


a^-y 


^=a? 


on  dit  alors  que  l'hyperbole  est  équitatère;  ses  asymptotes  sont  les 
deux  bissectrices  de  l'angle  des  axes  ;  elles  sont  donc  perpendicu- 
laires. Réciproquement^  si  les  asymptotes  (233)  sont  perpendicu- 
laires, on  en  conclut 


I       r 

(V 


a     /,j 
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et  Thyperbole  est  équilatère.  Il  suit  de  là  que  lorsqu'une  conique 
est  donnée  par  Téquation  générale  (i65).  si  Ton  veut  exprimer,  en 
coordonnées  absolues,  qu'elle  est  une  hyperbole  équilatère,  on 
cherchera  le  cosinus  (§  AG)  de  l'angle  des  deux  droites 

ax^  -h  rkJixy  -h  h  y  *  -~  o 

et  l'on  exprimera  qu'il  est  nul.  On  trouve  alors  la  condition  linéaire 

a-h/f  —  vLh  cos6=::o.  (^54) 

Toute  la  théorie  de  rhypcrbole  peut  se  déduire  de  celle  de  l'ellipse 
par  le  simple  changement  de  b^  en  —  i^  ;  aussi  est-il  inutile  d'in- 
sister sur  les  propriétés  suivantes  qu'il  suffit  d'énoncer. 

La  somme  algébrique  des  inverses  des  carrés  de  deux  diamètres 
rectangulaires  est  constante  et  égale  à  la  somme  algébrique  des  in- 
verses des  carrés  des  demi-axes 


I        I 


a'     h^'~f^  '  f^ 


Le  carré  de  F  ordonnée  perpendiculaire  à  taxe  transverse  est  pro- 
portionnel au  produit  des  segments  qxielle  intercepte  sur  cet  axe 


Si  A<a,  la  courbe  peut  être  considérée  comme  la  projection  de 
Thyperbole  équilatère 

dont  le  plan  aurait  tourné. autour  de  l'axe  de  l'angle  a  donné  par 

h 

COSa  — -. 
a 

Si  &>a,  c'est  la  seconde  qui  est  la  projection  de  la  première  dont 
le  plan  aura  tourné  autour  du  même  axe  de  Tangle  a  tel  que 

a 

cosa-^7. 
/> 
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Mais  cette  propriété  est  moins  utile  que  la  propriété  correspondante 
de  Tellipse,  Thyperbole  équitatère  n'étant  pas  plus  simple  à  cons- 
truire qu'une  hyperbole  quelconque. 

Le  premier  membre  de  Téquation  (252)  est  positif  pour  tous  les 
points  situés  entre  les  branches  de  Thyperbole,  négatif  pour  tous 
les  autres. 

L'équation  de  la  tangente  au  point  (xq^q)  est 

Si  le  point  n'est  pas  sur  la  courbe;  c'est  la  polaire  du  point.  Les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  par  le  point  sont  réels  ou 
imaginaires  suivant  que  le  point  est  ou  non  entre  les  branches  de 
Thyperbole  :  d'où  il  suit  que  les  points  extérieurs,  qui  sont  par  défi- 
nition, lorsque  la  courbe  n'est  pas  fermée,  ceux  pour  lesquels  les 
deux  tangentes  sont  réelles(§  i  Sa),  sont  entre  les  branches  de  l'hyper- 
bole ;  tandis  que  les  autres  sont  intérieurs. 

Le  système  des  tangentes  menées  par  le  point  a  pour  équation 


i^.-i-  ■)  @-i:-)  -  (?-*"-  ■) 


o. 


Si  le  point  est  le  centre,  les  deux  tangentes  sont  réelles,  et  l'on  re- 
trouve, comme  cela  devait  être,  les  asymptotes. 

L'équation  de  la  tangente  en  fonction  de  ses  paramètres  angu- 
laires est 

et  conduit,  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse,  à  la  détermination  des 
quatre  foyers  

dont  deux  sont  réels  sur  l'axe  transverse,  et  deux  imaginaires  sur 
l'autre  ;  la  longueur  c  étant  égale  cette  fois  à  yjà^-^h^. 
Le  cercle  orthoptique  de  l'hyperbole  est 
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il  peut  être  imaginaire^  et  cela  arrive  si  Ton  a  A>«,  c'est-à-dire 
si  l'angle  des  asymptotes  qui  comprend  la  courbe  est  supérieur  à 

~ .  On  voit  en  effet  sur  Téquation  (aSS)  de  ces  droites  que  Tangle 

qu'elles  font  avec  Taxe  transverse,  qui  est  la  moitié  de  leur  angle, 

h  .  % 

a  pour  tangente- .  Pour  *>«  leur  angle  est  donc  supérieur  à-, 

et  Ton  ne  voit  la  courbe  sous  un  angle  droit  d'aucun  point  du  plan  : 
pour  b^^ay  on  sait  que  les  asymptotes  sont  perpendiculaires  ; 
rtiyperbole  est  équilatère,  et  le  cercle  orthoptique  se  réduit 
à  son  centre,  c'est-à-dire  que  le  centre  de  l'hyperbole  équilatère 
est  le  seul  point  d'où  l'on  puisse  la  voir  sous  un  angle  droit. 

On  trouve  facilement  dans  l'hyperbole,  comme  dans  l'ellipse, 
que  les  foyers  sont  les  seuls  points  pour  lesquels  tous  les  couples  de 
droites  conjuguées  sont  rectangulaires. 

La  relation  qui  lie  les  paramètres  angulaires  de  deux  diamètres 
conjugués  est 


Comme  ils  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  asymp- 
totes, ils  sont  situés  de  part  et  d'autre  de  ces  deux  droites;  l'un 
d'eux  rencontre  donc  toujours  l'hyperbole  en  des  points  réels,  tan- 
dis que  l'autre  ne  la  rencontre  pas.  De  plus,  les  droites  fixes  par 
rapport  auxquelles  ils  sont  conjugués  harmoniques  étant  réelles, 
deux  systèmes  de  diamètres  conjugués  de  l'hyperbole  n'empiètent 
jamais  Tun  sur  l'autre  (§  i55). 

Les  tangentes  aux  extrémités  d'un  diamètre  sont,  comme  dans 
l'ellipse,  parallèles  au  diamètre  conjugué,  et  la  corde  de  contact 
des  tangentes  menées  par  un  point  est  parallèle  au  diamètre  con- 
jugué de  celui  qui  passe  par  le  point. 

Dans  l'hyperbole  équilatère,  deux  diamètres  conjugués,  étant 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  asymptotes,  qui  sont 
perpendiculaires,  sont  symétriques  par  rapport  à  ces  droites. 

Les  théorèmes  d'Apollonius  s'expriment  dans  l'hyperbole  par  les 
relations 

nh'  sinO  — /lA. 
Pour  les  démontrer  encore  par  un  procédé  analogue  à  celui  qui 


432  LIVRE  m.   --  CHAPITRE   IV. 

a  élé  employé  dans  Tellipse,  posons 


.r  zr-.  a 


coso 


y/cos^ç  — sin^ç 
on  obtient  alors,  si  le  point  est  sur  Thyperbole 


,     ,  sino 


V^cos^ç  — sin-^ç 
et  la  longueur  du  demi-diamètre  y  aboutissant  est  donnée  par 

,3  .     ,0     «^  cos^  9  +  i^  si  n^  9 
^  cos-'ç  — sin-'ç 

Dans  ces  formules,  ç  représente  Tangleque  fait  avec  Taxe  trans- 
verse le  diamètre  passant  par  le  point  qui  se  projette  en  (-r'j^') 
dans  l'hyperbole  équilatère  dont  l'hyperbole  considérée  est  la  pro- 
jection^ si  toutefois  b  est  plus  petit  que  a. 

On  a  en  effet,  entre  la  longueur  p  d'un  diamètre  de  l'hyperbole 
équilatère  et  l'angle  9  qu'il  faft  avec  l'axe  transverse,  la  relation 

1      cos^ç  — sin^o 
p"  a^ 

m 

et  sa  projection  sur  l'axe  est  égale  a  x.  Considérant  maintenant  le 
diamètre  conjugué  de  l'hyperbole  équilatère ,  il  est  symétrique  du 
premier  par  rapport  aux  asymptotes  et  fait  par   suite  avec   l'axe 

l'angle — 9.  Son  extrémité  se  projette  donc  en  un  point  {jc'',y)^ 

situé  sur  le  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  en  («r^r')  dans  la 
première  hyperbole^  dont  les  coordonnées  sont 

sin9 


V'cos^9  — sin^9 
,     ^  COS9 

\/cos^9  — sin^9 
d'où 


,  /.,       ^j       ,^     n^  sm^  9  -+-  b'  cos-  9 
*^  cos^o  — sin-'o 
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d'où  enfin 

'!i  7  '■»  •»  1  'î 

«  •*  — 1)^^=1  a-  —  b^. 

Si  l'on  avait  6>«,  on  opérerait  sur  l'hyperbole  conjuguée. 

Pour  ce  qui  est  du  second  théorème,  remarquons  d'abord  que 
les  longueurs  de  deux  diamètres  conjugués  de  Thyperbole  équila- 
tère  sont  données  par 

I  _cos^9  — sin^ç         I  _sin^9  — cos^ç 

p-  a-  p^  w 

d'ailleurs  leur  angle  0^  est  7  —  ^9,  on  a  donc  entre  leurs  valeurs  ab- 

solues  pp'  sinO^  =  «*,  ce  qui  démontre  le  théorème  pour  Thyperbole 
équilatère.  Projetant  maintenant  le  parallélogramme  construit  sur 
deux  diamètres  conjugués  de  cette  courbe 

a  h'  sinO  --à'  COSa  =  «A. 

166.  Propriétés  relatives  aux  asymptotes.  —  L'équation 
de  rhypcrbole  et  celle  de  ses  asymptotes  ne  diiïèrent  que  par  le 
terme  constant;  les  deux  courbes  admettent  donc  les  mêmes  sys- 
tèmes de  diamètres  conjugués,  il  suit  de  là  que  les  portions  d'une 
sécante  comprise  entre  la  courbe  ou  entre  les  asymptotes  admet- 
tent le  même  point  milieu  ;  ou  encore  que  les  portions  (Tune  sécante 
comprise  entre  la  courbe  et  ses  asymptotes  sont  égales.  En  parti- 
culier, si  la  sécante  est  tangente,  le  segment  d'une  tangente  compris 
entre  les  deux  asymptotes  est  partagé  en  deux  parties  égales  au  point 
de  contact. 

Supposons  maintenant  que  Thyperbole  soit  rapportée  à  deux  dia- 
mètres conjugués,  de  longueurs  a'  et  //,  dont  Tun  soit  parallèle  à  la 
sécante.  L'équation  de  la  courbe  étant 

.r-       >•* 

on  a  pour  l'ordonnée  de  l'hyperbole  correspondante  à  Tabscisse  de 
la  sécante  donnée  (fig.  83) 

a  '^ 
Phiooet»  (iéom.  unnif/l.  i8 
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et  pour  celle  des  asymptotes 


d'où 


7 '2 

a  ^ 


CP'-ÂP^(CP+AP)(CP-AP)==AE.AC=:i^ 


c'est-à-dire  que  le  vroduît  des  segments  d'une  sécante  compris  entre 


Fig.  83 

• 

la  courbe  et  les  asymptotes  est  égal^  en  valeur  absolue^  au  carré  du 
demi-diamètre  qui  lui  est  parallèle. 

Les  propriétés  qui  précèdent  permettent  évidemment  de  cons- 
truire par  points  l'hyperbole  dont  on  connaît  les  asymptotes  et  un 
point  A  (fig.  83).  Il  suffira  de  mener  des  sécantes  par  le  point  A  et 
de  déterminer  sur  chacune  d'elles  le  second  point  D  tel  que  Ton 
ait  AG  =  DE.  La  courbe  sera  comprise  dans  le  même  angle  des 
asymptotes  que  le  point  A  ;  les  axes  seront  les  bissectrices  de  cet 
angle,  et  leurs  longueurs  s'obtiendront  plar  la  dernière  propriété 
démontrée,  en  menant  par  le  point  donné  une  sécante  perpendi- 
culaire à  l'axe  transverse. 

Ceci  permet  de  construire  simplement  une  hyperbole  dont  on 
connaît  deux  diamètres  conjugués  en  grandeur  et  en  position.  Les 
asymptotes  sont  en  effet  les  diagonales  du  parallélogramme  cons- 
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truit  sur  les  deux  diamètres,  et  comme  on  connaît  deux  points  de 
la  courbe,  on  est  ramené  à  la  construction  précédente. 

Si  Ton  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  asymptotes  de 
rhyperbole,  son  équation  prend  une  forme  particulièrement  simple. 
Lorsque  Tun  des  rayons  infinis  est  parallèle  à  Tun  des  axes,  leur 
équation  fait  voir  que  Tun  des  coefficients  des  carrés  est  nul.  Si 
les  deux  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes,  les  deux  carrés  man- 
quent dans  réquation  ;  si  en  outre  Torigine  est  le  centre,  il  ne 
reste  plus  que  le  terme  en  xjel  le  terme  constant.  L'équation  peut 

donc  s'écrire 

xjr=:k 

k  étant  positif  ou  négatif  suivant  Tangle  des  axes  dans  lequel  la 
courbe  est  comprise.  Dans  le  cas  de  la  figure  par  exemple,  Arestpo- 


•^  \^' 


Fig.  84 


sitif  et,  pour  en  trouver  la  valeur,  on  voit  que  Ton  a  pour  le  som^ 
met  de  l'hyperbole 

'A  '2 
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et  réquation  devient 

Elle  est  souvent  utile  et  permet  de  vérifier  les  propriétés  déjà  dé- 
montrées. La  tangente  est  alors 

167.  Exercices.  —  i.  Résoudre,  dans  les  cas  de  Thyperbole,  les  problèmes 
proposés  sur  Tellipse  ;  trouver  quels  sont  ceux  qui  subsistent,  et  faire  voir 
quelles  sont  les  modifications  que  doivent  subir  leurs  énoncés. 

2.  Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  aune  hyperbole  par  un  point 
extérieur  sont  ou  non  sur  la  môme  branche  de  courbe  suivant  que  le  point  est 
ou  n'est  pas  dans  Tangle  des  asymptotes  qui  comprend  la  courbe. 

3.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  ayant  un  système  de  diamètres  conjugues 
communs  en  grandeur  et  en  posilion,  trouver  le  lieu  des  pôles  par  rapport  à 
Tune  des  courbes  des  tangentes  de  Tautre. 

4.  Étant  donnée  une  conique  inscrite  dans  un  angle,  on  lui  mène  une  tan- 
gente quelconque  ;  trouver  :  i<*  le  lieu  du  point  de  concours  des  médianes  ; 
2<>  le  lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs  ;  3°  le  lieu  du  centre  du  cercle  cir- 
conscrit, eu  égard  au  triangle  formé  par  la  tangente  mobile  et  les  côtés  deFanglc. 

5. Trouver  les  mêmes  lieux  relativement  au  triangle  formé^de  deux  droites 
fixes  et  d'une  droite  variable  pivotant  autour  d'un  point  fixe. 

6.  A  partir  du  point  de  contact  d*une  droite  avec  un  cercle  donné  on  prend 
des  longueurs  qui  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné  :  par  les  points  ainsi 
obtenus,  on  mène  la  seconde  tangente  au  cercle  :  trouver  le  lieu  de  leurs  points 
de  rencontre. 

7.  Lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  pivotant  respectivement  autour 
de  deux  points  fixes  et  interceptant  sur  une  droite  donnée  un  segment  de  lon- 
gueur donnée. 

8.  Si,  dans  le  plan  d'une  hyperbole  équilatère,  on  déplace  d'une  façon  arbi- 
traire un  angle  donné,  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  cordes  déterminées 
par  la  courbe  sur  les  côtés  de  cet  angle  est  vue  du  centre  sous  un  angle  constant. 

9.  Si  Ton  prend  par  rapport  à  deux  hyperboles  équilatères  les  diamètres  con- 
jugués d'une  môme  direction,  l'angle  de  ces  diamètres  conjugués  reste  tixe 
quand  la  direction  varie. 

10.  Dans  l'hyperbole  équilalère,  le  centre,  le  milieu  d'une  corde,  une  de  ses 
extrémités  et  le  pied  de  la  perpendiculaire  menée  par  l'autre  à  la  tangente  &  la 
courbe  à  la  première  extrémité,  sont  sur  un  même  cercle.  En  déduire  la  cons- 
truction de  l'hyperbole  équilatère  dont-on  connaît  le  centre,  une  tangente  et  un 
point. 

I  i.Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  cifconscrite  à  un  triangle,  elle  passe 
par  le  point  de  rencontre  des  hauteurs.  Si  le  triangle  est  rectangle,  la  normale 
au  sommet  de  l'angle  droit  est  parallèle  à  l'hypolénuse. 

12.  Réciproquement,  toute  conique  circonscrite  à  un  triangle  et  passant  par 
le  point  du  concours  des  hauteurs  est  une  hyperbole  équilatère. 

i3.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  circonscrites  &  un  triangle. 
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U   PARABOLE 


168.  —  L'équalion    de  la  parabole  a  été  ramenée  à  la  forme 
simple 

(.45) 


>2^-  2/>j: 


elle  est  alors  rapportée  à  un  diamètre  et  à  la  tangente  à  Textré- 
mité  de  ce  diamètre  (fig.  85).  Si  les  axes  sont  rectangulaires,  elle 
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Fig.  86 

est  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet,  et  Ton  a 
trouvé  (§  157)  la  relation  qui  lie  le  paramètre  p  relatif  à  Taxe  au 
paramètre  //  relatif  au  diamètre  qui  fait  avec  la  tangente  à  son 
extrémité  Tangle  0. 

Supposons  les  axes  rectangulaires  ;  on  voit  que  l'ordonnée  j  n'est 
réelle  que  pour  les  valeurs  positives  de.>r:,  et  que  sa  valeur,  d'abord 
nulle  pour  j=o,  va  sans  cesse  en  croissant  et  grandit  indéfiniment 
avec  j:;  la  courbe  est  d'ailleurs  symétrique  par  rapport  à  Taxe  X'OX, 
elle  offre  donc  la  forme  de  la  figure  85.  La  direction  du  rayon  infini 
est  celle  de  l'axe,  et  l'asymptote  correspondante  est  rejetée  à  l'in- 
fini (§  148),  ce  qui  doit  être  puisque  la  parabole  est  la  conique  tan- 
gente à  la  droite  de  l'infini. 

L'équation  (245)  fournit  immédiatement  la  construction  de  la 
courbe  par  points  :  elle  exprime  en  effet  que  le  carré  de  t ordonnée 
perpendiculaire  à  taj:e  est  proportionnel  aux  segments  de  taxe  com- 
pris entre  le  sommet  et  le  pied  de  tordotinée.   Si    donc  on  porte 
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sur  OX',  à  partir  de  rorigine,  une  longueur  OB  égale  à  ip,  le  cercle 
ayant  pour  diamètre  le  segment  BG  compris  entre  le  point  B  et  le 
pied  G  d'une  ordonnée  arbitrairement  choisie  interceptera  sur  OY  la 
longueur  OD  de  l'ordonnée  qui,  portée  à  partir  du  point  C  en  dessus 
et  en  dessous  de  Taxe,  fournira  deux  points  M  et  M'  de  la  courbe. 
La  tangente  en  un  point  (^o' Jo)  ^^  ^^  courbe  a  pour  équa- 
tion (§  149) 

Si  Ton  y  fait  j'=o,  on  trouve  x=— j:^j,  c'est-à-dire  que  Ton  a  en 
valeur  absolue  OT  =  OC,  ce  qui  fournit  un  moyen  simple  de  cons- 
truire la  tangente  en  un  point,  et  ce  qu'on  exprime  en  disant  que 
la  sous-tangente  est  double  de  F  abscisse  du  point  de  contact  :  la  sous- 
tangente  est  la  projection  CT  sur  l'axe  de  la  portion  de  la  tangente 
comprise  entre  le  point  de  contact  et  l'axe.  La  normale  MN  a 
pour  équation 

si  l'on  y  faitj^=o,  on  trouve 

c'est-à-dire  que  la  longueur  GN,  qui  est  la  sous-normale,  est  égale 
au  paramètre . 

Si  le  point  (j^'q,  j  0)  ^'^^^  V^^  sur  la  courbe,  l'équation  (255)  repré- 
sente alors  la  polaire  du  point.  Si  l'on  cherche  les  points  d'inter- 
section de  la  courbe  et  de  cette  droite,  on  trouve 

et  les  racines  de  Téquation  en  j^  sont  réelles  ou  imaginaires  suivant 
que  l'expression 

jl—^px^ 

est  positive  ou  négative.  On  voit  facilement,  ert  faisant  x^=^o,  qu'elle 
est  positive  pour  tous  les  points  du  plan  situés  dans  la  même  région 
que  la  tangente  au  sommet,  ce  sont  les  points  extérieurs  ;  les  points 
situés  par  rapport  à  la  courbe  dans  la  même  région  que  la  par- 
tie OX  de  l'axe  sont  les  points  intérieurs. 

L'équation  du  système  des  tangentes  menées  par  le  point  (^o^Jo) 
est  d'ailleurs 

(y- -  yKv) {il    ■  yKV^,)  -  [  1  jo  —  ri^-i- J^o)]^  —  o. 
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On  trouve  facilement  par  un  calcul  direct  que  la  condition  pour 
que  la  droite 

soit  tangente  à  la  courbe,  c'est-à-dire  Téquation  tangentielle  de  la 
parabole,  est 

Si  Ton  en  tire  w^  on  en  conclut  Téqualion  de  la  tangente  en  fonc- 
tion de  ses  paramètres  angulaires,  qui  est 

Elle  montre  qu'on  ne  peut  mènera  la  courbe  qu'une  tangente  pa- 
rallèle à  une  direction  donnée,  ce  qui  tient  à  ce  que  le  point  par 
lequel  on  mène  les  tangentes  à  la  courbe  est  choisi  à  l'infini,  c'est- 
à-dire  sur  une  tangente  déjà  connue,  la  droite  de  Tinfini.  Si  on 
récrit 

elle  admet  pour  racines  les  paramètres  angulaires  des  tangentes 
menées  par  le  point  [x^y). 
Les  foyers  de  la  parabole  s'obtiendront  en  identifiant  avec 

ce  qui  donne 

p 
x-=-      r=o 

et  fournit  un  seul  foyer  réel  situé  sur  l'axe  OX^  ce  qui  est  bien  con- 
forme à  ce  qui  a  été  dit  (§  94)  sur  les  foyers  d'une  courbe  de  classe 
donnée,  lorsqu'elle  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini.  La  polaire 

de  ce  foyer,  c'est-à-dire  sa  directrice  (§  94)  est  la  droite  j:=— -  qui 

a  déjà  été  ainsi  désignée  (§  157).  Cette  droite  est  en  même  temps 
le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  la  parabole,  car 
si  l'on  exprime  que  les  tangentes  menées  du  point  («r^fjro)  sont  per- 
pendiculaires, c'est-à-dire 
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on  en  conclut  le  lieu 

Plus  généralement,  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées 
par  ces  points  sont  parallèles  aux  diamètres  conjugués  de  la  co- 
nique 

est  la  droite 

Cette  équation  peut  être  identiGée  avec  celle  d'une  droite  quelcon- 
que du  plan,  on  en  conclut  que  les  couples  de  tangentes  menées  à  la 
parabole  par  les  différents  points  d*une  droite  sont  parallèles  aux  cou- 
ples de  diamètres  conjugués  d'une  même  conique,  et  par  suite  de  toutes 
les  coniques  qui  ont  les  mêmes  termes  du  second  degré.  Si  la  droite 
donnée  est  la  droite 

les  coefficients  des  termes  du  second  degré  de  la  conique  corres- 
pondante sont  donnés  par  les  équations 

a        sf       w 

Cette  conique  a  donc  pour  équation 

C'est  une  parabole,  si  Ton  a 

c'est-à-dire  si  la  droite  est  tangente  à  la  parabole  donnée  ;  c*est  une 
ellipse  si  la  même  expression  est  négative,  c'est-à-dire  si  la  droite 
est  extérieure  à  la  parabole  ;  en  particulier,  pour  la  directrice  c'est 
un  cercle  :  enfin  c'est  une  hyperbole,  si  la  droite  donnée  rencontre 
la  parabole  en  des  points  réels  ;  si  l'on  veut,  par  exemple,  que  la 
conique  soit  une  hyperbole  équilatère,  il  faut  que  Ton  ait 
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ce  qui  exprime  que  la  droite  donnée  passe  parle  foyer  ;  c'était  évi- 
dent à  priori.  On  voit  aussi  facilement  que  si  la  droite  donnée  est 
parallèle  à  Taxe,  la  conique  a  une  asymptote  parallèle  à  la  même 
direction  ;  si  la  droite  passe  par  Torigine,  elle  a  une  asymptote  per- 
pendiculaire à  Taxe  ;  enfin  si  elle  est  perpendiculaire  à  Taxe,  les 
axes  de  la  conique  sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

169.  Droites  et  diamètres  conjugués.  —  L'équation  aux 
paramètres  angulaires  des  tangentes  issues  d'un  point  étant 

deux  droites,  issues  du  même  point,  leur  seront  conjuguées  harmo- 
niques si  Ton  a 

Elles  seront  rectangulaires  si  Ton  a  en  mémo  temps 

et  leurs  paramètres  angulaires  seront  alors  donnés  par  Téquation 
du  second  degré 


p        'l^  qlx 

I  o  I 


--() 


ou 

Les  racines  de  cette  équation  sont  toujours  réelles;  elles  sont 
indéterminées,  si  Ton  a 

» 

c'est-à-dire  si  le  point  donné  est  le  foyer.  De  sorte  que,  pour  la  para- 
bole comme  pour  les  coniques  à  centre,  le  foyer  est  le  seul  point  tel 
que  deux  droites  conjuguées  quelconques  issues  de  ce  point  soient 
rectangulaires. 

L'équation  du  diamètre  qui  partage  en  deux  parties  égales  le? 
cordes  parallèles  à  la  direction 

ux  +  sfy  —  o 
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est  (§  i55) 

Tous  les  diamètres  sont  donc,  comme  on  le  sait  déjà,  parallèles  à 
Taxe  ;  et  réciproquement,  toute  parallèle  à  Taxe  est  un  diamètre. 
Un  diamètre  quelconque  coupe  la  courbe  en  un  point  dont  For- 

donnée  est  —  ^—  ;  la  tangente  en  ce  point  a  donc  pour  équation 

OU 

ce  qui  fait  voir  qu'elle  est  parallèle  aux  cordes  que  le  diamètre  par- 
tage en  parties  égales. 

On  sait  (§  157)  que,  si  Ton  prend  pour  axes  de  coordonnées  un 
diamètre  quelconque  et  la  tangente  à  son  extrémité,  Téquation 
garde  la  même  forme 

et  que  les  paramètres  p  et  p  relatifs  à  Taxe  et  au  diamètre  consi- 
déré sont  liés  par  la  relation 


/  _• 


.a< 


p—p  sm-'ô 

dans  laquelle  0  désigne  Tangle  du  diamètre  et  de  ses  cordes. 
L'équation  de  la  tangente  conserve  alors  la  forme 

et  Ton  voit  que  la  sous-tangente,  comptée  parallèlement  aux  cor- 
des, est  toujours  double  de  Tabscisse.  On  a  donc  (fig.  86)  AT  =  AB. 
D'ailleurs  la  corde  de  contact  des  tangentes  d'un  point  T  de  l'axe  AX 
est  x-hXQ=i  o  ;  elle  est  donc  parallèle  à  la  tangente  en  A,  et  par  suite 
son  milieu  fi  est  sur  l'axe  AX;  d'où  il  suit  que  dans  la  parabole, 
comme  dans  les  coniques  à  centre,  la  corde  de  contact  des  tangentes 
menées  par  un  point  est  partagée  en  deux  parties  égales  par  le  dia- 
mètre qui  passe  par  le  point. 

Les  deux  dernières  propriétés  fournissent  immédiatement  la  pa- 
rabole tangente  à  deux  droites  données  en  deux  points  donnés.  On 
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joindra  les  points  de  contact  par  la  droite  MM'  dont  le  milieu  B, 
joint  au  point  d'intersection  des  deux  droites  données,donnera  le  dia- 
mètre BT  ;  le  milieu  de  BT  est  le  point  de  contact  de  la  tangente  à 


Fig.  86 

lextrémité  de  ce  diamètre  ;  cette  tangente  est  parallèle  à  MM',  et 
ainsi  de  suite. 

170.  Exercices.  —  i.  Le  segment  d'une  tangente  à  la  parabole  compris  entre 
le  point  de  contact  et  la  directrice  étant  prolongé  au  delà  de  la  directrice  d'une 
quantité  égale,  si  l'on  mène  par  le  point  ainsi  obtenu  une  seconde  tangente  à 
la  parabole,  la  corde  de  contact  est  perpendiculaire  à  la  première  tangente. 

!i.  Par  un  point  variable  d'une  tangente  flxe  de  la  parabole  on  mène  une 
seconde  tangente,  du  point  de  contact  de  laquelle  on  abaisse  une  perpendicu- 
laire sur  la  tangente  fixe  ;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  cette  per- 
pendiculaire avec  la  perpendiculaire  élevée  au  point  variable  sur  la  seconde 
tangente. 

3.  Lorsqu'un  triangle  est  circonscrit  à  une  parabole,  le  cercle  circonscrit 
passe  par  le  foyer,  et  le  point  de  concours  des  hauteurs  est  sur  la  directrice. 

4.  Lieu  des  points  d'intersection  des  droites  menées  respectivement  par  deux 
points  fixes,  et  coupant  en  des  points  conjugués  la  polaire  de  l'un  d'eux  par 
rapport  à  une  conique  donnée.  Montrer  que  ce  lieu  est  une  conique  ;  et,  sup- 
posant l'un  des  points  flxe  et  l'autre  variable,  chercher  dans  quelle  région  du 
plan  doit  se  trouver  le  point  variable  pour  que  le  lieu  soit  une  ellipse^  une 
hyperbole  ou  une  parabole.  Construire  le  lieu  qui  sépare  les  deux  régions. 

5.  Lieu  du  point  d'où  l'on  voit  sous  un  angle  donné  une  parabole  donnée. 
Examiner  quelle  partie  du  lieu  correspond,  soit  à  l'angle  donné,  soit  à  l'angle 
supplémentaire  et  indiquer  les  régions  du  plan  qui  comprennent  l'un  et  l'au- 
tre, quel  que  soit  l'angle  donné. 

6.  Trouver  l'enveloppe  des  perpendiculaires  abaissées  sur  des  droites  pivo- 
tant autour  d'un  point  fixe,  de  leurs  pôles  respectifs  par  rapport  à  une  co- 
nique donnée. 
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171.  Conique  déterminée  par  cinq  points.  —  Le  nombre 
des  points  réels  ou  imaginaires  conjugués,  confondus  ou  non,  à  dis- 
tance finie  ou  à  l'infini,  communs  à  deux  coniques  qui  ne  coïnci- 
dent dans  aucune  de  leurs  parties,  est  égal  a  quatre  d'après  le  théo- 
rème de  Bezout  :  on  le  vérifiera  d'ailleurs  lorsqu'il  s'agira  de  les 
déterminer.  11  suit  de  là  que  cinq  points  d'une  conique  qui  ne  se 
décompose  pas  en  deux  droites  sont  toujours  distincts^  c'est-à-dire 
qu'aucun  d'eux  ne  peut  résulter  des  quatre  autres  :  car,  si  cela  arri- 
vait, toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  quatre  premiers,  coni- 
ques en  nombre  infini  puisqu'il  faut  cinq  conditions  (§  112)  pour 
déterminer  une  conique,  passeraient  aussi  par  le  cinquième,  et  au- 
raient cinq  points  d'intersection  ;  ce  qui  est  impossible,  puisque,  ne 
se  décomposant  pas,  elles  ne  peuvent  coïncider  dans  aucune  de 
leurs  parties.  11  résulte  d'ailleurs  de  ce  qui  a  été  dit  (§  112)  que 
cinq  conditions  linéaires  tléterminent  toujours  une  conique  et  une 
seule,  pourvu  qu'elles  soient  distinctes  :  donc  cinq  points  qui  ne  sont 
pas  distribués  sur  deux  droites  détef^minent  toujours  une  conique  et 
une  seule.  Il  est  clair  que  le  théorème  subsiste  dans  le  cas  d'excep- 
tion, pourvu  qu'il  n'y  en  ait  pas  plus  de  trois  en  ligne  droite,  et 
qu'il  suffit  dès  lors  d'excepter  les  cas  où  quatre  ou  cinq  des  points 
donnés  sont  en  ligne  droite, 

11  est  évident  qu'on  ne  peut  pas  en  dire  autant  de  cinq  conditions 
,  linéaires  quelconques,  et  que  l'on  peut  imaginer  autant  de  condi- 
tions linéaires  que  Ton  voudra  résultant  de  quatre  condi- 
tions linéaires  données  entre  les  coefficients  de  Téqualion  générale 
(164).  L'interprétation  géométrique  de  la  condition  linéaire  la 
plus  générale  achèvera  un  peu  plus  loin  d'élucider  cette  question 
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Si  Ton  écrit  que  Téquation  générale  (164)  est  satisfaite  par  les 
coordonnées  de  cinq  points  donnés,  et  si  Ton  élimine  les  coefficients 
entre  cette  équation  et  les  équations  de  condition,  on  trouve  faci- 
lement réquation  de  la   conique   passant  par  les   cinq  points, 

qui  est 

4         •>        <• 
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dans  laquelle  tous  les  coefficients  ne  sont  jamais  simultanément 
nuls,  d'après  ce  qui  précède,  si  quatre  des  cinq  points  donnés  ne 
sont  pas  en  ligne  droite;  et  où  Ton  peut  remplacer  les  z  par  Tunité 
si,  les  coordonnées  étant  cartésiennes,  on  veut  revenir  aux  coordon- 
nées absolues.  La  question  est  donc  résolue  analytiquement,  et  Té- 
quation'  de  la  courbe  permet  d'en  trouver  tous  les  autres  points. 

11  existe  plusieurs  théorèmes  de  géométrie,  fort  importants,  cha- 
cun desquels  permet  de  construire  un  sixième  point  quelconque 
d'une  conique  dont  on  connaît  cinq  points  ;  par  leur  moyen^  la 
connaissance  des  cinq  points  peut  dès  lors  être  considérée  comme 
équivalente  à  Téquation  de  la  courbe. 

172.  Théorème  de  Ghasles.  —  Lemme.  —  Le  lieu  des  points 
(f  intersection  de  deux  rayons  correspondants  de  deux  faisceaux  ho- 
mographiques  à  sommets  distincts  est  une  conique  passant  par  les 
sommets  des  deux  faisceaux. 

Soient  deux  faisceaux  de  droites 

« 

ayant  pour  sommets,  le  premier  le  point  d'intersection  des  droites 
X  =  o,  Y  =  o,  le  second  celui  des  droites  Z  =  o,  V  — o.  Ils  seront 
homographiques  (§  58)  si  l'on  a  entre  X  et  |a  une  relation  de  la 
forme 


Éliminant  X  et  |ji  entre  ces  trois  équations,  on  aura  le  lieu  des  points 
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d'intersection  de  deux  rayons  correspondants  :    son  équation  est 

a\Z  ^  iX  V  -  cYZ  +  rf  Y  V = o 

équation  d'une  conique  passant  par  les  sommets  des  deux  fais- 
ceaux. 

11  suit  de  là  que,  si  deux  faisceaux  homographiques  ont  leurs  som- 
mets rt  et  i  sur  une  conique  donnée  (fig.  87)  et  si  trois  couples  de 


FIg.  87 


rayons  correspondants  se  coupent  en  trois  points  c,  d^  e^  de  la 
conique,  ce  qui  définit  la  correspondance  (§  56),  le  lieu  des  points 
d'intersection  de  deux  rayons  correspondants  est  une  conique  ayant 
cinq  points  communs  avec  la  conique  proposée,  et  qui,  alors,  coïn- 
cide avec  elle.  Par  conséquent  (§  5i)  si  Ton  se  donne  arbitrairement 
un  rayon  «/du  premier  faisceau  et  si  Ton  considère  le  rayon  i/qui 
lui  correspond  dans  le  second  faisceau,  le  rapport  anharmonique 
des  droites  ac,  ady  ae^aft'sX  égal  au  rapport  anharmonique  des 
droites  hc^  bd,  be^  bf,  Oa  en  conclut  le  théorème  de  Ghasles  qui 
est  le  suivant  :  le  rapport  anharmonique  des  ^droites  qui  joignent  un 
point  variable  d'une  conique  à  quatre  points  fixes  de  cette  courbe  est 
constant. 

Four  construire  au  moyen  de  ce  théorème  une  conique  définie 
par  cinq  points  a,  A,  c,  rf,  e  (fig.  87),  on  considérera  les  deux  fais- 
ceaux «c,  ad,  ae,  et  ic,  bd,  be.  Le  rayon  i/clu  second  faisceau 
correspondant  au  rayon  a/,  arbitrairement  choisi  dans  le  premier^ 
s'obtiendra  en  traçant  (§  43)  la  droite  issue  du  point  b  qui  forme 
avec  les  droites  ic,  Arf,  i<?,  un  rapport  anharmonique  égal  au  rap- 
port anharmonique  des  quatre  droites  ac,  arf,  ae,  af  :  le  point 
d'intersection/ des  deux  rayons  a/,  i/ appartient  à  la  conique,  et 
on  pourra  en  obtenir  ainsi  autant  que  Ton  voudra,  puisque  le 
rayon  af  est  arbitraire.  Si  Ton  veut  par  exemple  la  tangente  en 
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6,  on  choisira  dans  le  premier  faisceau  le  rayon  ah  :  on  obtient 
ainsi  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe. 

173.  Théorème  de  Desargues.  —  Une  transversale  quelcon- 
que rencontre  toutes  les  coniques  passant  par  quatre  points  réels  ou 
imaginaires  conjugués  deux  à  deux^  suivant  des  couples  de  points  en 
involution. 

Si  les  équations  de  deux  coniques  passant  par  ces  quatre  points 
sont 

Téquation  générale  des  coniques  qui  les  contiennent  est  (§  1 13) 

d*oii  il  suit  que,  si  la  transversale  est  prise  pour  axe  X'OX,  ce  que 
Ton  peut  toujours  supposer,  Téquation  du  second  degré  de  laquelle 
dépendent  ses  points  d'intersection  avec  une  conique  quelconque 
du  système  est  une  combinaison  linéaire  de  celles  dont  dépendent 
ses  points  d'intersection  avec  les  deux  coniques  données.  Il  suit  de 
là  (§  14^)  que  les  couples  de  points  considérés  sont  en  involu- 
tion. 

Pour  trouver  parle  moyen  de  ce  théorème  un  sixième  point  d'une 
conique  dont  on  connaît  cinq  points  a,  b,  c,  d,  e^f,  on  tracera  les 
deux  couples  de  droites  ab,  cd  et  ac,  bdj  qui  sont  deux  coniques 
passant  par  les  quatre  premiers  ;  et  le  second  point  d'intersection 
avec  la  conique  d'une  droite  menée  arbitrairement  par  le  point/* 
sera  le  conjugué  de/dansTinvolution  dont  deux  couples  de  points 
sont  les  points  d'intersection  de  la  droite  avec  les  deux  couples  de 
droites,  ab,  cd  et  ac^  bd.  On  sait  construire  ce  point  par  la  règle 
seule  (§  i43);  on  peut  d'ailleurs  choisir  arbitrairement  deux  des 
trois  couples  de  droites  auxquels  donnent  lieu  les  quatre  points  a, 
£,  c,  dy  parce  que  leurs  points  d'intersection  avec  une  sécante  quel- 
conque sont  en  involution  (§  142). 

11  faut  noter  que  le  théorème  de  Desargues  peut  encore  s'énoncer 
ainsi  :  il  y  a  sur  toute  droite  deux  points^  réels  ou  imaginaires^  conju- 
gués communs  à  toutes  les  coniques  (Ttm  faisceau  linéaire. 

Un  cas  particulier  de  ce  théorème,  connu  sous  le  nom  de  théo- 
rème de  Joachimsthal,  bien  que  tout  l'honneur  en  revienne  à  De- 
sargues, est  le  suivant  :  si  l'on  suppose  que  l'une  des  coniques  soit 
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un  cercle  et  que  la  sécante  soit  la  droite  de  Tinfini,  on  voit  que  les 
points  à  l'infini  sur  la  conique,  les  points  cycliques,  et  les  points  à 
rinfini  sur  un  système  de  cordes  communes  aux  deux  courbes 
donnent  lieu  à  six  directions  parallèles  à  six  rayons  d'un  faisceau  en 
iuYolution.  Mais  les  directions  conjuguées  communes  à  celles  des 
deux  premiers  couples  sont  celles  des  axes  de  la  conique;  les  rayons 
parallèles  à  ces  a^es  sont  donc  les  rayons  doubles  du  faisceau,  et 
sont  par  suite  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  rayons  pa- 
rallèles aux  cordes  communes,  d'où  il  suit  que  deux  cordes  corn- 
munes  opposées  d'un  cercle  et  cTune  conique  sont  également  inclinées 
sur  les  axes.  On  peut  ajouter  qu'il  en  est  de  même  des  directions 
asymptotiques  d'une  conique  quelconque  passant  par  les  points 
communs  au  cercle  et  à  la  conique.  11  est  clair  d'ailleurs,  si  l'on 
prend  les  axes  de  coordonnées  parallèles  aux  axes  de  la  conique  C^ 
que,  si  l'autre  est  un  cercle,  l'équation  générale 

ne  renfermant  pas  de  terme  en  xj^  représente  une  courbe  dont  les 
axes  sont  aussi  parallèles  aux  axes  de.  coordonnées,  et  dont  les 
asymptotes  sont  alors  également  inclinées  sur  les  axes  de  la  co- 
nique C^. 

174.  Théorème  de  Pascal.  —  Lemme.  —  Lorsque  trois  coni- 
ques ont  uneco7'de  commune^  les  trois  cordes  opposées^  respectivement 
communes  aux  mêmes  courbes  combinées  deux  à  deitx^  sont  concou- 
rantes. 

Si  les  trois  coniques  passent  par  deux  sommets  du  triangle  deré- 
rérence,les  équations  de  deux  d'entre  elles  sont  de  la  forme 

c^z'^-\-  *>-f^yz  -i-  *^g^zx  H-  ihyXj  =  o 
C^z^  -h  oj^jz  -\-  ig.^zx  +  'xh^.j = o . 

Multipliant  la  première  par  A^,  la  seconde  par  —Ji^  et  ajoutant, 

il  \ient 

z[{cJi.2-c.Ji,)z-^'i{f^/i,~f^/,^)jr-h9,{gJi^-g./i,)x]==o 

équation  d'un  système  de  doux  droites  passant  par  leurs  points  d'in- 
tersection, dont  Tune  :;  =  o  est  la  corde  commune  supposée,  et 
dont  l'autre  est  la  corde  commune  opposée  à  j  —  o  relativement 
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aux  deux  coaiques  considérées.  Combinant  les  trois  coniques  don«- 
nées  de  deux  autres  façons,  on  obtiendra  les  deux  autres  cordes 
communes  analogues  par  une  permutation  circulaire.  Leurs  équa- 
tions sont 


(Cj/i^  -  c/i,)  z  4-  2  {fji^  -/, Aa)^  4-  a  {g A  -  gA)^=^  o- 

Ces  trois  droites  sont  concourantes,  car  si  on  multiplie  Téquation 
de  la  première  par  Z/,,  celle  de  la  seconde  par/24,  celle  de  la  troi- 
sième par  A3,  et  si  Ton  ajoute,  on  obtient  une  identité.  C.  Q.  F.  D. 

On  conclut  de  là  le  théorème  de  Pascal  dont  Ténoncé  est  le  sui- 
vant :  Si  six  points  sont  sur  une  conique^  les  trois  points  de  rencon- 
tre des  couples  de  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

Soient  en  effet  a,  £,  c,  d,  e,/six  points  d'une  conique  C  (&g  88); 


Fig.  88 

considérons  la  conique  C,  la  conique  formée  de  deux  droites  a&,  cd 
et  la  conique  aj\  de  ;  elles  ont  la  corde  commune  adj  donc  les  trois 
cordes  communes  opposées  AAr, /e,  £c,  sont  concourantes. 

C.  Q.  F.  D. 

On  peut  encore  démontrer  ce  théorème  d'une  façon  moins  di* 

recte,  mais  non  moins  élégante,  ainsi  qu*il  suit.  Si  Ton  applique 

le  second  des  théorèmes  généraux  démontrés  §  i  i3au  cas  où  m  =  3, 

on  obtient  le  résultat  suivant  :  toutes  les  courbes  du  troisième  degré 

PiCQUCT,  Géom.  analyt,  %^ 


450 


LIVRE  m.   —  CIIAPITfiE   V. 


qui  passent  par  huit  poiiits  donnés  ont  un  neuvième  point  commun. 
Or  la  conique  C  et  la  droite  hk  d'une  part,  le  système  des  trois 
droites  aby  cd,  ef  et  le  système  bc,  de,  fa  d*autre  part,  sont  trois 
courbes  du  troisième  degré  ayant  en  commun  les  six  points  doD- 
nés,  ainsi  que  les  points  h  et  A;  elles  en  ont  donc  un  neuvième: ce 
dernier  n'est  évidemment  pas  sur  la  conique  G,  il  est  donc  sur  la 
droite  /lA,  par  suite  la  droite  hk  concourt  avec  une  des  trois  droites 
rti,  crf,  ^et  une  dos  trois  droites  hc,  de^fa^  lesquelles  ne  sau- 
raient être  que  les  droites  ^et  hc  parce  que  la  droite /lAr  passe  déjà 
parles  points  h  et  A. 

Le  théorème  de  Pascal  donne  immédiatement  un  sixième  point 
d'une  conique  dont  on  connaît  cinq  points  a,  h^  c,  d,  e.  Menant  en 
effet  par  le  point  a  une  droite  arbitraire  ak,  et  construisant  la 
droite  hk  qui  joint  le  point  d'intersection  de  ak  et  cd  avec  le  point 
commun  à  ab  et  de^  la  droite  hk  coupe  bc  en  un  point  /  qui  joint  au 
point  e  par  la  droite  le  détermine  sur  la  conique  le  point  / 
cherché. 

Il  permet  aussi  d'obtenir  la  tangente  en  un  point  quelconque  : 
on  peut  en  effet  supposer,  dans  l'énoncé  du  théorème,  que  deux 
sommets  de  l'hexagone  inscrit  sont  confondus  sur  la  tangente  en 
l'un  de  ces  points.  L'énoncé  devient  alors  le  suivant  :  deux  côtés 
non  adjacents  ae,  bc  (fig.  89)  d'unpejitagone  abcdese  coupent  en  un 


s.'f- 


Fig.  89 


point  l  ;  deux  autres  côtés  ab^  de^  en  un  point  h  ;  la  droite  Ui  con- 
court avec  le  cinquième  côté  cd  et  la  tangente  au  sommet  opposé  a 
à  la  conique  circonscrite.  Cela  posé,  la  construction  de  la  tangente 
en  a  est  immédiate  ;  elle  passe  par  le  point  de  rencontre  des  droites 
hl  et  cd. 

Le  théorème  de  Pascal  donne  lieu  à  deux  autres  cas  particuliers 
qui  Sont  évidents  sur  simple  énoncé. 
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Éiant  donnés  un  qnadrangle  et  une  conique  circonscrite ^  les  tan- 
gentes en  deux  sommets  opposés  du  qnadrangle  et  la  droite  qui  joint 
ceux  des  points  diagonaux  qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite  avec  ces 
sommets  sont  concourantes. 

Étant  doimés  un  triangle  et  une  conique  circonscrite,  les  points  où 
chaque  côté  du  triangle  rencontre  la  tangente  au  sommet  opposé  sont 
en  ligne  droite. 

175.  Théorème  de  Gamot.  —  Le  théorème  général  démon- 
tré §  II 8,  appliqué  au  cas  d'un  triangle  et  d'une  conique,  devient  le 
suivant  :  si  les  trois  côtés  d'un  triangle  abc  coupent  respectivement 
une  conique  aux  points /^^^  Pa'^  Ç\f  ?2  ^^^n  '^2«  ^^  ^  Tidentité 

• 

ap^.  ap^.  bq^.  bq^.  cs^.  cs,^=ias^,as.y  cq^,  cq^.  bp^.  bp,^. 

Le  théorème  entraîne  sa  réciproque,  c'est-à-dire  que  si  celle  rela- 
tion a  lieu  entre  six  points  relativement  à  l'un  des  triangles  formés 
par  trois  droites  qui  les  comprennent^  les  six  points  sont  sur  une 
même  conique.  Cela  tient  à  ce  qu'il  n'y  a  qu'un  point  qui  partage 
un  segment  donné  dans  un  rapport  donné. 

176.  Goniciue  déterminée  par  cinq  tangentes.  —  Les 

théorèmes  qui  précèdent  permettent  de  construire  linéairement  la 
conique  dont  on  connaît  cinq  points;  les  théorèmes  corrélatifs  four- 
niront le  tracé  de  la  conique  déterminée  par  cinq  tangentes. 

Tout  d'abord,  il  est  clair  que  cinq  tangentes  déterminent  une 
seule  conique,  puisque  leur  connaissance  donne  lieu  à  cinq  rela- 
tions linéaires  entre  ses  coefficients  tangentiels.  On  en  conclut 
donc,  sans  ambiguité,  l'équation  tangentielie  de  la  conique  qui  ne 
diffère  pas  de  Téquation  {^^6),  si  l'on  y  considère  les  coordon- 
nées courantes  ou  connues  comme  des  coordonnées  tangenlielles 
(§  171).  Elle  donne  lieu  à  un  cas  d'exception  corrélatif,  qui  est  ce- 
lui  où  quatre  ou  cinq  des  tangentes  données  sont  concourantes; 
alors  le  problème  est  évidemment  indéterminé,  et  la  conique 
cherchée  se  réduit  à  deux  points  dont  l'un  est  le  point  de  concours 
des  tangentes  qui  sont  concourantes,  et  Taulre  est  indéteî^miné, 
dans  le  plan  si  elles  concourent  toutes,  sur  la  cinquième  s'il  n'y  en 
a  que  quatre. 

177.  Corrélatif  du  théorème  de  Ghasles.  — Le  calcul  du 
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§  172,  interprété  en  coordonnées  tangentielles,  démontre  le  lemine 
suivant  :  fenveloppe  des  droites  qui  joignent  deux  points  correspon- 
dants de  deux  divisions  homographiques  situées  sur  des  droites  diffé- 
rentes est  une  conique  tmigente  aux  deux  droites.  On  en  conclut  la 
réciproque  comme  au  §  172,  et  par  suite  le  corrélatif  du  théorème 
de  Chasles  qui  est  le  suivant  :  le  rapport  anharmonique  des  points 
suivant  lesquels  une  tangente  variable  d'une  conique  rencontre  qua- 
tre tangentes  fixes  est  constant. 

Pour  déduire  de  là  la  conique  déterminée  par  cinq  tangentes,  on 
tracera  les  points  a^  byC\  a\  h\  c  où  deux  d'entre  elles  coupent  les 
trois  autres  ;  la  seconde  tangente  issue  d'un  point  quelconque  d  de 
abc  ira  couper  ah'c'  en  un  point  d  tel  que  le  rapport  anharmoni- 
que des  quatre  points,  a\  h\  c\  d'  soit  égal  au  rapport  anharmoni- 
que des  quatre  points  a^b^c,  d.  Le  point  de  contact  de  ab  c\  sera  le 
pointe'  tel  que  le  rapport  anharmonique  des  points  a\  b\  c\  e\ 
soit  égal  au  rapport  anharmonique  des  points  a,  b,  c,  e,  ce  dernier 
point  étant  le  point  commun  aux  deux  tangentes  abc^  aVc  . 

178.  Corrélatif  du  théorème  de  Desargues.  —  Théo- 
rème de  Plucker.  —  Le  corrélatif  du  théorème  de  Desargues  se 
déduit  de  la  considération  de  l'équation  générale  tangentielle  des 
coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère,  comme  le  théorème  direct 
de  réquation  ponctuelle  des  coniques  circonscrites  à  un  quadrangle  ; 
il  s'énonce  ainsi  :  les  tangentes  menées  d\in  point  à  toutes  les  coni- 
ques tangentes  à  quatre  droites^  réelles  ou  imaginaires  conjuguées 
deux  à  deux,  forment  un  faisceau  en  involution;  ou  encore  par  tout 
pohit  du  plaUy  on  peut  mener  deux  droites  conjuguées  communes  à 
toutes  les  coniques  dUin  faisceau  tangentiel. 

Il  permet  de  construire  une  sixième  tangente  lorsqu'on  en  con- 
naît cinq  :  la  seconde  tangente  menée  à  la  courhe  par  un  point  quel- 
conque de  Tune  d'elles  sera  sa  conjuguée  dans  le  faisceau  des  cou- 
ples de  droites  en  involution  ayant  ce  point  pour  sommet,  et  dont 
deux  couples  sont  les  droites'qui  joignent  ce  point  aux  extrémités  de 
deux  quelconques  des  trois  diagonales  du  quadrilatère  formé  des 
quatre  autres  tangentes. 

On  peut  se  demander  s'il  n'existe  pas  de  points  dans  le  plan  pour 
lesquels  le  faisceau  involutif  formé  des  couples  de  tangentes  menées 
par  l'un  d'eux  aux  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  se  compose  de 
couples  de  droites  rectangulaires.  H  suffit  que  cela  ait  lieu  pour 
deux  des  couples  de  tangentes  :  on  sait  en  effet  (§12(1)  que  dans  un 
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pareil  faisceau  il  y  a  toujours  un  couple  et  un  seul  formé  de 
deux  droites  rectangulaires.  S'il  y  en  a  deux,  ils  le  sont  tous  et  le 
sommet  du  faisceau  est  en  même  temps  lun  des  sommets  du  sys- 
tème de  points  en  involution  obtenu  en  coupant  par  une  droite  quel- 
conque (§  i43).  Or  le  lieu  des  points  d'où  Ion  voit  une  conique  sous 
un  angle  droit  est  le  cercle  orthoplique  (§  i6o).  Si  donc  on  consi- 
dère Tun  des  points  communs  aux  cercles  orthoptiques  de  deux  des 
coniques  du  système,  le  faisceau  des  tangentes  menées  de  ce  point 
contient  deux  couples  rectangulaires,  ce  qui  suffit  pour  qu'ils  le 
soient  tous.  On  en  conclut  ce  théorème  remarquable,  dû  à  Plucker  : 
il  existe  deux  points  ^  réels  ou  imaginaires^  d'où  l'on  voit  sous  un  angle 
droit  toutes  les  coniques  tangentes  à  quatre  droites  y  réelles  ou  ima- 
ginaires  ;  qu'on  peut  encore  énoncer  ainsi  :  les  cercles  orthoptiques 
des  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  ont  même  axe  radical.  Sous 
cette  forme  le  théorème  est  évident  d*ailleurs,  on  sait  en  eOet(§  i58) 
que  l'équation  du  cercle  orthoplique  de  la  conique  générale  (164) 
est  une  fonction  linéaire  des  coefficients  tangcnliels.  Elle  peut  s'é- 
crire 

C.r-4-2x^'CO804-jK^)— 2(G4-Fcose)x— 2^F-hGcosO;t>'H"A'H-2HcosO-hB=o.(257) 

Or  l'équation  générale  tangcntielle  des  coniques  d'un  faisceau 
tangentiel  peut  s'écrire  (§  1 14) 

si  l'on  désigne  par 

les  équations  de  deux  coniques  du  faisceau  :  il  suit  de  là  que  ses 
coefficients  tangentielssont  des  fonctions  linéaires  d'un  paramètre  ; 
par  conséquent  l'équation  du  cercle  orthoplique  est  elle-même  une 
fonction  linéaire  du  même  paramètre  ;  elle  représente  donc  (§  i34) 
des  cercles  ayant  même  axe  radical. 

Trois  coniques  du  système  se  réduisent  à  deux  points  ;  ce  sont  les 
couples  d'extrémités  des  trois  dia^^onales.  Le  théorème  de  Plucker 
renferme  donc  comme  cas  particulier  le  suivant,  déjà  énoncé  (§  ^'i 
et  §  i4o)  •  l^s  cercles  ayant  pour  diamètres  les  diagonales  d'un  qua- 
drilatère complet  ont  même  axe  radical,  qui  peut  servir  à  construire 
les  points  de  Plucker,  ou  sommets  orthoptiques  du  quadrilatère. 
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179.  Théorème  de  Brianchon.  —  Ce  théorème,  qui  est  cor- 
rélatif du  théorème  de  Pascal,  se  déduit  du  lemme  suivant  :  lors- 
que trois  coniques  sont  inscrites  dans  un  même  angle^  elles  ont^  deux 
à  deuXj  deux  autres  tangentes  communes  qui  se  coupent  en  un  cer- 
tain point  ;  les  trois  points  ainsi  obtenus  en  combinant  les  coniques 
deux  à  deux  sont  en  ligne  droite j  comme  le  théorème  de  Pascal  se 
déduit  du  corrélatif.  Le  théorème  de  Brianchon  s*énoncera  alors 
comme  il  suit  :  lorsque  six  droites  sont  tangentes  à  une  conique^ 
elles  forment  tm  hexagone  dans  lequel  les  droites  qui  joignent  deux 
sommets  opposés  sont  conconra^ites,  11  permet  de  construire  une 
sixième  tangente  lorsqu'on  en  connaît  cinq  par  la  construction  cor- 
rélative de  celle  que  fournit  le  théorème  de  Pascal.  Il  donne  aussi 
le  point  de  contact  d'une  tangente  quelconque. 

180.  Exercices.  —  i .  Trouver  l'équalion  de  la  cotiique  conjuguée  à  cinq 
couples  de  points  ;  pourquoi  est-elle  unique? 

I.  Trouver  par  le  théorème  de  Ghasles  et  par  le  théorème  de  Desargues  les 
points  d'intersection  d'une  droite  quelconque  avec  une  conique  déterminée  par 
cinq  points  ;  construire  les  tangentes  en  ces  points.  Cas  où  la  droite  s'éloigne 
à  rinfini. 

3.  Trouver  par  leurs  corrélatifs  les  tangentes  menées  par  un  point  donné  à  la 
conique  dont  on  connaît  cinq  tangentes  ;  déterminer  les  points  de  contact. 

4.  Faire  voir  qu'il  y  «i  deux  coniques  réelles  ou  imaginaires  passant  par  qua- 
tre points  et  tangentes  à  une  droite  ;  trouver  les  points  de  contact.  Cas  où  la 
droite  s'éloigne  à  l'infini. 

5.  Faire  voir  qu*il  y  a  deux  coniques,  réelles  ou  imaginaires,  tangentes  à 
quatre  droites  et  passant  par  un  point  ;  trouver  les  tangentes  menées  par  le 
point. 

G.  Les  polaires  d'un  point  fixe  P  par  rapport  à  toutes  les  coniques  circonscri- 
tes à  un  quadrilatère  sont  concourantes  en  un  point  Q.  La  transformation  qui 
change  P  en  Q  est  une  transformation  rationnelle  du  second  ordre  (§  117)  dans 
laquelle  à  un  point  correspond  le  même  point  quelle  que  soit  celle  des  deux 
figures  à  laquelle  il  soit  supposé  appartenir.  Trouver  le  triangle  principal.  Sur 
toute  droite  du  plan  il  y  a  deux  points  correspondants  P  et  Q. 

7.  Théorèmes  corrélatifs.  Cas  où  la  droite  fixe  est  à  Tinfini. 

8.  Construire  la  directrice  de  la  parabole  tangente  à  quatre  droites. 

g.  Mener  par  un  point  une  droite  telle  que  le  segment  intercepté  sur  cette 
droite  par  les  côtés  d'un  angle  soit  partagé  par  le  point  donné  dans  un  rapport 
donné. 

10.  Toutes  les  tangentes  d'une  parabole  divisent  deux  tangentes  fixes  en  par 
ties  proportionnelles.  —  Réciproquement,  si  deux  droites  sont  divisées  en  par- 
ties proportionnelles,  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  homolo- 
gues enveloppent  une  parabole  tangente  aux  deux  droites. 

II.  Les  côtés  de  deux  triangles  inscrits  dans  une  conique  sont  tangents  à  une 
môme  conique,  et  réciproquement. 
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la.  Quand  un  triangle  est  inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une  autre 
il  existe  une  infinité  de  triangles  jouissant  de  la  même  propriété. 

i3.  Si  l'on  joint  de  toutes  les  façons  possibles  les  sommets  d*un  hexagone 
inscrit  dans  une  conique,  il  en  résulte  soixante  façons  d'obtenir  trois  points 
que  le  théorème  de  Pascal  place  sur  une  même  ligne  droite. 

14.  Étant  donné  un  hexagone,  on  peut  former  un  nouvel  hexagone  avec  les 
droites  qui  Joignent  ses  sommets  deux  à  deux;  agir  de  même  sur  ce  dernier,  et 
ninfii  de  suite.  Si  l'un  des  hexogones  ainsi  obtenus  est  inscrit  ou  circonscrit  à 
une  conique: 

i^  Les  hexagones  sont  niternativement  inscrits  et  circonscrits  à  une  conique; 

2«  Le  triangle  formé  par  les  diagonales  d'un  hexagone  inscrit  est  tel  que  les 
diagonales  (concourantes)  de  chacun  des  hexagones  circonscrits  qui  le  com- 
prennent passent  respectivement  par  ses  sommets; 

3^  Le  triangle  formé  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  d'un  hexa- 
gone circonscrit  est  tel  que  les  points  de  concours  (en  ligne  droite)  des  côtés 
opposés  dans  chacun  des  hexagones  inscrits  qui  le  comprennent  sont  situés 
respeciivement  sur  ses  côtés. 


CHAPITRE  VI 
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181.  Points  d'intersection  et  tangentes  communes.  — 
Deux  coniques,  qui  ne  coïncident  dans  aucune  de  leurs  parties, 
se  coupent  en  quatre  points,  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou 
confondus,  à  distance  finie  ou  à  Tinfini.  Ce  cas  particulier  d\ia 
théorème  plus  général  (§  76)  se  démontre  immédiatement  :  soient 
en  eiïet  en  coordonnées  absolues 

a,  jr» -i- 2  (/i^  j -Hg'^)  j: -1- fi^  j  2 -f- a/^  j  4- c^  =  a^o:* -f- aP^  j: -h  Q, = 0 

les  équations  des  deux  courbes,  ordonnées  par  rapport  à  la  variablex. 
Le  résultat  de  l'élimination  de  cette  variable  entre  les  deux  équa- 
tions est,  d'après  une  formule  connue 

KQ,-«,Q,)»-4(«,P,-«,P,)(P,Q,-P,Q,)=o    (208) 

et  il  est  visiblement  du  quatrième  degré  en  j.  Pour  chaque  valeur 
de  y  satisfaisant  a  Téquation  (258),  les  deux  équations  en  x  ont 
une  racine  commune,  et  le  système  des  valeurs  de  jc  et  r  est  celui 
des  coordonnées  d'un  point  commun  aux  deux  courbes.  Si  l'équa- 
tion (258)  n'est  pas  du  quatrième  degré,  ce  qui  arrive  si  l'on  a 

m 

le  nombre  des  points  communs  parait  se  réduire  a  trois  ;  mais  il 
faut  observer  que  la  même  condition  exprime  que  les  deux  courbes 
ont  une  direction  asymptotique  commune,  c'est-à-dire  un  quatrième 
point  commun  à  l'infini.  Il  en  serait  de  même  si  le  degré  de  Féqua- 
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tion  (258)  s'abaissait  de  plusieurs  unités  ;  auiant  de  points  com- 
muns seraient  rejetés  à  Tinfini,  de  sorte  que  le  théorème  subsiste. 
Enfin,  si  Féquation  est  identique,  c'est  que  les  denu  courbes  coïn- 
cident en  toutou  en  partie. 

Le  problème  de  la  recherche  des  points  communs  est  donc  du 
quatrième  degré.  On  le  ramène  au  troisième  de  la  façon  suivante  : 
soit 

réquation  générale  des  coniques  passant  par  les  points  communs 
<iux  deux  courbes  considérées  (§  ii3).  Si  Ton  exprime  que  cette 
conique  se  réduit  à  deux  droites,  ce  qui  revient  (§  147)  à  égaler  à 
zéro  son  discriminant,  on  obtient  une  équation  du  troisième  degré 
en  X 


Â>^) 


a 


Xa. 


h^-^-Xh^       g^^-^-X 


^^2 


/^^^-X/l3        *,4-XA,       yJH-X/j 
gi'^'^^Si       /|-+->^/a        c^-\-•kc^ 


o. 


(260) 


Pour  chaque  valeur  de  X  tirée  de  cette  équation,  l'équation  {^5g) 
représente  un  système  de  deux  droites  que  Ton  obtiendra  en  écri- 
vant (259)  sous  la  forme  (201)  dans  laquelle  le  troisième  carré  est 
nul.  La  question  se  trouve  alors  résolue  par  deux  nouveaux  pro- 
blèmes du  second  degré,  puisqu'il  suffit  de  chercher  les  points 
d*interseclion  de  chacune  de  ces  droites  avec  l'une  des  coniques 
données. 

Si  Ton  ordonne  Téquation  (260)  d'après  les  principes  de  décom* 
position  d'un  déterminant  à  éléments  polynômes  en  déterminants  à 
éléments  monômes,  on  obtient  facilement 

/(x)  ~  A,x'  4-  e,x^  -^  e^x  -f-  A^ = o 

m 

équation  dans  laquelle  A,  et  A^  désignent  les  discriminants  des 
coniques  C|  et  C^;  B^  et  B^  deux  fonctions  renfermant  à  la  fois  les 
coefficients  des  deux  courbes,  du  premier  degré  par  rapport  aux 
uns,  du  second  par  rapport  aux  autres  et  se  changeant  l'une  en 
lautre  par  la  permutation  des  indices  :  on  *a,  par  exemple 


e,- 


a 


2 


rr 

n2 


./. 


^1 

c. 


f; 


rr 

ni 


*2 


Â 


Si 

C. 


a, 


cr 


y. 


Â 


458  LIVRE  III.   —  CHAPITRE  VI. 

OU,  en  développant 

el  =  .V34-B^ia4-C^c,^-2F/24-2G^g^a4-2H/^2 

expression  dans  laquelle  les  grandes  lettres  désignent  les  coeffi- 
cients tangentiels  de  la  conique  G^.  Tous  les  coefficients  de  1  équa- 
tion (260)  sont  des  invariants  (§  77),  car  si  par  une  transformation 
quelconque  de  coordonnées,  les  premiers  membres  des  équations 
des  coniques  données  deviennent  Ci  et  Gs,  une  conique  déterminée 
du  système  (aSg) 

G|  -h  XoGj  =  o 

deviendra 

CÎ4-XoCi=o 

et  répondra  à  la  même  valeur  du  paramètre  X.  Les  trois  systèmes 
de  deux  droites  qui  font  partie  du  faisceau  et  qui,  s'ils  n'étaient 
déjà  connus  géométriquement,  sont  révélés  par  l'équation  (260), 
doivent  donc,  indépendamment  de  toute  hypothèse  faite  sur  les 
coordonnées,  trilinéaires  ou  non,  répondre  aux  mêmes  valeurs 
de  X  :  par  suite  les  coefficients  de  Téquation  (260)  resteront  les 
mêmes,  à  un  facteur  commun  près,  si  Ton  fait  une  transformation 
quelconque  de  coordonnées,  c'est-à-dire  qu'ils  sont  invariants.  On 
connaît  déjà  la  signification  des  invariants  A4  et  A,,  qui  sont  relatifs 
à  l'qne  ou  à  l'autre  conique  ;  on  verra  plus  loin  quelle  est  celle 
des  invariants  6^  et  62  ^^^  ^^^^  ^^^  invariants  communs  aux  deux 
coniques. 

182.  —  Cela  posé,  il  est  facile  de  prouver  que  la  recherche  des 
tangentes  communes  à  deux  coniques  se  résout  par  la  même  équa- 
tion que  celle  des  points  communs.  Soieot  en  effet 

les  équations  tangentielles  des  deux  coniques  considérées. 

..    r.+îxr.^^o  (261) 

est  alors  (§  ii4)  l'équation  tangentielle  générale  des  coniques  qui 
admettent  les  mêmes  tangentes  communes.  F,  et  l\  étante  en  coor- 
données absolues,  du  second  degré  en  u  et  v,  ces  tangentes,  réelles 
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OU  imaginaires,  distinctes  ou  confondues,  h  distance  finie  ou  non, 
sont  aussi  au  nombre  de  quatre  ;  et  leur  recherche  se  ramènera 
comme  la  précédente  a  un  problème  du  troisième  degré  en  déter- 
minant [x,  dans  réquation  (261)  de  façon  que  le  premier  membre 
se  décompose  en  deux  facteurs  :  jjl  devra  alors  satisfaire  à  Téqua- 
tion  , 


F{^)^ 


G|-i-|i.Gj        F^-hjJtFa        C|4-[Ji.Cj| 


=  0 


(262) 


dans  laquelle  figurent  en  outre  les  coefficients  tangentiels  des 
deux  coniques.  Cette  équation  ordonnée  s'écrira 

F(iJL)=Ai[x'+eay+e,V-f-A;=:o. 

Pour  évaluer  ses  coefficients,  on  peut  d'abord  remarquer  qu'en 
vertu  des  valeurs  (212)  des  coefficients  tangentiels,  Aj  et  A,  sont 
respectivement  les  réciproques  de  A^  et  A^  :  on  a  donc 


a;- Aï 


a;.- Aï.    • 


Considérons  maintenant  6|  :  on  a,  comme  pour  6^ 

e; = (B,C.  -  Fî)  A, + (C,A,  -  Gî)  B. + (  A,Bi  ~  H?)  C,  -h  2  (G,I1,  -  A,F,)  F, 

2{n,F,-B»G,)G,4-2(FiGi-CtH,)H,. 


Si  Ton  y  remplace  les  parenthèses  par  leurs  valeurs  (21 3),  il  vient 
e; = Al  [Ajaj  +  Bjii -+- CjCi  +  2Fj^i -h  2G,gri  4- 2H,/J,1  =  Ai0,. 


On  aurait  de  même 


H;-Aa0, 


L'équation  (262)  devient  alors,  en  fonction  des  seuls  coefficients  de 
réqu:ition  (260) 


F  (il.)  =  A J|x' -h  A,e,;jL* + A,0,iJL -+- Aï = o 


(262) 


et  si  l'on  établit  entre  les  inconnues  X  et  p.  la  relation 
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AJJL  = 


A, 
A, 


(263) 


réquaiion  en  jx  devient  Téquaiion  en  X.  L*une  des  équations  est 
donc  résolue  lorsque  l'autre  Test,  et  leurs  racines  se  correspondent 
une  à  une. 

183.  — Tous  ces  résultats  s'expliquent  par  la  géométrie  avec  la 
plus  grande  facilité.  Il  est  clair  tout  d'abord  que  par  quatre 
points  a^byC^d  (fig.  90),  sommets  d'un   quadrangle,  on  peut  faire 


Fig.  90 


passer  trois  systèmes  de  deux  droites  (ai,  crf),  (ac,  bd)  et  [ad^  bc). 
Sans  rechercher  encore  ce  qui  advient  suivant  que  les  points 
donnés  sont  réels  ou  imaginaires,  on  peut  remarquer  que  chacun 
des  trois  points  diagonaux  du  quadrangle,  e^fji^  a  la  même  polaire 
par  rapport  aux  deux  coniques  données  et  par  rapport  à  toutes  les 
coniques  circonscrites  au  quadrangle;  car  la  polaire  du  point  e,  par 
exemple,  passe,  quelle  que  soit  la  conique  considérée,  par  les  con- 
jugués harmoniques  de  e  par  rapport  à  ac  et  par  rapport  à  bd. 
Réciproquement^  si  un  point  e  a  la  même  polaire  par  rapport 
aux  deux  coniques,  la  droite  ea  est  nécessairement  une  corde 
commune;  car  si  elle  coupe  la  polaire  commune  en  un  point  1, 
le  conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  à  ei  doit  appartenir 
aux  deux  courtes;  ce  sera  donc  la  corde  commune  ac,  par  exem- 
ple :  de  même,  la  droite  eb  sera  nécessairement  la  corde  commune 
opposée  bd  ;  d'où  il  suit  que  le  point  e  doit  être  l'un  des  trois 
points  diagonaux  du  quadrangle,  et  la  polaire  commune  est  alors 
le  côté  opposé  du  triangle.  Ainsi,  il  existe  trois  points^  réels  ou 
imaginaires,  qui  07it  la  même  polaire  par  rapport  à  deux  coniques 
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données^  et  par  rapport  à  toutes  les  coniques  ayant  les  mêmes  points 
communs.  Ce  sont  les  points  diaffonaux  du  quadrangle  dont  ces 
points  sont  les  sommets^  et  ils  doîinent  lieu  à  un  triangle  conjugue' 
à  la  fois  à  toutes  les  coniques  du  système  :  il  ny  en  a  pas  d'autres. 

Corrélativement  il  existe  trois  droites^  réelles  ou  imaginaires^  qui 
ont  le  même  pôle  par  rapport  à  deux  coniques  données^  et  par  rap» 
port  à  toutes  les  coniques  ayant  les  mêmes  tangentes  communes.  Ce 
sont  les  diagonales  du  quadrilatère  dont  ces  tangentes  sont  les  côtés ^ 
et  elles  donnent  lieu  à  un  triangle  conjugué  à  toutes  les  coniques  du 
système  :  il  n'y  en  a  pas  d'autres. 

Il  suit  de  là  que,  en  même  temps  que  les  sommets  du  triangle 
ejli  sont  les  points  diagonaux  du  quadrangle  formé  par  les  points 
communs  aux  deux  coniques  données,  ses  côtés  sont  les  diagonales 
du  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  communes,  ainsi  que  Tin- 
dîque  la  figure  90.  Chacun  d'eux  se  trouve  par  conséquent  porteur 
d'un  des  trois  couples  de  points  auxquels  peuvent  se  réduire  (§  178) 
les  coniques  inscrites  dans  le  même  quadrilatère,  et  qui  sont  révé- 
lés d'ailleurs  par  le  degré  de  Téquation  (262).  Ainsi  à  chaque 
sommet  du  triangle  correspond  une  racine  de  Téquation  en  X,  à 
chaque  côté  une  racine  de  l'équation  en  (jl  :  ces  deux  racines  se  cor- 
respondent si  le  sommet  et  le  côté  sont  opposés. 

184.  —  La  recherche  des  points  qui  ont  même  polaire,  ou  des 
droites  qui  ont  même  pôle  par  rapport  à  deux  coniques,  est  donc 
intimement  liée  à  celle  des  points  communs  ou  des  tangentes  com- 
munes. On  peut  voir  qu'elle  se  résout  encore  par  la  même  équa- 
tion. 

Si  l'on  identifie  les  équations  des  polaires  du  point  [x^y^z)  par 
rapport  aux  deux  coniques 

Cl  =  o  C2  ^=  o 

il  Tient 

^*iT        ^îy         ^is 

ou  bien 

Cî^  +  XCj^  -  o 

c;,-hxc;^=o  (264) 

CÎ.-hXC2-  =  o 


A 
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Ordonnant  par  rapport  à  x,j^z^  et  éliminant  X  entre  ces  équations, 
on  obtient  précisément  Tcqualion  (260),  pour  chacune  des  racines 
de  laquelle  les  équations  (264)  se  réduisent  à  deux,  qui  déterminent 
les  points  cherchés.  Les  deux  premières,  par  exemple,  sont  les 
équations  du  pôle  de  la  droite  ^  =  0  par  rapporta  laconique  (259)et, 
pour  cette  valeur  de  X,  représentent  le  point  d'intersection  des  deux 
sécantes  communes.  Les  points  cherchés  sont  donc,  comme  on  Va 
prévu  géométriquement,  les  trois  points  e^fji. 

11  suit  de  là  (§  i83)  que  la  polaire  conimune  de  Tun  de  ces  points 
est  la  droite  qui  joint  les  deux  autres.  C'est  ce  qu'on  peut  vérifier 
par  le  calcul,  en  démontrant  que  deux  quelconques  de  ces  points 
sont  conjugués  par  rapport  à  Tune  et  à  l'autre  conique.  Pour  cela, 
soit  \  une  seconde  racine  de  l'équation  (260),  on  aura  entre  a,  et 
les  coordonnées  {jc^^y^fZ^)  du  point  correspondant  trois  équations 
telles  que  (264).  Multipliant  ces  équations  par  x,jri^>  et  les  retran- 
chant des  équations  (264)  multipliées  respectivement  par  0:4^4,^4, 
il  vient 

(X  -  x,)  (x.c;,  -hj^ci^  -h  z,c,;} = o 

ce  qui  prouve,  X  — X^  étant  différent  de  zéro,  que  les  deux  points 
{^9^7^)  i^ifjit^ù  sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique  C^.  On 

verrait  de  même,  en  changeant  X  en  -,  qu'ils  sont   aussi  conju- 

A 

gués  à  Cf. 

Corrélativement,  les  droites  qui  ont  même  pôle  s'obtiendront  en 
identifiant  les  équations  tangentielles  des  pôles  de  la  droite  {u,s^^w) 
par  rapport  aux  deux  coniques  données,  dont  on  peut  écrire  les 
équations  tangentielles 

On  obtient  ainsi  (§  i3o) 


l^tp Ij» ^Jw 

p        IV  — p'    —      I* 

ou  bien 
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équations  qui,  par  rélimination  de  (a,  fournissent  réquaiion  (262) 
pour  chacune  des  valeurs  de  laquelle  les  équations  (265)  se  rédui- 
sent à  deux,  déterminant  les  coordonnées  u^v.w  de  la  droite  joi* 
gnant  les  deux  points  auxquels,  en  vertu  de  Téquation  (262),  s'est 
réduite  la  conique  (261).  Il  y  a  donc  trois  droites  satisfaisant  à  la 
question  et  ce  sont  les  diagonales  du  quadrilatère  ABCD  (fig.  90). 
Mais  on  \ient  de  voir  que  les  côtés  du  triangle  ef/i  satisfont  à  cette 
condition  ;  ils  ne  difl'èrent  donc  pas  des  susdites  diagonales. 

Si  Ton  veut  vérifier  autrement  que  les  deux  triangles  coïncident, 
il  suffit  de  démontrer  que  le  point  correspondant  à  une  racine  de 
réquation  en  X  est^  dans  le  second  triangle,  le  sommet  opposé  à  la 
droite  fournie  par  la  racine  correspondante  de  l'équation  en  (a;  or 
si  Ton  remplace  dans  la  première  des  équations  (264)  X  par  sa  valeur 
tirée  de  (263),  et  si  on  l'ordonne,  elle  devient 

Il  faut  faire  voir  que  cette  équation  est  satisfaite  par  les  coordon* 
nées  du  pôle  commun  de  la  droite  (u,  t^,  w),  ce  qui  revient  à  dé- 
montrer l'identité 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (260)  et  divisant  par  \k 

résultat  évident,  si  l'on  remplace  les  dérivées  par  leurs  valeurs, 
et  si  l'on  tient  compte  des  identités 

A^a^  4-  ll^fl^  -h  G^g^  11  A,        Aj/i^  +  Ujh.^  -h  G^^  li  Aj 
G^a^  +  F//,  -+-  G^g^  -^  o  G/ij,-!-  F//^  H-  C^^^  ^  o. 

185.  —  Examinons  maintenant  ce  qui  advient  suivant  que  les 
racines  de  l'équation  (260)  sont  réelles  ou  imaginaires.  Ecartant 
d'abord  les  cas  particuliers,  on  peut  faire  trois  hypothèses  : 

I .  Les  quatre  points  communs  a^  b,  Cy  d  {fig.  90),  sont  réels.  Alors, 
tous  les  éléments  de  la  figure  sont  réels  ;  les  trois  couples  de  sécantes 
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communes  étant  réels,  les  valeurs  de  X  le  sont  aussi.  On  peut  ajouter 
que  l'équation  (sSg),  dans  laquelle  X  est  une  racine  quelconque  de 
(a6o)y  représente  deux  droites  réelles,  et,  par  suite,  une  conique  du 
genre  hyperbole  ;  on  aura  donc 

?(X)=(a^-hXa2)(i,H-Xij)-(A^H-X//j)^<o 

pour  toute  racine  de  Téquation  (260)  (*). 

tk.  Deux  des  points  communs  sont  réels ^  les  deux  autres  sont  ima- 
ginaires conjugués.  Si  a  et  &  sont  les  premiers,  c  et  ^  les  seconds, 
les  droites  ab  et  cd  sont  réelles  (§  35)  et  le  couple  {ab,  cd)  est  fourni 
par  une  valeur  réelle  de  X  pour  laquelle  ^(X)  <  o.  Les  droites  des 
deux  autres  couples  sont  imaginaires  ;  mais,  dans  chaque  couple, 
les  deux  droites  ne  sont  pas  imaginaires  conjuguées^  car  la  conju- 
guée de  ac,  par  exemple,  est  la  droite  ad^  puisque,  par  le  change- 
ment de  y/—  I  en  — ^—  i,  le  point  a  qui  est  réel  ne  change  pas, 
tandis  que  le  point  c  devient  le  point  d.  L'équation  (sSq),  repré- 
sentant un  système  de  deux  droites  imaginaires  non  conjuguées,  a 
ses  coefficients  imaginaires,  d'où  il  suit  que  X  est  imaginaire.  Ainsi, 
les  deux  autres  racines  sont  imaginaires. 

Le  point/,  qui  est  à  l'intersection  de  deux  droites  réelles,  est  réel; 
mais  les  points  e  et  A  sont  imaginaires  :  ils  sont  conjugués  parce 
que  les  droites  respectivement  conjuguées  de  celles  qui  déterminent 
le  premier  d'entre  eux  sont  celles  qui  définissent  le  second  :  la 
droite  qui  les  joint  est  donc  réelle.  Le  triangle  conjugué  commua 
a  donc  un  côté  et  le  sommet  opposé  réels. 

3.  Les  quatre  points  sont  imaginaires  conjugués  deux  d  deux.  Si 
a  et  b  sont  conjugués,  ainsi  que  c  et  </,  les  droites  ab  et  cd  sont 
réelles,  et  le  couple  {ab^  cd)  est  fourni  par  une  valeur  réelle  de  X 
pour  laquelle  ^(X)  <  o.  Les  droites  des  deux  autres  couples  sont  ima- 
ginaires ;  mais,  dans  chaque  couple,  elles  sont  imaginaires  conju- 
guées, puisque,  par  le  changement  de  y^— i  en  ^—i^  les  points  a 
et  c  deviennent  respectivement  b  et  d.  L'équation  (^59),  représen- 
tant un  système  de  deux  droites  imaginaires  conjuguées,  a  ses  coef- 
ficients réels  :  les  deux  autres  valeurs  de  X  sont  donc  réelles  ;  mais 
la  courbe  (239)  est  du  genre  ellipse,  et  l'on  a  pour  Tune  et  l'autre 

(  *  )  Ceci  a  lieu  quelles  que  soient  les  coordonnées,  trilinéaires  ou  non  :  dans  tooi  les 
cas,  9  (>)  <o  exprime  que  les  points  d'intersection  de  la  courbe  (aSg)  avec  la  droite  «  =  o 
sont  réels.  Si  donc  il  s'agit  â*un  système  de  deux  droites,  cette  condition  exprime  tou- 
jours que  les  doux  droites  sont  réelles. 
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9  (X)  >  o.  Quant  au  triangle  conjugué  commun,  il  est  tout  entier  réel. 

Puisqu'il  n'y  a  pas  d'autre  cas  possible,  on  en  conclut  inversement  : 

1*  Qu'il  y  a  toujours  une  valeur  réelle  de  \ pour  laquelle  9(X)  <  o, 
s'il  y  en  a  plus  (Tune,  il  y  en  a  trois  ; 

a"*  Si  les  deux  autres  valeurs  de  X  sont  réelles^  les  quatre  points 
communs  sont  tous  les  quatre  réels  ou  tous  les  quatre  imaginaires^ 
suivant  que,  pour  ces  valeurs ^  on  a  ç  (X)  <  o  oucf  (X)  >  o  ; 

3*  Si  les  deux  autres  valeurs  de  X  sont  imaginaires  y  deux  des  points 
communs  sont  réels^  et  les  deux  autres  sont  imaginaires  conjugués. 

Dans  ce  cas,  le  triangle  conjugué  commun^  dont  les  éléments^  dans 
tous  les  autres  cas,  sont  tous  réels ^  a  un  côté  et  le  sommet  opposé  réels, 

186.  —  Le  calcul  yériGe  sans  peine  la  première  de  ces  consé- 
quences :  développant,  en  effet,  le  déterminant  de  Téqualion  (260), 
on  trouve 

/'(X)  =  (c,+Xc,)ç(X)--^(X) 

avec 

« 

'^]-(*i+î^*2)(^.-^>^«^.r-^(y;+v;)(ff.-+-^^2)  (/l,^-x/g+(a,-^xa,)  (/,-+- x/;y 

Le  signe  de  ^(X)  dépend  de  la  valeur  donnée  à  X,  relativement  aux 
deux  racines  X,  et  X^  de  l'équation  9(X)=o.  Si  on  les  suppose 
d'abord  réelles,  en  même  temps  que  a,  b^—  hl  >  o,  on  voit  que  Ton  a 

Mais  si  l'on  exprime  que  f^{X),  considéré  comme  un  trinôme  homo- 
gène du  second  degré  en  ^i-HXg'j  et  yJH-X/i,  a  ses  racines  égales, 
on  trouve  précisément 

Donc,  pour  les  valeurs  X^  et  X^,  ^{X)  est  un  carré  parfait  affecté 
du  signe  de  a^-hX^^.  D'ailleurs,  a^-h'ka^  change  de  signe  lorsque  X 
Yarie  de  X,  à  X^,  car,  si  l'on  substitue  la  racine  de 

dans  ^(X),  on  obtient  un  résultat  négatîT;  d'où  il  suit,  à  cause 
de  «jAg  — //?>  o,  que  cette  racine  est  comprise  entre  X^  et  X^.  Donc 
enGn,/(X^)et/(X2)  ont  des  signes  contraires;  par  suite  il  y  a  un 

PiCQiiET,  Géom.  nnabft.  3® 


466  LIVRE  m.  —  CHAPITRE  VI. 

nombre  impair  de  racines  de/(A)=o  comprises  enlre  X^  et  Xj,  c'est- 
à-dire  pour  lesquelles  ç(a)  est  négatif. 

Si  Ton  avait  a, A,—//' <  G,  a^+Xa^  ne  changerait  pas  de  signe 
enlre  X|  et  X^;  les  substitutions /(Xj  et/(X2)  auraient  alors  le  même 
signe,  et  il  y  aurait  un  nombre  pair  de  racines  de/(X)=:o  comprises 
entre  Xf  et  X^;  par  suite,  un  nombre  impair  en  dehors  et  pour  les- 
quelles <p(X)  serait  négatif:  le  résultat  est  le  même. 

Enfin,  si  les  racines  de  Téquation  ç(X)=:o  sont  imaginaires»  c'est 
que  l'expression 

(«^  Aj  -+-  ajl}^  —  ili^lù^  —  4(û^  A,  —  A^)^  (ûjAj  —  A|)         (266) 

est  négative.  Mais  alors  les  deux  quantités  a^h^  —  li\^  a^h^—h\ 
sont  nécessairement  négatives;  on  a  vu,  en  eiïet  (§  14^),  que  si 
Tune  d'elles  ou  toutes  les  deux  sont  positives,  l'expression  précé- 
dente Test  aussi.  11  suit  de  là  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (p(X)=o,  qui  conserve  toujours  le  même  signe  puisque  les 
racines  sont  imaginaires,  est  toujours  négatif,  puisque  le  coefficient 
de  X*  est  négatif,  et  que,  par  conséquent,  on  a  ç(X)  <  o  pour  toutes 
les  racines  réelles  de  réquation/(X)=o,qui  sont  en  nombre  impair. 
Des  considérations  du  même  genre  permettent  de  vérifier  un  cas 
particulier  d'un  des  résultats  précédents.  Si  Tune  des  courbes  est 
imaginaire,  en  conservant,  bien  entendu,  comme  cela  a  toujours 
été  supposé,  ses  coefficients  réels,  les  quatre  points  communs  sont 
aussi  imaginaires;  et,  par  conséquent,  les  valeurs  de  X  sont  réelles. 
Or,  il  résulte  de  la  discussion  (§  14B)  qu'une  conique  à  coefficients 
réels  ne  peut  être  imaginaire  que  si  Ton  a  en  même  temps  aA— A^>o 
et  rt  A  >  o  ;  et  comme  a  peut  toujours  être  supposé  positif,  faute  de 
quoi  on  changerait  les  signes  de  tous  les  coefficients ,  nous  ferons, 
relativement  à  la  seconde  conique,  les  hypothèses 

«2  >  o       «3A3  —  A|  >  o       Aj  >  o 

d'où  il  faut  conclure  la  réalité  des  racines  de  l'équation  en  X.  En 
vertu  de  la  seconde  hypothèse,  l'équation 

9(X)  =  («,-+-  Xa,)  (  A^  +  XAj)  -  (A^  -I-  XAj)* = o 

a  ses  racines  réelles  (§  142);  on  peut,  du  reste,  le  vérifier  immé- 
diatement par  Tune  des  substitutions '»  ~"  "T*  Soient  X,  cl>^ 
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ces  deux  racines  rangées  par  ordre  de  grandeur  ;  on  voit  ainsi  que 
les  quantités 


—  00         X. X*         -hQO 

a.  ^ 


sont  aussi  rangées  par  ordre  de  grandeur.  Si  Ton  effectue  mainte- 
nant ces  substitutions  dans  Téquation  en  X,  on  trouve  :  pour  —  oo  , 
le  signe  de  —  Aj,  c'est-à-dire  le  signe  —  ;  pour  Xp  comme  on  l'a  vu 
plus  haut,  le  signe  de  —  («<-HX^fl2)  et  pour  X^  celui  de  —  (a4-+-Xa«2). 
On  a  vu  aussi  que  ces  deux  signes  diffèrent;  le  premier  est  le 
signe  +,  parce  que,  à  cause  de  a^  >  o,  le  binôme  a^-hXa^  est  négatif 

tant  que  X  n'a  pas  atteint  la  valeur qui  est  supérieure  à  X^, 

et  alors  le  second  est  le  signe  — .  Enfin,  pour  -t-  oo  ,  on  trouve  le  signe 
de  A3,  c'est-à-dire  le  signe  +.  Les  racines  de  Téquation  sont  donc 
réelles  et  séparées  par  —  oo  ,  X|,  X^  et  4-00  . 

187.  —  Si  l'on  considère  maintenant  l'équation  en  [l,  il  est  clair, 
à  cause  de  (263),  que  les  valeurs  de  {jl  sont  réelles  ou  imaginaires 
en  même  temps  que  celles  de  X.  D'ailleurs,  les  considérations  cor- 
rélatives de  celles  du  paragraphe  i85,  prouvent: 

I*  Quil  y  a  toujours  une  valeur  réelle  de  jjl  pour  laquelle  F  expres- 
sion 

«I>(,*)={A,+,.A,)(B,+ixB,)-(H,+i*H,)» 

est  plus  petite  que  zéro;  s  il  y  en  a  plus  cTune^  il  y  en  a  trois; 

2**  Si  les  deux  autres  valeurs  de  ^  sont  réelles^  les  quatre  tangentes 
communes  sont  toutes  les  quatre  réelles  ou  toutes  les  quatre  imagi- 
naires^ suivant  que  ton  a  pour  ces  valeurs 

m 

*({/.)  <  O       ou       *(ijl)  >  o. 

3**  Si  les  deux  autres  valeurs  de  ^  sont  imaginaires,  deux  des  tan- 
gentes communes  sont  réelles^  et  les  deux  autres  sont  imaginaires 
conjuguées.  Dans  ce  cas,  le  triangle  conjugué  commun^  dont  les  élé- 
ments^ dans  tous  les  autres  cas,  sont  tous  réels^  a  un  côté  et  le  sommet 
opposé  réels. 

En  comparant  ces  résultats  à  ceux  du  §  i85,  on  en  conclut  : 
i"  Qu'il  arrive  en  même  temps  que  les  points  communs  et  les  tan-- 
yen  tes  communes  sont  tous  quatre  de  même  nature.  11  y  a  quatre 
cas  possibles  :  les  uns  et  les  autres  réels,  les  lins  et  les  autres  imagi- 
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naires^  les  points  réels  et  les  tangentes  imaginaires  et  le  cas  inverse. 
Les  valeurs  de  X  et  de  |i.  sont  alors  toutes  réelles,  et  ces  cas  se  dis- 
tinguent par  les  signes  respectifs  de  9(X)  et  de  ^  (jx). 

2**  Que  y  par  suite  y  deux  des  points  communs  et  deux  des  tangentes 
communes  sont  imaginaires  en  même  temps.  Deux  valeurs  de  X  et 
de  \L  sont  alors  imaginaires. 

188.  —  Deux  racines  de  Téquation  en  X  peuvent  être  égales  ;  c'est 
ce  qui  arrive  lorsque  deux  des  quatre  points,  a  ei  b  (flg.  91),  se 


Fig.  9» 

confondent  ;  les  deux  couples  de  sécantes  (ac,  bd)  et  {ad^  bc)  se 
confondent  en  même  temps  et  correspondent  à  la  racine  double: 
le  troisième  couple  se  compose  de  la  tangente  commune  ab  (qui  est 
réelle,  sans  quoi  la  conjuguée  serait  aussi  tangente,  et  les  coniques 
seraient  bitangentes),  et  de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  points; 
il  est  toujours  réel,  et,  pour  la  valeur  correspondante  de  X,  on  a 
toujours  ç(X)  <  o.  Pour  la  racine  double,  ç(X)  est  positif  ou  négatif, 
suivant  que  les  deux  points  distincts  sont  imaginaires  ou  réels  :  s'ils 
sont  confondus,  auquel  cas  les  deux  coniques  sont  bitangentes, 
9(X)  est  nul.  Dans  ce  dernier  cas,  la  racine  simple  rend  o(X)>  o,  si 
les  points  de  contact  sont  imaginaires  conjugués. 

Réciproquement,  si  deux  valeurs  de  X  sont  égales^  les  coniques 
sont  tangentes  ;  car,  lorsque  les  points  communs  sont  distincts,  les 
valeurs  de  X  sont  diffférentes. 

il  est  clair  que  Téquation  en  (x  a  en  même  temps  deux  racines 
égales  ;  on  voit  d'ailleurs  sans  peine  que,  lorsque  deux  coniques 
sont  tangentes,  deux  des  trois  couples  d'ombilics  communs  (*)soiit 
confondus.  Le  signe  que  prend  ^(;jl)  pour  la  valeur  de  la  racine 
double  indique  si  les  deux  tangentes  communes  distinctes  sont 
réelles  ou  imaginaires  ;  et,  si  les  coniques  sont  bitangentes,  cette 
expression  est  nulle. 

*'  Un  ombilic  commun  à  deux  coniques  est  1c  point  de  roncoatre  de  deux  tang^ntc5 
communes. 
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Oq  voit  de  même  que,  si  les  trois  valeurs  de  X,  et,  par  suite,  celles 
de  {JL,  sont  égales,  les  coniques  sont  osculatrices.  Les  expressions  ^(X) 
et  ^({jl)  sont  alors  négatives;  Tunique  couple  de  sécantes  se  com- 
pose de  la  tangente  au  point  de  contact  et  de  la  droite  qui  joint  ce 
point  au  quatrième  point  commun  ;  Tunique  couple  d'ombilics 
communs  se  compose  du  point  de  contact  et  du  point  d*intersection 
de  la  tangente  en  ce  point  avec  la  quatrième  tangente  commune. 

Enfin,  si  les  coniques  ont  leurs  quatre  points  communs  conTondus, 
les  trois  valeurs  de  X  et  celles  de  \l  sont  encore  égales,  mais  les 
expressions  ç(X)  et  $([/.)  sont  nulles. 

189.  Coniques  homothétiques.  —  La  recherche  des  trans- 
formations homolôgiques  qui  transforment  Tune  en  Tautre  deux 
coniques  données,  est  encore  un  problème  qui  se  rattache  étroite- 
ment à  celle  de  leurs  points  communs  et  de  leurs  tangentes  com- 
munes. Le  procédé  le  plus  simple  consiste  a  chercher  d^abord  dans 
quelles  conditions  les  deux  coniques  sont  homothétiques;  on  se 
rappelle,  en  effet  (§  69),  que  deux  figures  homothétiques  se  trans- 
forment homographiqucment  suivant  deux  figures  homolôgiques. 

Soit  donc 

Téquation,  en  coordonnées  cartésiennes  de  Tune  des  coniques. 
L'équntion  générale  des  figures  homothétiques  s'obtiendra  en  y 
remplaçant  x  eX  j  par  les  valeurs  (98)  kx-hp  et  ky-^q^  ce  qui 
donne,  comme  au  §  1 35 

fc^a.x' + 9Ji,xj + b,j')  +  k{xC[+jC[^)  H-  C,(/>,  v)  -  o.       (267) 

L'ensemble  des  termes  du  second  degré  demeure  le  même,  à  un 
facteur  près,  ce  qui  prouve  que  toute  conique  homotbétique  à  une 
conique  donnée  a  les  mêmes  points  à  rinfini.  Pour  savoir  si  cette  con- 
dition est  suffisante,  supposons  qu'une  seconde  conique  ait  les 
mêmes  points  à  Tinfini,  et  ait  pour  équation 

Le  centre  et  le  rapport  d'homothétie  se  détermineront  en  identi- 
fiant son  équation  avec  Téquation  (267),  ce  qui  donne 
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là 


^'<^îp_^^c^;_c.(/^,y) 


=î/; 


a 


c\> 


OU  bien,  eu  égard  au  théorème  des  fonctions  homogènes, 


(a68) 


Éliminant/;  et  q  entre  ces  équations  linéaires,  ou  trouve  le  rap- 
port d*homothétie  k  par  Téquation  du  second  degré 


a, 


K 


Sk-^I^S^      fK^f^Â       ^^-^^ 


a 


i=o 


qui  s'ordonne  facilement  par  les  principes  de  décomposition  des 
déterminants.  On  trouve  ainsi  que  les  termes  en  A'  se  détruisent,  et 
elle  se  réduit  à 

A^-A2Aa=o 

A^  et  Aj  désignant,  comme  toujours,  les  discriminants  des  deux 
coniques.  On  en  tire  les  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires 


'=*\/ï; 


(2^9) 


réelles  si  les  deux  coniques,  qui  sont  d'ailleurs  de  même  espèce, 
ont  leurs  discriminants  de  même  signe,  imaginaires  dans  le  cas 
contraire.  Les  deux  premières  équations  (268)  donnent  ensuite,  en 
désignant  par  {oc^^  y^  et  [x^^  y^  les  centres  des  deux  courbes 

y=J|-^7a 

d*oii,  pour  les  centres  d'homothétie  (§  69) 


JC, 


—  aJ^o 


I 


i-A 
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c'est-a-dirc  que  le  centre  d'homolhétie  correspondant  à  une  valeur 
de  k,  partage  la  distance  des  centres  dans  le  rapport  égal  et  de 
signe  contraire.  Les  valeurs  de  k  étant  elles-mêmes  égales  et  de 
signes  contraires,  on  en  conclut  que,  lorsque  les  discriminants  sont 
de  mime  signe,  il  y  a  deux  centres  d'homothétie  situés  sur  la  droite 
des  centres  et  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  ces  deux  points. 
Ceci  arrivera  dans  les  cas  de  deux  ellipses  réelles^  de  deux  ellipses 
imaginaires,  et  de  deux  hyperboles  comprises  dans  le  même  angle 
des  asymptotes,  pourvu  que,  dans  tous  les  cas,  les  points  à  Tinfini, 
réels  ou  imaginaires,  soient  les  mêmes.  Mais  si,  dans  les  mêmes 
conditions,  les  deux  courbes  sont  une  ellipse  réelle  et  une  ellipse 
imaginaire,  ou  deux  hyperboles  situées  dans  les  angles  diiïérents 
des  asymptotes,  les  rapports  d'homothétie  sont  imaginaires  con- 
jugués, et  il  en  est  de  même  des  centres  d'homothétie  correspon- 
dants. La  transformation  est  imaginaire^  mais  c'est  toujours  la  trans- 
homothélique.  On  peut  dire  alors  que  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  deux  coniques  soient  homothétiques  est  qu'elles 
aient  les  mêmes  points  à  r infini. 

Si,  d'ailleurs,  on  observe  la  figure  formée  par  quatre  points, 
dont  deux  s'éloignent  indéfiniment  dans  des  directions  données,  on 
voit  sans  peine  que,  parmi  les  points  diagonaux  du  quadrangle 
limite,  Tun  est  à  l'infini  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  points  a  et  h 
restés  à  distance  finie,  tandis  que  les  deux  autres  s'obtiennent 
en  menant  par  chacun  de  ces  derniers  des  parallèles  aux  direc- 
tions données:  on  forme  ainsi  un  parallélogramme  dont  ils  sont 
les  deux  autres  sommets,  e  elf.  Par  suite,  le  point  situé  à  l'infini 
sur  a6  a  la  même  polaire  ef  par  rapport  aux  deux  coniques,  ce 
qui  revient  à  dire  que  le  diamètre  des  cordes  parallèles  a  ai,  dans 
les  deux  coniques,  est  la  droite  ef;  celte  droite  est  donc  aussi  la  droite 
des  centres,  et  elle  renferme  les  centres  d'homothétie.  Mais  elle  est 
un  côté  du  triangle  conjugué  commun,  elle  renferme  donc  aussi 
(§  184)  deux  ombilics  communs;  et  ces  points  ne  sauraient 
différer  des  centres  d*homothétie  ;  car,  si,  par  l'un  de  ces  derniers, 
on  mène  des  tangentes  à  l'une  des  coniques,  elles  seront  aussi  tan- 
gentes à  l'autre.  Ainsi,  les  centres  d'homothétie  sont  les  deux  ombilics 
communs  situés  sur  le  côté  du  triangle  conjugué  commtm  opposé  au 
sommet  de  ce  triangle  qui  est  à  l'infini. 

On  a  supposé,  jusqu'à  présent^  qu1l  s'agissait  de  deux  courbes  à 
centre.  Si  l'une  des  coniques  est  une  parabole,  l'autre  est  aussi  une 
parabole,  et  les  axes  sont  parallèles.  Les  coefficients  de  p  et  7  dans 
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les  deux  premières  équations  (268)  étant  proportionnels^  il  y  &  deux 
façons  d*exprimer  que  les  trois  équations  ont  une  solution  com- 
mune en  p  et  7:  soit  en  posant 

alors  les  valeurs  de  p  eiq  sont  infinies.  C'est  le  cas  particulier  de 
rhomothétie,  où  le  centre'  de  la  transformation  étant  rejeté  à  Tio- 
fini,  il  ressort  des  formules  (98)  qu'à  un  point  quelconque  de  l'une 
des  figures  correspond  le  centre  d'homothétie  dans  l'autre.  On 
peut  encore  écrire  que  les  deux  premières  équations  se  réduisent 
à  une  seule,  ce  qui  donne 

d'où  l'on  tire  la  valeur  deÂ:  la  troisièpie  équation  achève  alors  de 
déterminer  p  et  q. 

Si  l'on  suppose  que  la  direction  commune  des  axes  des  paraboles 
soit  celle  de  l'axe  X'OX,  auquel  cas  leurs  équations  prennent  la 
forme 

A  j^^ -+- a^jX  +  2/2J  H- Cj = o 

et  si  l'on  divise  les  valeurs  de  /?  et  ^  par  i  — A,  on  trouve  facile- 
ment pour  les  coordonnées  du  centre  d'homothétie 


X 


Ce  point  est  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  communes 
à  distance  finie  des  deux  paraboles,  comme  le  prouve  la  considé- 
ration de  l'équation  en  jjl.  On  voit  en  eÉfet,  si  l'on  forme  cette 
équation,  qu'elle  admet  une  racine  double  et  une  racine  simple; 

ce  qui   doit  être,  puisque  les  deux  courbes  sont  tangentes.  A  la 

£■« 
racine  simple,  jx— —  2_^  correspond  le  couple  d'ombilics  communs 

Si 
dont  l'un  est  le  point  de  contact  (à  l'infini)  et  l'autre  est  le  point 
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en  queslion  ;  Téquation  tangentielle  de  ce  dernier  donne  alors  ses 
coordonnées  qui  sont  celles  qui  viennent  d'être  écrites.  On  vérifie, 
par  la  valeur  de  j^  que  ce  point  est  sur  le  diamètre  commun  des 
cordes  parallèles  à  celle  qui  joint  les  points  communs,  situés  à  dis- 
tance finie,  des  deux  courbes. 

190.  Coniques  semblables.  —  Considérons  toujours  les  deux 
coniques  C^  et  C,.  Si  Ton  se  reporte  à  Féquation  (240)  qui  donne  les 
carrés  des  demi-axes  d'une  conique  quelconque,  on  peut  récrire 
en  rappliquant  à  la  première  conique 

Cîp* -h  («1  —  a/ii  cos  64- ii)  AiC,p^-t- Aï  sin*6=:  o. 

Si  Ton  y  remplace  l'inconnue  p^  par  k^p^,  il  vient,  en  tenant 
compte.de  la  valeur  (269)  de  ^,  chassant  les  dénominateurs  et  sup- 
primant 'le  facteur  commun  Af 

Cîp*-!-  (fl,  ~  2/11  cos  0+ i,)  A,C,p'-l-  Aï  sin'6= o 

c'est-à-dire  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes  de  la  seconde  coni- 
que (*).  On  en  conclut  que,  lorsque  deux  coniqties  à  centre  sont  homo- 
thétiqueSj  les  longueurs  des  axes  sont  proportionnelles.  Cette  pro- 
priété est  une  propriété  de  forme  et  subsiste  évidemment  si  l'une 
des  coniques  est  déplacée  d'une  façon  quelconque  dans  son  plan  ;  il 
suit  de  là  qu'elle  s'applique  aussi  à  deux  coniques  semblables  (§  70), 
et  elle  les  définit.  Il  est  clair  en  eiïet  que,  lorsqu'elle  est  remplie,  si 
on  les  ramène  à  avoir  leurs  axes  parallèles,' les  asymptotes,  eu  égard 
à  la  valeur  de  l'angle  qu'elles  font  avec  les  axes,  deviennent  aussi 
parallèles;  et,  par  suite,  les  coniques  deviennent  homothétiques. 

Si  les  courbes  sont  des  paraboles,  elles  sont  toujours  semblables 
(§  7^)>  puisqu'il  suffit  de  déplacer  l'une  d'elles  jusqu'à  ce  que  les 
axes  soient  parallèles  pour  Tes  rendre  homothétiques. 

191.  Coniques  homologiqnes.  —  Il  suit  de  ce  qui  précède,  en  considéraut 
les  coniques  transformées  homographiques  de  deux  coniques  homothéliques, 
que  si  Ton  prend  Tune  des  cordes  communes,  au  par  exemple  (fîg.  90),  pour 
axe  d'homologie,  et  pour  centre  d'homologie  l'un  des  ombilics  communs  situés 

(  *  )  On  suppose  qu'il  ne  résulte  aucune  confusion  de  ce  que  C.désigno  dans  ces  équa- 
tions le  coefâcient  tangcnticl  a,6, — h]  et  non  plus  lo  premier  membre  du  l'équation 
do  Tune  des  coniques. 
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sur  le  coté  ch  du  Iriangle  conjugué  commun  opposé  au  sommet /par  où  passe 
la  corde  commune  aby  deux  coniques  données  sont  homologiques.  Ainsi,  cha- 
cune des  cordes  communes  peut  servir  d'axe  d'homologie  relativement  à  Tun 
ou  h.  Tautre  de  deux  ombilics  communs,  pris  pour  centre  d*homologic,  et  réci- 
proquement. On  en  conclut  que  deux  coniques  peuvent  toujours  être  considérées 
de  douze  façons  différentes  comme  étant  des  courbes  homologiques  :  quatre  des  trans- 
formations^  au  moins,  sont  réelles.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsque  deux 
des  points  communs  seulement  sont  réels  ;  en  particulier,  dans  le  cas  de  deux 
cercles  qui  se  coupent.  Les  axes  d'homologie  sont  alors  la  droite  de  l'infini 
(auquel  cas  il  y  a  homothétie)  et  Taxe  radical  :  et  chacun  d'eux  peut  être  com- 
biné avec  l'un  quelconque  des  centres  d'homothélie  pris  pour  centre  d'homologie 
(§§  i35  et  140).  Si  les  cercles  ne  se  coupent  pas.  les  quatre  points  sont  imagi- 
naires, mais  deux  cordés  communes  et  les  ombilics  communs  correspondants 
sont  réels,  que  les  cercles  soient  extérieurs  ou  que  l'un  d'eux  soit  intérieur  à 
l'autre  ;  et  le  théorème  subsiste.  Les  douze  transformations  homologiques  ne 
sont  toutes  réelles  que  si  les  quatre  points  communs  et  les  quatre  tangentes 
communes  sont  en  môme  temps  réels  (fig.  90). 

11  résulte  de  là  (§  78)  que  si,  étant  donnée  une  conique,  on  trace  dans  son 
plan  un  cercle  quelconque,  et  si  l'on  fait  tourner  le  plan  de  la  conique  autour 
de  l'une  des  cordes  communes  réelles  d'un  angle  quelconque,  la  conique  et  le 
cercle  sont  en  perspective  :  et  cela  de  deux  façons  différentes,  puisque,  relati- 
vement à  cette  corde  commune,  prise  pour  axe  d'homologie,  il  y  a  deux  centres 
d'homologie  possibles.  On  vérifie  parla  (§  146)  que  toute  conique  peut  être  re- 
yardée  comme  la  section  plane  d'un  cône  à  base  circulaire. 

Le  sommet  de  la  perspective,  à  la  limite  centre  d'homologie,  décrit,  dans  le 


Fig.  y  J 


mouvement  du  plan  mobile,  un  cercle  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  d'homologie  :  il  se  projette  donc  sur  le  plan  de  la  figure  sur  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  centre  d'homologie  sur  la  corde  commune.  Si  l'on  veut  que 
le  cône  soit  de  révolution,  il  faut  que,  pour  une  position  du  plan  de  la  conique, 
le  sommet  du  cône  se  projette  au  centre  du  cercle  ;  il  faut  donc  que  la  droite  xo 
qui  joint  l'ombilic  commun  r  au  centre  o  du  cercle  (fig.  92)  soit  perpendiculaire 
sur  la  corde  commune  ab,  c'est-à-dire  que  la  polaire  du  point  s  par  rapport  au 
cercle  soit  parallèle  à  ab.  Mais  le  point  v  est  (§  184)  sur  le  côté  du  triangle  con- 
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jugué  commun  opposé  au  sommet  situé  sur  ab^  donc  les  polaires  du  point  n 
concourent  sur  ab,  et  par  suite  sont  parallèles  à  ab  ;  donc  enfin  le  diamètre  des 
cordes  parallèles  &  ab  est,  pour  les  deux  coniques,  la  droite  qui  joint  le  point  x 
au  milieu  de  ab,  c'est-à-dire  la  droite  xo  ;  et  comme  elle  est  perpendiculaire 
sur  aby  c'est  un  axe.  Il  faut  donc  choisir  le  centre  du  cercle  sur  un  des  axes  de 
la  conique,  et  alors  Taxe  d'homologie  est  Tune  des  cordes  communes  perpen- 
diculaires à  cet  axe.  Lorsque,  par  suite  du  mouvement  du  plan  de  la  conique, 
le  centre  d'homologie,  dont  la  projection  décrit  la  droite  .ro,  viendra  se  projeter 
au  point  o,le  cône  sera  de  révolution. 

Des  conditions  d'homothétie  de  deux  coniques,  on  a  déduit  les  transforma- 
tions qui  les  rendent  homologiques,  et  on  en  a  conclu  que  toute  conique  est 
la  section  plane  d'un  cône  à  base  circulaire.  On  aurait  pu  procéder  d'une  façon 
inverse ,  et,  de  la  figure  formée  par  deux  cercles,  conclure  lu  théorie  del'homo- 
logie  de  deux  coniques,  si  Ton  avait  pu  considérer  deux  coniques  comme  la 
projection  de  deux  cercles  situés  dans  le  même  plan.  C'est  à  quoi  Ton  peut 
arriver  très  directement  :  il  suffit,  en  effet,  pour  que  la  courbe  transformée 
d'une  conique  soit  un  cercle,  qu'elle  passe  par  les  points  cycliques  (§  1 19).  Soient 
donc  a  et  ^  deux  points  arbitrairement  choisis  sur  la  conique  considérée,  pour 
correspondre  aux  points  cycliques,  et  S  le  centre  inconnu  de  la  perspective  : 
s'il  existe  pour  ce  point  des  positions  réelles,  les  droites  isotropes  Sa  et  S^,  et 
par  suite  les  points  a  et  ^,  sont  imaginaires  conjugués.  De  ce  que  les  droites  Sa 
et  S^  sont  isotropes,  il  suit  que  la  distance  Sa  est  nulle  (§  54),  ainsi  que  la  dis- 
tance S&;on  voit  donc  d'abord  que  le  point  S  est  dans  le  plan  P  perpendiculaire 
sur  le  milieu  c  de  la  corde  ab,  d  cause  de  Sa=  S^  ;  le  point  c  et  par  suite  le 
plan  P  sont  réels,  parce  que  les  points  a  et  ^  sont  imaginaires  conjugués'.  On 
a,  de  plus. 

Sa   =36'    -\-  ca    rr:  O 

par  conséquent 

Se  rzj  ca  ^ —  I 

d'où  il  suit  que  le  point  S  est  dans  le  plan  P  sur  un  cercle  réel  ayant  pour  centre 
le  milieu  de  ab  et  pour  rayon  la  moitié  de  la  longueur  de  cette  corde,  préalablement 
rendue  réelle,  les  points  a  et  ^  étant  imaginaires  conjugués,  par  la  multipli- 
cation par  V — !•  Réciproquement,  tous  les  points  du  cercle  qui  viennent  d'être 
déterminés  satisfont  à  la  question,  car,  les  droites  Sa  et  S^  étant  isotropes,  tout 
plan  parallèle  au  plan  réel  Sab  coupe  le  cône  suivant  un  cercle.  Si  maintenant 
les  points  a  et  b^  arbitrairement  choisis  sur  la  conique,  n'étaient  pas  imagi- 
naires conjugués,  le  lieu  du  point  S,  et  par  suite  la  transformation  correspon- 
dante, seraient  imaginaires.  Une  conique  peut  donc  être  considérée  comme  la 
transformée  homologique  d'un  cercle  par  une  infinité  de  transformations,  réelles 
ou  imaginaires,  en  môme  temps  que  les  points  correspondants  aux  points  cycli- 
ques sont  imaginaires  conjugués  ou  non. 

Si,  au  lieu  d'une  conique,  il  s'agit  de  deux  coniques  à  projeter  suivant  des 
cercles,  ce  qui  vient  d'être  dit  relativement  aux  points  a  et  ^  qui  correspondent 
aux  points  cycliques  pourra  s'appliquer  aux  extrémités  de  chacune  des  six  cordes 
communes,  et  Ton  voit  que  le  lieu  des  points  d'oii  l'on  peut  projeter,  suivant  deux 
cercles  situés  dans  un  même  planf  deux  coniques  données  dans  un  même  plan,  se 
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compose  de  six  cercles  réels  ou  imaginaires  déduits  comme  plus  haut  de  chacune 
des  cordes  communes.  Si  les  quatre  points  communs  sont  réels,  les  six 
cercles  sont  imaginaires  ;  si  deux  seulement  sont  réels,  le  cercle  relatif  à  la 
corde  commune  qui  joint  les  points  imaginaires  conjugués  est  seul  réel,  et  le 
cercle  relatif  à  la  corde  commune  opposée,  quoique  imaginaire,  a  ses  coefficients 
réels  ;  enfin,  si  les  quatre  points  sont  imaginaires,  les  deux  cercles  relatifs 
aux  cordes  communes  joignant  deux  points  imaginaires  conjugués  sont  réels. 
Quoi  qu'il  en  soit,  il  y  a  toujours  une  infinité  de  transformations  homologiques 
réelles  ou  imaginaires  qui  transforment  deux  coniques  en  deux  cercles  ;  les 
coefficients  des  équations  de  ces  cercles  sont,  suivant  les  cas,  réels  ou  imagi- 
naires. 

La  démonstration  précédente  est  rigoureuse  en  admettant  :  premièrement, 
que  le  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu  d'un  segment  de  droite  est  le  lieu  des 
points,  réels  ou  imaginaireSj  également  distants  des  extrémités  du  segment,  ce 
qui  sera  démontré  en  géométrie  à  trois  dimensions  ;  deuxièmement,  que  le 
théorème  du  carré  de  Thypoténuse  s'applique  à  un  triangle  rectangle  à  som- 
mets imaginaires,  ce  qui  se  vérifie  sans  difficulté. 

192.  Exercices.  —  i.  On  considère  une  conique  Vixe  et  une  conique  variable 
passant  par  quatre  points  fixes  a,ù,c,df  dont  les  deux  premiers  sont  sur  la 
conique  fixe.  Montrer  que  la  droite  qui  joint  les  pôles  par  rapport  à  la  conique 
fixe  et  par  rapport  à  la  conique  variable  de  la  corde  commune  joignant  leurs 
deux  autres  points  d'intersection  passe  par  un  point  fixe.  Trouver  le  lieu  du 
point  d'intersection  de  cette  corde  avec  la  droite  cd. 

2.  Lieu  des  centres  des  cercles  de  rayon  constant  et  tels  que  deux  sécantes  com- 
munes à  l'un  d'eux  et  à  une  conique  donnée  soient  parallèles  ou  rectangulaires. 

3.  Ëtant  donnés  une  parabole  et  un  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe  de  la 
parabole,  ou  mène  au  cercle  deux  tangentes  parallèles  qui  coupent  la  parabole 
en  quatre  points.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  deux  autres  couples  de  sécantes 
passant  par  ces  quatre  points  lorsque  la  direction  des  tangentes  varie,  et  le  lieu 
du  point  d'intersection  de  l'une  des  sécantes  avec  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  du  cercle  sur  l'autre  sécante  du  môme  couple. 

4.  On  considère  quatre  points  d'une  conique  dont  deux  sont  fixes  et  les  deux 
autres  sont  sur  une  droite  tournant  autour  d'un  point  fixe  ;  trouver  le  lieu  des 
points  d'intersection  de  la  parabole  qui  passe  par  ces  quatre  points  avec  la  droite 
qui  joint  les  centres  des  deux  couples  de  sécantes  qui  passent  par  les  quatre 
points,  couples  dont  ne  fait  pas  partie  la  droite  mobile. 

5.  Si  deux  coniques  sont  tangentes,  la  droite  qui  joint  les  extrémités  des  dia- 
mètres menés  par  le  point  de  contact  passe  par  l'ombilic  commun  ;  les  polaires 
de  ce  point,  la  sécante  commune  et  la  tangente  au  point  de  contact  sont  con- 
courantes. 

6.  Deux  paraboles  ayant  même  foyer,  faire  voir  qu'elles  ont  une  seule  tan- 
gente commune  réelle  à  dislance  finie,  et  trouver  le  lieu  du  milieu  du  segment 
dont  les  extrémités  sont  les  points  de  contact,  lorsque  les  axes  sont  deux  droites 
perpendiculaires  données. 

7.  Étant  donnés  une  parabole  et  un  cercle  passant  par  son  foyer,  trouver  les 
régions  du  plan  où  doit  se  trouver  le  centre  du  cercle  pour  que  les  quatre  points 
d'intersection  soient  :  i*»  tous  réels  ;  a«  tous  imaginaires  ;  3»  pour  que  deu\ 
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d'entre  eux  soient  réels  et  deux  imaginaires.  Courbes  qui  séparent  ces  régions. 
(École  polytechnique.) 
8.  On  donne  le  cercle  représenté  par  l'équation 


x'  +  r*  =  I 


et  la  parabole  représentée  par  Téquation 


«■»    »  r.  n   t  «        3a'  -h  B'  —  I 

p\r^  —  lÀOL^rj-  -+-  aM    -+-  2xr  -f-  ap/  =  — 


a' 


ou  s  et  p  sont  des  paramètres  positifs  quelconques. 

On  propose  de  déterminer  :  1®  le  nombre  des  points  réels  communs  aux  deux 
courbes  pour  les  diiTérenles  valeurs  de  a  et  de  ^  ; 

2**  Les  coordonnées  des  quatre  points  communs,  lorsque  oî^-*-^^—-  i,  lorsque 

a  -  I  avec  p>o,  lorsque  p  =  V(*'—  0(4«'—  0-  i^ole  polytechnique.) 


NORMALES  ET  FOYERS 

193.  Normales.  —  L'étude  des  normnles  el  celle  des  foyers, 
dans  les  coniques,  se  rattachent,  à  un  certain  point  de  \uc,  aux 
théories  précédentes. 

En  chaque  point  (.r^,  Jq)  d'une  conique,  il  y  a  une  normale  qui 
est  la  perpendiculaire  à  la  tangente  (§  g4)  et  qui  a  pour  équation, 
en  coordonnées  rectangulaires, 

•^-•^0    .r-.ro 


La  théorie  des  normales  a  pour  but  d'étudier  le  système  des 
droites  ainsi  obtenues,  lorsque  le  point  {x^,  y^  décrit  la  conique. 
L'indétermination  de  ces  droites  est  évidemment  du  premier  ordre; 
par  suite,  elles  enveloppent  une  courbe  dont  on  obtiendra  la  classe 
en  cherchant  combien  de  fois  la  droite  mobile  passe  par  un  point 
(x^,  j^  du  plan.  Le  premier  problème  à  traiter  est  donc  le  suivant: 
mener  par  wi  point  dowié  des  normales  à  une  conique  donnée.  Si 
l'on  exprime  que  la  normale  passe  parle  point  donné,  il  vient 

équation  qui,  jointe  à  celle  de  la  conique. 
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détermine  les  coordonnées  (j^^o»  J^'o)  ^^^  pieds  des  normales  cher- 
chées. Si  Ton  y  considère  ces  coordonnées  comme  courantes,  ces 
équations  représentent  deux  courbes  dont  ces  pieds  sont  les  points 
communs;  Tune  de  ces  courbes  est  la  conique  donnée,  Tautre  a 
pour  équation 

[x-x,)fy-{jr^j,)f^=o  (270) 

c'est-à-dire, 

C'est  une  hyperbole  équilatëre;  la  première  équation  fait  voir 
qu'elle  passe  par  le  centre  de  la  conique  et  par  le  point  donné  ; 
de  la  seconde,  on  conclut  (§  i56)  que  ses  asymptotes  sont  parallèles 
aux  axes  de  la  conique. 

Cette  courbe,  à  laquelle  on  donne  quelquefois  le  nom  d'ht/per^ 
bole  d'Apollonius,  peut  être  définie  comme  lieu  géométrique  de  la 
façon  suivante  :  c'est  le  lieu  du  point  d'intersection  d'un  diamètre 
variable  avec  la  perpendiculaire  menée  à  son  conjugué  par  le 
point  (j^i,  j^J.  Soit  en  effet 

Pa:  —  a  >  =  o 

une  direction  variable  ;  la  perpendiculaire  menée  parle  point (a:^,jri) 
est 

et  le  diamètre  conjugué  (i54)  a  pour  équation 

Éliminant  a  et  ^  entre  les  équations  de  ces  deux  droites,  on  obtient 
l'équation  (270).  La  propriété  caractéristique  d'un  point  m  du  lieu 
est  la  suivante  :  si  on  le  joint  au  point  donné  a,  la  droite  ma  est 
perpendiculaire  au  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  le 
point  m.  Si  le  point  est  sur  la  conique  donnée,  on  en  conclut  que 
la  droite  ma  est  perpendiculaire  à  la  tangente  en  m  à  la  conique  ; 
les  points  d'iniersection  de  Thyperbole  avec  la  conique  sont  donc 
les  pieds  des  normales  menées  par  le  point  a. 

fL»  nui  précède  que  les  normales  menées  par  un  point 
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à  une  conique^  sont  au  nombre  de  quatre^  réelles  ou  imaginaires. 
Leur  enveloppe,  développée  de  lu  conique  (§  94),  est  donc  une 
courbe  de  lu  quatrième  classe.  Deux  des  normales  menées  par  un 
point  sont  toujours  réelles  ;  c'est  ce  qui  va  résulter  de  Tappli- 
cation  de  la  théorie  aux  trois  courbes. 

Supposons  d*abord  que  la  courbe  soit  Tellipse 


L*hyperbole  équilatère  (270)  a  alors  pour  équation 
.  en  posant,  comme  au  §  itio 


c 


2=rfl^-A^ 


Si  Ton  multiplie  la  première  par  X,  la  seconde  par  2,  si  Ton 
ajoute  et  si  Ton  exprime  que  la  courbe  ainsi  obtenue  se  réduit  à 
deux  lignes  droites,  on  obtient  Téquation 


m= 


A 


a' 


h\y,    - 


e' 

i>'j 

A 

—  a^jT 

a^x, 

X 

O 


ou,  en  développant,  et  multipliant  par  n^b^ 

X^-f-rt^A=*(rt^jrî-f-A*'îrî  — c*)X-t-2rt*AVj:j^=o.         (271) 

Pour  démontrer  que  deux  des  points  d'intersection  sont  toujours 
réels,  il  suffit  (§  i85)  de  prouver  que,  si  les  valeurs  de  X  sont  réelles, 
elles  rendent  toutes  les  trois  négative  l'expression 


Or,  si  les  racines  sont  réelles,  celles  de  la  dérivée 
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détermine  les  coordonnées  (j^o'Jo)^®^  pieds  des   n 
chées.  Si  Ton  y  considère  ces  coordonnées  comni 
équations  représentent  deux  courbes  dont  ces  ]»!. 
communs;  Tune  de  ces  courbes  est  la  coniqu' 
pour  équation 

c'est-à-dire, 


i»,  et  rtXj  celles 


h{a?-y')-\-{b-a)xj-{hx^-aj^-J)x- 

C'est  une  hyperbole  équilatère;  1 
qu'elle  passe  par  le  centre  de  la  c 
de  la  seconde,  on  conclut  (§  i56)  (y 
aux  axes  de  la  conique. 

Cette  courbe,  à  laquelle  on   r 
hole  d'Apollonius,  peut  être  dv 
l'açon  suivante  :  c'est  le  lieu 
variable  avec  la  perpendi< 
point  (j^i,  j^<).  Soit  en  effet 


une  direction  variable 
est 


et  le  diamètre  con 


-  ^  f^  —  ).<  sont  rangées  par 
r5ui<I:oe  dans  FéquatioD 
-  ••««aî'Qi^ciirémes  donnent, 
r  i:  5irDf  -^,  tandis  que  les 
yzirh'^  jfi?  racines  de /("a) -0 
•  r  'îCBf  —  et  la  seconde  le 
*  ^.  rfaLi«r«uient  les  trois 
^  :  -^r^i  '  T«''î:r  chicune  d'elles. 
.-i"  ..:-  aT«]»l»riîic'0  de  la  théorie 
■  . .  L  rr  >î  «s  T'itt?  directement 
-n^-'-ii-  t^^  i 'hyperbole  (270,, 
,  -  ..-  ih^rfâBLiremeot  en  deui 
•.-:^..  •  .i:;*î  j'«t  »ui  abscisses  des 
^M-. .  ;  .s^ii  "  ^  r».T  7iie  les  substi- 

.:  v»;  ni^'i'f ^  ii  ai  Dormales 

T  .;  .«1  infxf-r  quatre.  Us 

.   ^.    .    i— ^  T:r  •*  'Ira  des  points 

-  .    *.  ^  :     •Ml.:  i::ie<.  Celîeu 

.  _  .        -    .  .l 'in  rtrlnes  égales, 


{2:2] 


Éliminant  a  et 
l'équation  (27' 
est  la  suivant 
perpendicul.' 
point  m.  Si 
la  droite  ni 
les  points 
les  pieds  (' 
11  suit 


lî" 


-  •  r'.ne  i-^al  ladcYC- 

^  -.:  "  MI-  *?4  à  Tinter- 

cï--':ai   ÎS4. décrit 

-  T   ;  *-^  :■?  ce  point 

^   ;  ..  .  j  cc^edcTel- 


I.  • 


I, 


"X 


/.» 


'r. 


•  ^ 
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I  obtient  son  enveloppe  en 
•  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a. 
I  ;i,  liés  par  une  relation 


o 


(.;3) 


-/  •<',J,a,?)  =  o  (274) 

à  a  devient,  en  vertu  du  théorème  des 


./:+37;-<' 


rs'-' 


J  9L  ./  P 


(^75) 


ler  a  et  li  entre  (273),  (274)  et  (î»75). 
m  d'une  normale  à  Tellipse  est 


.7'       J',^       .V       .^  0 

^1' 


.i  /,2 


lendra  son  enveloppe  en  éliminant  x^  et  j^-^  entre  ces  deux 
ions,  et 

11 

'Crivant  réquation  de  la  normale  sous  la  forme 

PicqrET,  Géom,  anûlyU  ^1 
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le  sont  aussi.  Soient  itX^  les  racines  réelles  de  (p(X)=:o,  et  ±}^  celles 
de  la  dérivée.  On  a 

llsuitdelàque  les  valeurs— X^,  — )^,  -+-X2,etH-X^  sont  rangées  par 
ordre  de  grandeur  croissante  ;  si  on  les  substitue  dans  réquation 
/*^X)=o,  on  voit,  comme  au  §  i86,  que  les  valeurs  extrêmes  donnent, 
la  première  le  signe  —,  et  la  seconde  le  signe  +,  tandis  que  les 
racines  de  la  dérivée  donnent  évidemment,  les  racines  de /(X)=:o 
étant  supposées  réelles,  la  première,  le  signe  +  et  la  seconde  le 
signe  — .  Définitivenfient,  —  \  et  -+-X,  comprennent  les  trois 
racines  de  f{\)  =  o,  par  suite,  ç(X)  est  négatif  pour  chacune  d'elles. 

Ce  procédé  a  l'avantage  de  fournir  une  application  de  la  théorie 
de  réquation  /(X)=o.  Si  l'on  veut,  la  chose  est  plus  directement 
évidente  :  géométriquement,  en  remarquant  que  l'hyperbole  (270), 
passant  par  le  centre  de  Tellipse,  la  coupe  nécessairement  en  deux 
points  ;  analytiquement,  en  cherchant  l'équation  aux  abscisses  des 
points  d^interseclion  des  deux  courbes  et  faisant  voir  que  les  substi- 
tutions —a,  o,  4-a  donnent  des  alternances  de  signes. 

Il  y  a  donc  des  points  du  plan  d'où  l'on  peut  mener  deux  normales 
réelles  à  l'ellipse,  et  des  points  d'où  l'on  peut  en  mener  quatre.  Les 
uns  et  les  autres  forment  deux  régions  limitées  par  le  lieu  des  points 
pour  lesquels  deux  des  quatre  normales  sont  confondues.  Ce  Heu 
s'obtiendra  en  exprimant  que  l'équation  (271)  a  deux  racines  égales, 
ce  qui  donne 

On  retrouve  ainsi  la  courbe  désignée  (§  108)  comme  étant  la  déve- 
loppée de  l'ellipse  ;  il  est  clair,  en  effet,  que  si  un  point  est  à  l'inter- 
section des  deux  normales  voisines,  et,  par  conséquent  (§  84)»  décrit 
Tenveloppe  de  ces  droites,  deux  des  normales  menées  de  ce  point 
coïncident.  Pour  vérifier  que  cette  courbe  est  la  développée  de  l'el- 
lipse, il  faut  se  rappeler  (§  84)  que  si  l'équation  d'une  droite 
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renrerme  un  paramètre  variable  a,  on  obtient  son  enveloppe  en 
éliminant  a  entre  Téquation  de  la  droite  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a. 
Si  elle  renferme  deux  paramètres  a  et  3>  liés  par  une  relation 

9(a,(3)-ro  (273) 

réquation  de  la  droite  est  alors 

/(^,7,a,P)  =  o  (1*74) 

et  la  dérivée  par  rapport  à  a  devient,  en  vertu  du  théorème  des 
fonctions  composées. 

On  a^  d'ailleurs, 
(l'oii 

f     f 

./a ./? 

?^       '?? 

et  il  reste  à  éliminer  a  et  p  entre  (273),  (274)  et  (275). 
Si  donc  réquation  d'une  normale  à  Tellipse  est 


(•^75) 


^0  ^  0 

a 

avec 


j  ^i 


'a'       h' 

on  obtiendra  son  enveloppe  en  éliminant  -^ 0  ^O^o  ^^^^^  ^^s  deux 
équations,  et 

-ri   "     ji  ~>^' 

d'où 

Kcrivant  réquation  de  la  normale  sous  la  forme 

l'Kfli-ET,  Géom.  analyt,  31 


4^2 
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et  substituant,  il  vient 


'— p  M^+(*r)'] 


d'où  l'on  tire 


Substituant  enfin  dans  réquation  de  Tellipse,  on  trouve 


(276) 


équation  qui,  mise  sous  forme  entière  en  élevant  au  cube,  reproduit 
réquation  (272).  Elle  se  prête  mieux  à  la  discussion  que  cette  der- 
nière ;  elle  montre,  en  efTet,  que,  pour  une  valeur  de  x,  y  n'est  réel 

que  si  cette  valeur  est  comprise  entre et  h — ;  on  vérifie  aisément 

que,  lorsque  x  varie  de  zéro  à  —,  la  dérivée  de  ^^  est  négative.  D'ail- 
leurs, les  points  de  la  courbe  situés  sur  les  axes  étant  des  points  de 
rebroussement  (§  108),  la  courbe  n'ayant  pas  de  point  d'inQexion 
et  étant  symétrique  par  rapport  aux  axes,  on  en  conclut  la  figure  9.'}. 

On  a  c^  <a^f  d'où—  <a;  il  suit  de  là  que  les  points  de  rebrous- 

a 

sèment  situés  sur  le  grand  axe  sont  toujours  intérieurs  à  Tellipse. 


F»  g.  9-' 

Ceux  qui  sont  sur  le  petit  axe  sont  intérieurs  ou  extérieurs,  suivant 
que  l'on  a  c^  <  h^  ou  c^>h^. 

On  trouve  facilement  les  coordonnées  des  points  a,  A,  c,  d  où  la 
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développée  rencontre  Tellipse.  En  eiïet,  Tune  étant  du  sixième  et 
Tautre  du  second  degré,  il  y  a  douze  points  d'intersection.  Mais  ils 
sont  symétriques  par  rapport  aux  axes  ;  si  donc  on  élimine  j^  entre 
les  deux  équations,  on  trouve  une  équation  du  sixième  degré  ne 
renfermant  que  des  puissances  paires  de  x.  D'ailleurs,  les  deux 
courbes  ont  quatre  contacts  imaginaires  (§  94)  aux  points  d'inter- 
section de  l'ellipse  avec  ses  directrices  :  on  en  conclut  que  le  pre- 
mier membre  de  Téquation  est  divisible  par  (c^jr*  — n'j^  ;  il  reste 
alors  une  équation  du  second  degré  d*oii  Ton  tire 

Ils  sont  réels  ou  imaginaires,  comme  on  pouvait  s'y  attendre 
suivan't  que  les  points  de  rebroussement,  situés  sur  le  petit  axe, 
sont  extérieurs  ou  intérieurs  à  la  courbe. 

On  voit  donc,  et  la  recherche  des  points  mutiplcs  la  prouvé 
d'ailleurs,  que  Téquation  (272)  a  aussi  son  utilité.  C'est  la  véritable 
équation  de  la  courbe,  puisqu'elle  est  algébrique;  et  Tusage  de 
réquation  (27(3)  peut  quelquefois  mener  à  des  erreurs  si  l'on  n'y 
prête  pas  une  attention  particulière.  Si  l'on  veut  vérifier,  par  exem- 
ple, que. les  quatre  points  doubles  imaginaires  de  la  courbe  (§  108) 
dont  les  coordonnées  sont 

satisfont  cette  équation,  on  est  conduit  à  Tidentité 

(-!)'  +  (-  l)i=I 

dont  le  premier  membre  doit  être  regardé  comme  la  somme  des 
racines  cubiques  imaginaires  de— i,  laquelle  est  en  efTet  égale  à 
Tunilé. 

Si  Ton  veut  maintenant  Téquation  langentiellc  de  la  développée, 
il  suffit  d'écrire  que  la  droite 

UX  4-  V'J*  4-  I  m  o 

lui  est  tangente,  c'est-à-dire  normale  à  l'ellipse.  Or  l'équation  de 
la  normale  au  point  {.r^,j  ,)  peut  s'écrire 
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Les  deux  droites  seront  identiques  si  Ton  a 


d'où  l'on  lire 

fl» 

P 

^'        c'a 

:>  4     ^a^,^ 

Substituant  dans  Téquatiou  de  Tellipse,  on  obtient^Ia  relation 

qui  représente  une  courbe  unicursale  de  la  quatrième  classe  ;  ses 
trois  tangentes  doubles  sont  les  deux  axes  et  la  droite  de  TinGni. 
Si  Ton  cherche  une  combinaison  homogène  en  u  et  i>  de  cette 
équation  et  de  celle  de  la  droite  mobile,  on  obtient 

qui  peut  s'écrire  en  changeant  les  signes 
b^x^u*  -h  a  b^xyu^i^  -h  [a^x^  -+-  b^^j  ^  —  c*)  u^{^  -+-  ic?xyuv^  4-  t^y  V  =  o 

et  qui  est  Téqualion  aux  paramètres  angulaires  des  normales  me- 
nées par  le  point  [pc^y).  On  vérifie  facilement  qu'elle  a  deux  racines 
réelles,  puisque  les  substitutions 

u  Y 

V         bi- 
donnent des  résultats  de  signes  contraires. 

194.  —  La  théorie  des  normales  à  Thyperbole  se  déduit  de  la 
précédente  par  le  changement  de  b^  en  —  b^.  I/hyperbole  équila- 
tère  (270)  devient  alors 
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c^  étant  égal  celle  fois  à  a^-^-b^.  Si  1  on  recherche  les  points  com- 
muns à  cette  courbe  et  à  Thyperbole  donnée,  on  trouve  encore  que 
deux  de  ces  points  sont  toujours  réels,  parce  que  Texpression 


X 


% 


îW=-;pp-^' 


est  négative  pour  toute  valeur  de  X,  et  par  suite  pour  les  trois  raci- 
nes de  réqualion/(X)  =  o. 
L'équation  de  la  développée  peut  s\'!crire 

ou,  sous  forme  entière 

Ses  points  à  l'infini  sont  réels,  et  elle  a  deux  branches  paraboliques 
dans  les  directions  ef,  ef  (fig.  94)  perpendiculaires  aux  asymptotes  ; 


Fig.  9i 

mais  les  points  de  rebroussemcnt  sur  Taxe  imaginaire  de  Thyper- 
bole  sont  imaginaires.  Ceux  qui  sont  sur  Taxe  transverse  s'obtien- 
nent en  menant  des  perpendiculaires  à  Tune  des  asymptotes  en  ses 
points  d'intersection  avec  les  tangentes  aux  sommets. 

Les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  sa  développée  ont 
pour  coordonnées 
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Us  sont  réels  ou  imaginaires  suivant  que  Tangle  des  asymptotes 
qui  comprend  la  courbe  est  plus  petit  ou  plus  grand  qu^un  angle 
droit. 

Si  rhyperbole  est  équilatëre,  ils  sont  à  Tinfini. 

Les  points  doubles  sont  encore  imaginaires  et  ont  pour  coordon- 
nées 

a  ^  ^  b 

196.  —  S'il  s'agit  de  la  parabole,  un  des  pieds  des  quatre  nor- 
males menées  par  un  point  donné  est  toujours  à  Tinfini  :  car  si  on 
considère  le  diamètre  qui  passe  par  ce  point,  il  rencontre  la 
courbe  à  Tinfini,  et  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite  de  l*in- 
fini  qui  a  toutes  les  directions  possibles^  en  particulier  celle 
de  la  perpendiculaire  au  diamètre.  On  trouve  en  efTet,  en  prc-. 
nabt  la  parabole  sous  la  forme 

que  rhyperbole  équilatère  (270)  devient 

Les  deux  courbes  ont  un  point  commun  à  Tinfini  sur  Taxe  de  la 
parabole  ;  ainsi  on  peut  mener  par  un  point  à  tme  parabole  trois 
normales  ^réelles  ou  imaginaires.  On  trouve  sans  peine  l'équation  de 
la  développée,  en  la  considérant  soit  comme  l'enveloppe  des  nor- 
males, soit  comme  le  lieu  des  points  pour  lesquels  deux  des  trois 
normales  coïncident;  elle  peut  s'écrire 

%(x-pf-2.^py  =  o. 
Son  équation  tangentielle  est 

/?w^-f2/?ttv^-h2v^=o.  (^77) 

C'est  une  courbe  du  troisième  degré  et  de  la  troisième  classe, 
ayant  un  point  de  rebroussement  sur  l'axe  X'OX  (fig.  90)  et  un  point 
d'inflexion  à  Tinfini  sur  l'axe  Y'OY,  la  tangente  d'inflexion  étant 
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elle-même  à  TinOni.  Elle  est  tangente  à  la  parabole  en  ses  deux 
points  d'intersection  imaginaires  avec  la  directrice  (§  94),  et  elle  la 


coupe  en  outre  aux  points  réels  b  et  c   dont   les  coordonnées 
sont 

De  l'équation  tangentielle  (277),  on  conclut,  comme  dans  le  cas 
de  Tellipse,  Téquation  aux  paramètres  angulaires  des  normales  me- 
nées par  le  point  (^,  r)  ;  ou,  si  Ton  veut,  Téquation  de  la  normale 
en  fonction  de  ses  paramètres  angulaires,  qui  est 

et  qui  est  utile  dans  beaucoup  de  problèmes. 

196.  Foyers  et  directrices.  —  On  a  défini  (§  94)  les  foyers 
d'une  courbe  comme  étant  les  points  d'intersection  mutuelle  de  ses 
tangentes  isotropes.  Si  Ion  répète  sur  une  conique  les  considéra- 
tions développées  sur  une  courbe  de  classe  donnée,  on  voit  que,  si 
Ton  représente  symboliquement  les  points  cycliques  I  et  J  (Gg.  96)^ 
ainsi  que  les  couples  de  tangentes  menées  de  ces  points  à  la  conique, 
ces  tangentes  se  coupent  en  quatre  points/,/'  et  9,9'  qui  sont  les  qua- 
tre foyers.  Le  point  1  étant  imaginaire,  et  la  courbe  ayant  ses  coeffi- 
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cients  réels,  les  tangentes  \f,  \f\  menées  du  point  1,  sont  imaginaires 
non  conjuguées  ;  mais  si  Ton  change  ^— i  en  —v^— i,  le  point  I  dé- 
vient le  point  J,  et  la  courbe  ne  change  pas  ;  les  tangentes  I/,  \f'  de- 
viennent donc  J/,  if  qui  sont  alors  les  conjuguées  respectives  des 
premières.  D'où  il  suit  que  deux  des  quatre  foyers,  f  ei  f  par 
exemple,  suivant  la  façon  dont  on  accouple  ces  droites, sont  réels; 
tandis  que  les  deux  autres  ç  et  (p' sont  imaginaires  conjugués,  car Jes 
droites  qui  définissent  cp  se  transforment,  par  le  changement  de  V— > 
en  — v'""^  suivant  celles  qui  définissent  ç'.  Les  droites  j^^'  et  ^'  sont 
donc  réelles,  ainsi  que  la  droite  IJ  qui  est  la  droite  de  Tinfini;  de 


Fig.  96 

plus,  le  quadrilatère /ç/'ç'  étant  circonscrit  à  la  conique,  ces  trois 
droites  sont(§  i83)  les  côtés  d'un  triangle  conjugué:  c'est-à-dire 
que  le  point  0,  pôle  de  la  droite  IJ  qui  est  à  Tinfini,  est  centre  de 
la  courbe  tandis  que  les  diagonales  ff\^'^  sont  deux  diamètres 
conjugués.  En  outre,  d  après  les  propriétés  harmoniques  du  qua- 
drilatère complet,  ces  diamètres  conjugués  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  droites  isotropes,  01,  OJ  ;  ils  sont  donc  rec- 
tangulaires, par  suite  ce  sont  les  axes  de  la  conique.  Ainsi  une  co- 
nique à  centre^  et  dont  les  coefficients  sont  réels,  possède  quatre  foyers, 
dont  deux  sont  réels  sur  l'un  des  axes  et  dont  deux  sont  imaginaires 
conjugués  sur  r autre. 

Des  considérations  analogues  prouvent  que,  dans  le  cas  de  la  pa- 
rabole^ les  quatre  foyers  se  réduisent  à  un  seul,  situé  sur  Taxe,  a 
cause  du  contact  à  Tinfini. 

197.  —  Le  calcul  conduit  aux  mêmes  résultats.  Si  Ton  écrit  que 
réquation  homogène  du  second  degré  en  a  et[jL  du§  i5o  a  ses  raci- 
nes égales,  on  obtient  la  condition 
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qui  exprime  le  contact  avec  la  conique  de  la  droite  joignant  les 
points  {jc^jf  z)  et  (j:^^  j^  ^j)  ;  qui  représente  par  conséquent,  si  Ton 
y  considère  le  premier  comme  variable  et  le  second  comme  connu, 
le  système  des  tangentes  menées  par  le  point  (a:^,j^p  z^).  Sa  forme 
indique  d'ailleurs  qu'elle  représente  une  conique  doublement  tan- 
gente à  la  proposée  en  ses  points  d'intersection  avec  la  polaire  de 
(j^4fJi,Zi),  et  Ton  vérifie  sans  peine  qu'elle  passe  parce  point.  Une 
seule  conique  satisfait  à  ces  cinq  conditions  linéaires,  et  c'est  le 
système  des  tangentes  issues  du  point. 

On  aura  les  foyers  de  la  conique  en  exprimant  que  ces  tangentes 
passent  par  les  points  cycliques,  c'est-à-dire  en  identifiant  Tensem- 
ble  des  termes  du  second  degré  avec 

x^4-2j?rcos8-i-r- 

%/ 

ce  qui  donne,  en  supprimant  les  indices 

ow,  en  égalant  le  rapport  du  milieu  aux  extrêmes 


[a  cose  -  h)f{x,j,z)  -  cosO/;^  -^fjy--^  ^> 

(Acosô-//)/(.r,j^  ,::)-cosoy;;^4-/:y;--o 


(279) 


équations  de  deux  coniques  dont  les  points  communs  sont  les  foyers 
cherchés. 

On  voit  facilement  que  chacune  de  ces  courbes  est  une  hyperbole 
équilatère.  D'ailleurs,  la  condition  d'être  une  hyperbole  équilatère 
étant  linéaire,  s'il  en  est  ainsi  de  deux  coniques,  il  en  est  de  même 
de  toutes  celles  qui  pussent  par  leurs  points  d'intersection  et  en  par- 
ticulier des  trois  couples  de  sécantes  communes  :  c'est  dire  que 
les  points  communs  à  deux  hyperboles  equilatères  sont  les  sommets 
frim  triangle  et  le  point  de  rencontre  des  haxUtnrs  ;  c'est  la  récipro- 
que d'un  théorème  énoncé  plushiuit(§  i(>7,  11). 

Par  suite  les  quatre  foyers  sont  les  sommets  d'un  triangle  et  le  point 
de  rencontre  des  hauteurs.  Ils  sont  définis  par  un  faisceau  d'hyper- 
boles equilatères  dont  deux  sont  représentées  par  les  équa- 
tions (279).  Si  l'on  suppose  que  l'angle  des  axes  soit  un  angle  droit, 
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ces  deux  courbes  coïncident  en  une  seule  qui  rencontre  la  conique 
proposée  en  ses  points  d'intersection  avec  les  droites 

./x=o     y;  =  o 

qui  sont  les  diamètres  respectivement  conjugués  des  axes  de  coor- 
données, c'est-à-dire  de  deux  directions  perpendiculaires  quelcon- 
ques. On  peut  donc  dire  que  si  par  les  points  d'intersection  avec  une 
C07iique  des  diamètres  respectivement  conjnt/ués  à  deux  directions 
perpendiculaires  quelconques,  on  fait  passer  une  hypei*bole  équila- 
tère  (*),  cette  courbe  passe  par  les  quatre  foyers.  On  obtient  de  la 
sorte  toutes  les  hyperboles  équilatères  passant  par  les  points  com- 
muns aux  courbes  (279),  et  on  en  conclut  facilement  leurs  sécantes 
communes.  Si  les  directions  perpendiculaires  sont  les  axes,  leurs 
conjugués  sont  ces  mêmes  axes,  et  Thyperbole  équilatère  corres- 
pondante se  compose  aussi  des  deux  axes,  qui,  par  suite,  forment 
un  des  systèmes  de  sécantes  communes.  Multipliant  en  effet  la  pre- 
mière équation  (979)  par  b  cos6  —  A,  la  seconde  par  h  — a  cosô,  et 
ajoutant^  il  vient 

(/i-icoso)/;-^+(i-«)y;y;+(acoso-//)y;^*=o 

qui  n'est  autre  que  Téquation  (232)  du  système  des  axes. 

Si  Tune  des  directions  perpendiculaires  est  isotrope,  la  direction 
perpendiculaire  est  la  même  (§  54)  ;  l'hyperbole  équilatère  corres- 
pondante est  alors  bitangente  à  la  conique  proposée,  et  se  compose 
des  deux  tangentes  de  la  conique  parallèles  à  cette  direction  ;  de 
même  pour  l'autre  direction  isotrope.  Deux  des  couples  de  sécantes 
communes  du  faisceau  des  hyperboles  équilatères  sont  donc  imagi- 
naires; par  suite  (§  i85),  deux  de  leurs  points  communs  seulement 
sont  réels,  les  deux  autres  étant  imaginaires  conjugués.  Ainsi  Ion 
arrive  au  même  résultat  que  plus  haut  (§  196). 

Si  la  conique  est  une  parabole,  on  vérifie  aisément  que  les  ter- 
mes du  second  degré  disparaissent  de  chacune  des  équations  (279), 
lesquelles  déterminent  alors  un  seul  foyer,  situé  sur  Taxe. 

198.  —  La  conique  proposée  étant  inscrite  dans  le  système  des 

(*)  Il  n  y  a,  en   général,  qu'une  hyperbole  équiUatère  par  quatre  points,  parce  que  la 
conique  demandée  est  assujettie  h.  cinq  conditions  linéaires,  distinctes  en  général. 
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droites  isotropes  menées  par  un  foyer  {x^,r^),  son  équation  peut 
s'écrire 

(j:~xj^4-2(x--x^)(j---j^^)cose-+-Cr-:rJ'-A^(«x4-Ar+c)2^o 

en  désignant  par  a,  &,  c  les  coefficients  de  la  corde  de  contact,  qui 
est  la  directrice  correspondant  au  foyer  considéré.  Cette  équation, 
que  l'on  appelle  équation  focale  de  la  conique,  exprime  que  le  rap- 
port des  distances  d'un  point  de  la  courbe  à  un  foyer  et  à  la  direc- 
trice correspondante  est  constaiit  et  égal  à 

k 


-:— -  \/«^  —  liri  A  cos  6  4- i- . 
smô^ 

D'ailleurs  la  nature  de  la  conique  dépend  du  signe  de  Texpres- 
sion 

sin^6  —  A'=*(rt^— aaAcosôH- A^). 

On  en  conclut  que  ce  rapport  est  inférieur,  égal,  ou  supérieur  à 
Tunité  suivant  que  la  conique  est  une  ellipse,  une  parabole,  ou  une 
hyperbole. 

Au  point  de  vue  analytique,  cette  équation  exprime  encore  que 
la  distance  d'un  point  de  la  courbe  à  un  foyer  est  une  fonction  entière 
et  linéaire  des  coordonnées  du  point,  propriété  importante  qui  sert 
quelquefois  de  définition  aux  foyers,  mais  qui  n'a  pas  l'avantage  de 
se  transformer  homographiquement,  ni  celui  de  s'étendre  aux 
courbes  de  degré  supérieur. 

199.  Recherche  des  foyers  par  réquation  tangentieUe.  —  On  peut 
encore  rechercher  les  foyers  d'une  conique  par  les  coordonnées  tangenticlies. 
Ce  sont  en  effet  les  deux  couples  d'ombilics  communs  d  la  conique  etaux  points 
cycliques.  Si  donc  on  forme  la  combinaison  linéaire 

ri.rF(i/,«',u')-h  |x(i/3-2«»>cosO-hf^')  =  o  ('iSp) 

dans  laquelle  F(m,(su'^  est  le  premier  membre  de  Téquation  tangentieUe  (211) 
tandis  que  le  coefficient  de  (x,  égalé  à  zéro,  est  celle  des  points  cycliques,  et  si 
Ton  exprime  qu'elle  se  décompose  en  facteurs  linéaires,  l'équation  du  troisième 
degré  eu  (jl  aura  une  racine  infinie  pour  laquelle  l'équation  précédente  se  ré- 
duii^a  au  coefficient  de  {i  ;  elle  sera  donc  du  second  degré,  et  chacune  des  racines 
donnera  deux  foyers.  Si  Ton  forme  cette  équation  en  tenant  compte  des  idcn- 
tités  (21 3),  on  trouve  facilement 
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C  siri^O  jxS  -f-  (rt  —  2/<cosO-h  ^)  Aajn- AJ  =  o.      '  (-281  ) 

Les  racines  de  celle  équalion  doivent  ôtre  réelles  (§  187)  (*)  parce  que  les 
quatre  tangentes  communes  sont  imaginaires  ;  et  elles  le  sont  en  effet,  carréqua- 
lion  (281)  se  déduit  de  Téquation  en  S  ('237),  par  la  transformation 

C  [X  -h  S  A3  —  0.  (^82) 

Dans  ce  cas  (§  187),  un  seul  des  trois  couples  d'ombilics  communs  est 
réel,  il  est  formé  des  deux  foyers  réels:  les  deux  autres  sont  imaginaires  :  ce 
sont  les  deux  foyers  imaginaires  et  les  points  cycliques.  Les  coordonnées  de  la 
droite  qui  joint  les  deux  Toyers  correspondant  à  une  valeur  de  [l  s'obtiennent 
en  remplaçant  p.  par  cette  valeur  dans  l'équation  (280)  et  prenant  les  dérivées 
par  rapport  d  u  et  v.  Si  Ton  tient  compte  de  (282),  il  vient 

C  F„  -  2S  A3  {u-v  cos  0)  --^  o 

C  F^.  —  2S  A3  (—  //  cos 0  -h  1»)  =  o.    . 

Ces  relations  sont  vérifiées  si  l'on  écrit  que  la  droite  est  perpendiculaire  à  ses 
cordes  conjuguées.  On  a  en  effet,  en  vertu  de  (235) 


—  ^ 


et  elles  deviennent 


V—  McosO      l'cosO-  u 

CF;-+-2A3{/i4'-/>«)  =  o 
C  F|,  -f-  2A3 ( -  «c  +  /i«)  —  o . 


Si  l'on  élimine  entre  elles  w  qui  figure  dans  les  dérivées,  on  obtient  une  iden- 
tité. On  vérifie  aussi  aisément  que  la  droite  passe  par  le  centre,  c'est-à-dire 
que  Ton  a 

i\u  H-  Vv-\-Cw  =  o 

et  l'on  en  conclut  que  la  droite  qui  joint  deuxfoyei's  est  axe  de  la  courbe. 

200.  Coniques  homofocales.  —  Si  l'on  donne  les  foyers  d'une  conique,  on 
connaît  ses  tangentes  isotropes,  et  si 

F(W,I',M')  ~o 

est  son  équalion  tangculielle,  l'équation  tangenticUe  gcnérule  des  coniques 
ayant  mômes  foyers  est  l'équation  (280).  Elle  est  linéaire  en  (x  et  représente, 
comme  cela  arrive  toutes  les  fois  que  l'on  connaît  quatre  tangentes  d'une 
conique,  toutes  les  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  (§  114)  :  c'est  la  faisceau 
particulier  des  coniques  homofocales.  On  peut  lui  appliquer  le  corrélatif  du 
théorème  de  Desargues  (§  178),  c'est-à-dire  que  les  tangentes  qu'on  peut  leur 

(*)  Les  raisonnements  du  §  i8j,  et  par  suite  leurs  corréUtif.'',  supposent  seulement 
que  les  équations  des  coniques  données  ont  leurs  cocfnciens  réels,  ce  qui  n'implique  pas 
(ju'ellcs  soient  elles-mômos  réelles  :  c'est  ce  qui  arrive  ici  pour  le  système  des  points 
cycliques  dont  l'équation  tangcnticlle  est  réelle,  et  auquel  s'appliquent  par  conséquent 
lus  considérations  indiquées. 
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mener  d*un  point  du  plan  forment  un  faisceau  en  involution;  pour  les  coniques 
du  faisceau  qui  passent  par  le  point  considéré,  ces  deux  tangentes  coïncident. 
Dans  un  système  de  coniques  honiofocales,  il  y  en  a  donc  deux  qui  passent 
par  un  point  donné  du  plan,  et  elles  sont  tangentes  en  ce  point  aux  rayons 
doubles  du  faisceau  correspondant  (§  i8o,  5).  Mais  deux  rayons  conjugués  du 
faisceau  sont  les  droites  qui  joignent  le  point  aux  extrémités  d'une  diagonale 
du  quadrilatère  des  tangentes  communes,  lesquelles  forment  une  conique  du 
système  réduite  à  deux  points.  Pour  une  de  ces  diagonales,  les  extrémités  sont 
les  points  cycliques  ;  d'où  il  suit  que  les  rayons  doubles  sont  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  droites  isotropes,  c'est-à-dire  perpendiculaires.  On 
en  conclut  enfin  que  les  deux  coniques  d*un  système  homofocal  qui  puissent  par  un 
point  du  plan  se  coupent  à  angle  droit. 

De  ces  deux  coniques,  lune  est  une  ellipse  et  Vautre  une  hyperbole.  En  effet, 
la  nature  de  la  conique  (280)  dépend  de  la  réalité  de  ses  points  à  l'infini,  dont 
le  système,  par  corrélation  avec  l'ensemble  des  tangentes  menées  de  l'origine 
à  une  conique  en  coordonnées  ponctuelles,  se  représente  par  l'équation 

et  se  trouve  réel  ou  imaginaire  suivant  le  signe  de  l'expression 

rC(A-+-|JL)  -  G^l  rC(B-h  fi)  ^F^j  -  rC(H  -  ficosO)  -  Gf!^      {-iS^) 

laquelle,  au  facteur  G  près  qui  est  indépendant  de  [jl,  ne  diffère  pas  du  premier 
membre  de  (281).  D'ailleurs,  par  corrélation  avec  l'équation  (211)  qui  exprime 
qu'une  droite  donnée  est  tangente  à  la  conique  générale,  on  exprimera  que  le 
point  (r,  r,  z)  est  sur  la  conique  (280)  en  écrivant  la  condition 


=  o  (284) 


A-h'jt. 

H-  [xcosO 

G 

.V 

H  -hjjicosO 

B-f-{i 

F 

X 

G 

F 

G 

** 

.r 

r 

«/ 

0 

c'est-à-dire,  en  égalant  à  zéro  le  contra  variant  de  r.  Il  faut  donc  faire  voir  que 
pour  chacune  des  racines  de  (284),  le  premier  membre  de  (281)  prend  des 
signes  différents;  ou  encore  que  les  racines  de  (281)  donnent  des  signes  diffé- 
rents au  premier  membre  de  (284).  Mais  on  vérifie  aisément  que  la  condition 
pour  que  ce  premier  membre  qui  est  du  second  degré  en  x,  ^,  5,  soit  un  carré 
parfait  est  précisément  l'équation  (281)  (*),  et  alors  il  est  affecté  du  môme 
signe  que  le  coefficient  de  l'un  des  carrés.  Or  le  coefficient  de  y^  est 

C(B^-{x)-F2   ^A3-hC|x. 

Il  faut  donc  que  la  valeur  de  p.  qui  annule  celte  expression  soit  comprise 

(*)  En  vertu  du  ttiéorëinr  général  d'après  lequel  b>  discriminant  d'une  fonction  liomo* 
gèno  du  second  degré  à  p  variables  est  un  carré  parfait  lorsque  lo  discriminant  do  la 
fonction  homogène  h.  p — 1  des /^  vari^ibles  est  nul. 
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entre  les  racines  de  ('i8i),  ce  qu*on  voit  facilement  puisqu*en  remplaçant  u  par 

—  -p^  dans  (a8i),  on  obtient  le  résultat 

m 

-^(/i  — «cosO)2 

qui  n*a  pas  le  môme  signe  que  le  coefficient  de  [x^. 

Ainsi,  par  chaque  point  du  plan,  passent  une  ellipse  et  une  hyperbole  du 
système  qui  se  coupent  à  angle  droit;  le  système  est  orthogonal  à  lui-môme 
(§  i34).  D'ailleurs,  deux  rayons  du  faisceau  en  involution  dont  les  tangentes  à 
ces  deux  courbes  sont  les  rayons  doubles,  sont  les  droites  qui  joignent  le  point 
donné  aux  deux  foyers  réels,  lesquels  sont  les  extrémités  d'une  diagonale  do 
quadrilatère  circonscrit  au  système  (280).  Ces  deux  droites  sont  donc  conju- 
guées harmoniques  par  rapport  aux  deux  tangentes;  comme  ces  tangentes  .sont 
rectangulaires,  elles  sont  les  bissectrices  des  premières  ;  et  Ton  en  conclut  ce 
théorème  :  lorsqu'une  conique  est  définie  partieux  foyers  /,  f  et  un  point  /w,  la 
tangente  et  la  normale  au  point  m  sont  les  bissectrices  de  V angle  des  rayons  vecteurs 
qui  joignent  ce  point  aux  foyers.  Il  est  évident  d'après  la  détermination  spéciale 
des  foyers  qui  a  été  fuite  dans  Tellipse  et  dans  l'hyperbole  (§§  160  et  i65)  que 
dans  Tellipse  la  tangente  est  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  des  rayons  vec- 
teurs, tandis  que  dans  l'hyperbole  c'est  le  contraire  (fig.  97). 


Fig-  97 

Ce  théorème  peut  ôtre  généralisé  ;  les  tangentes  menées  du  point  donné  à 
une  conique  quelconque  du  système  sont  en  effet  deux  rayons  conjugués  du 
faisceau,  on  peut  donc  dire  que  si  d'un  point  Von  mène  deux  tangentes  à  une 
conique  dont  on  connaît  les  foyers  réels,  leurs  bissectrices  sont  les  tangentes  aux 
deux  coniques  du  système  qui  passent  par  ce  point,  par  suite  elles  sont  également 
inclinées  sur  les  rayons  vecteurs  menés  par  le  point  (angle  daf  ~  angle   caf) 

(fig.  98). 

Deux  droites  conjuguées,  issues  d'un  foyer  d'une  conique,  étant  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  tangentes  menées  de  ce  point,  qui  sont  isotropes, 
sont  rectangulaires  ;  et  réciproquement,  si  deux  couples  de  droites  conjuguées 
issues  d*un  point  sont  rectangulaires,  les  tangentes  menées  de  ce  point,  étant  con- 
juguées harmoniques  à  ces  deux  couples,  sont  isotropes  ;  par  suite  le  point  est 
foyer  et  tous  les  autres  couples  de  droites  conjuguées  sont  rectangulaires. 
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Celte  propriété  peut  donc  servir  à  déterminer  les  foyers,  comme  on  l'a  vu 
d'ailleurs  dans  l'étude  particulière  des  trois  coniques. 

Lorsque  deux  droites  sont  telles  que  Tune  d'elles  passe  par  le  pôle  de  l'autre , 
elles  sont  conjuguées  (§  i5i).  Si  donc  on  mène  une  droite  quelconque  af  par 
le  foyer/  (fig.  98)  et  si  on  joint  le  foyer  au  pôle  h  de  cette  droite,  sur  la  direc- 


Fig.  98 

trice,  ces  deux  droites  sont  conjuguées;  comme  elles  sont  menées  par  le 
foyer,  elles  sont  rectangulaires.  On  a  donc  ce  théorème  :  la  polaire  d'un  point 
de  la  directiice  passe  par  le  foyei'y  et  est  perpendicutaire  à  la  droite  qui  joint  le  point 
au  foyer. 

Si  maintenant  d*un  point  a,  pris  arbitrairement  sur  la  droite  af,  on  mène 
des  tangentes  ac,  ad  à  la  conique,  les  rayons  vecteurs  dfe,  cf/i,  qui  joignent 
le  foyer /aux  points  de  contact  de  ces  tangentes,  donnent  lieu  à  un  quadrangle 
cde/i,  inscrit  dans  la  conique,  dans  lequel  le  côté  cd^  polaire  de  a^  passe  le 
point  b^  parce  que  la  polaire  de  b  passe  par  a  ;  et  dans  lequel  le  côté  c/i  passe 
aussi  par  le  jpoint  b  parce  que  les  droites  cd,  eh^  doivent  concourir  sur  la  polaire 
de/.  Par  conséquent,  b  est  un  point  diagonal  ;  sa  polaire  ^7/ passe  par  le  troi- 
sième point  diagonal  A-,  et  en  vertu  des  propriétés  harmoniques  du  quadrilatère 
complet,  les  rayons  vecteurs /«r/,  /r,  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
aux  droites /«,  fb.  On  a  donc  ce  théorème  :  si  d'un  point  a  Von  mène  des  tan- 
gentes ac,  ad  à  une  conique,  les  rayons  vecteurs  fc^  fd,  qui  joignent  un  foyer  f 
aux  points  de  contact,  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  droites  fa^ 
fb  ;  d'uilleurs  ces  droites  sont  rectangulaires,  par  suite  les  rayons  vecteurs 
admettent  pour  bissectriceii  Its  droites  qui  joignent  le  foyer  au  point  a  et  au  point 
d'intersection  de  la  polaire  de  a  avec  la  directrice. 


201.  Propriétés  focales  métriques.  —  Il  reste  à  démontrer 
la  propriété  des  rayons  vecteurs  qui  sert  de  définition  aux  foyers 
dans  la  théorie  des  courbes  usuelles.  Si  Ton  se  reporte  à  la  déter- 
mination des  foyers  de  Tellipse  (§  160),  on  voit  que  les  foyers  réels 
s'obtiennent  en  portant  sur  le  grand  axe,  de  part  et  d'autre  du  ccn* 
tre,  une  longueur  c  qui  est  le  côté  d'un  triangle  rectangle  dont 
l'hypoténuse  est  le  demi-grand  axe  et  dont  l'autre  côté  est  le  demi- 
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petit  axe.  Leurs  polaires  respectives,  qui  sont  les  directrices  corres- 
pondantes, ont  pour  équations 


cxdtn'=io 


et  leurs  pieds  d  et  d'  sur  le  grand  axe  (fig.  99)  s*obtiennent  par  une 
troisième  proportionnelle. 


L'équation 
par  i^ 


F»g.  99 


(2.47)  de  Tcllipse  peut  s'écrire,  en  multipliant  tout 


ou 


Si  l'on  considère  le  premier  membre  comme  désignant  la  valeur 
absolue  de  la  distance  /n/d'un  point  m  de  la  courbe  au  foyer/*,  le 
second  membre  doit  être  positif;  et,  comme  pour  tous  les  points  de 

la  courbe  Tabscisse  x  est  plus  petite  que  -;- ,  le   second  membre 

doit  être  aiTecté  du  signe  +.  L'équation  est  ainsi  mise  sous  la  forme 
focale  (§  198)  ;  elle  exprime  que  le  rapport  constant  des  distances 
d'un  point  m  au  foyer/et  à  la  directrice  correspondante  est  égal  a 

-  :  on  donne  quelquefois  à  ce  rapport  le  nom  A^ excentricité.  Elle 

exprime  en  même  temps  que,  pour  tout  point  de  la  courbe, 
on  a 


^     c  (a?        \  ex 

^      a\c         )  a 


(aS.'i) 
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Conformément  à  une  propriété  indiquée  (§  198J,  la  distance  mf 
est  une  fonction  entière  et  linéaire  des  coordonnées  du  point.  On 
trouverait  de  même 

mf  ^=a-^ . 

•     ^  a 

On  en  conclut 

7n/-f-  mf  =  2a 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  distances  d'un  point  de  la  courbe  aux 
deux  foyers  réels  est  constante  et  égale  au  grand  axe. 

Si  Ton  transporte  l'origine  au  foyer  /,  l'expression  (aSS)  de  la 
distance  d'un  point  de  la  courbe  à  ce  foyer  devient 

^  c(x-+-c) 

^  a 

et  réquation  de  la  courbe  en  coordonnées  polaires  est  alors 

_          c(pCOS(i)-hc) 
p  ~.a 


a 


OU 


en  posant 


a  -H  CCOSu)        1  -f-  ^COSù) 


—  ~zp        -—e, 
a  a 


(286) 


e  est  l'excentricité,  p  est  l'ordonnée  de  la  courbe  correspondant  au 
foyer.  Si  la  courbe  était  rapportée  au  foyer/',  l'équation  serait 

9^ •  (^87) 

^       I— ecoso) 

Dans  tous  les  cas^  il  faut  remarquer  que  le  coefficient  e  est  plus 
petit  que  Tunité. 

Dans  l'hyperbole,  on  a 

Les  foyers  réels  s'obtiennent  en  rabattant  sur  le  grand  axe  la 

PicouET,  Géom,  annlyt.  3i 
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portion  Oc  d'une  asymptote  comprise  entre  le  centre  et  la  tangeofe 
au  sommet  (fig.  loo).  Si  du  foyer/* on  abaisse  une  perpendiculaire 


Fig.  loo 


sur  l'asymptote,  les  triangles  rectangles  OAt*,  0/d  étant  égaux,  on  a 
Od  —  n,  et  abaissant  du  points/  la  perpendiculaire  de  sur  Taxe 


Od^     a" 


0/        c 


La  droite  de  est  donc  la  directrice  correspondante  au  foyer  /. 
L'équation  (aS?.)  de  Thyperbole  peut  s'écrire,  en  multipliant  tout 
par  —  h^y 


ou 


V(x-cJ^+l^=--±^(x-Ç). 


Le  premier  membre  désignant,  comme  plus  haut,  la  valeur  ab- 

soluede  la  distance  m/(fig.  loo),  x  est  toujours  plus  grand  que  -^ 

s'il  s'agit  d'un  point  de  la  branche  de  droite,  et  plus  petit  dans  le 
cas  contraire  ;  il  faut  donc  prendre  le  signe  +  dans  le  premier  cas 
et  le  signe  —  dans  le  second,  ce  qui  donne 


mj  m a        in  t  ^= H- « . 

^         a  ^  a 
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On  trouverait  de  même  pour  le  foyer/ 

/.f         CJT                                        ,  . ,               CJ[ 
— h^i  mf— a 

a  ^  a 

d»    * 
OU 

mf  —  mf  -rf.n  ^f~  '"/  "^  ^^ 

ce  qui  exprime  que  la  différence  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit 
rayon  vecteur  d'un  point  quelconque  de  C hyperbole  est  constante  et 
éqale  à  Vaxe  transverse.   On  voit  en  même  temps  que  le  rapport 

-  des  distances  d*UH  point  de  la  courbe  à  un  foyer  et  à  la  directrice 

correspondante  est  plus  grand  que  Tunité. 

Si  l'on  transporte  Torigine  au  foyer  /',  on  obtient 


^            cljr-hc)             r(p  coS(i)-f-r) 
mf  —  p-  -^ '-  —n---^^ a 

d'où 


a  —  c  cos  II)       I   --  r  cos  (I) 


(0.88) 


On  a  aussi,  pour  la  branche  de  gauche. 


i\  ou 

?- 

r(pC0S(i)-f-r) 

p     .  -     —^ -~\-n 

fi 

n  -h  c  cos  (.*           1  -h  r  cos  m 

Il  semble  donc  que  les  deux  branches  de  la  courbe  ne  sont  pas  re- 
présentées par  la  même  équation:  mais  il  n'en  est  rien ,  car  les 
deux  équations  se  transforment  Tune  en  l'autre,  si  Ton  change  p 
en  —  p  et  (0  en  r.-ho)  (S  ;")).  Leur  différence  essentielle  avec  les  équa- 
tions (286)  ou  (287)  de  l'ellipse  consiste  en  ce  que  le  coefficient  r?  esl 
plus  grand  que  l'unité.  On  trouve  de  même  que  l'équation  de  la 
courbe  rapportée  au  foyer/ affecte  l'une  des  formes 

« 

r 


^ —  — ,  I  ^ 


I  -  -rCOSco  I  -+-<'?  cos  (.) 
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qui  permutent  aussi  si  l'on  change  p  en  —  pctwen  x-hw,  et  où  le 
coefficients  est  toujours  plus  grand  que  l'unité  (*). 

202.  Paraboles  homofocales.  —  Si  Ton  suppose  dans  réquation  générale 
(a8o)  que  la  conique  F{m,c',w?)  =  o  soit  une  parabole,  c'est-à-dire  que  le  coeffi- 
cient C  soit  nul,  il  en  est  de  môme  de  toutes  les  coniques  du  système,  et  Ton  a 
un  faisceau  de  paraboles  homofocales,  faisceau  particulier  dans  lequel  deux 
tangentes  communes  coïncident,  puisque  deux  ombilics  commuas,  les  points 
cycliques,  sont  sur  une  tangente  commune,  la  droite  de  l'infini.  C'esi  le  cas 
particulier  (§  188)  où  deux  racines  de  Téquation  en  |Jt  sont  égales;  Ton  trouve  en 
effet  qu'une  seconde  racine  est  infinie,  et  Téquation  (281)  se  réduit  au  premier 
degré.  Remplaçant  (x  par  sa  valeur  dans  (a8o),  on  obtient  pour  l'équation  lan- 
genlielle  du  système  des  Toyers  correspondants 

{a - a/< oosO 4- b)  F(m, c, w)  -  A3 («' - awi'COsO  +  v')  =  o 

qui  se  décompose  en  deux  facteurs,  dont  l'un 

Fv-i-Gu  =  0 

représente  le  point  à  l'infini  sur  l'axe,  puisque  ses  coordonnées  F,  G,  o  sont 
celles  du  centre,  et  dont  l'autre  peut  s'écrire 


uG  1_        a  -  'i/t  cosO  -h  /vj         aF  L        «  -  '^'^  cosO  -h  ù} 


-h  tiî  =  o. 


Les  coordonnées  du  foyer  sont  donc  les  coefficients  de  u  et  v,  puisque  le 
coefficient  de  lo  est  l'unité,  et  Ton  a 


-  ■  Ta  ^'        1       ,  _  '  Ib  ^-        1     f 

aG  1_        rt  — a/iCOsO-H/!>J         ^      aF  L        a  — a/iCOsO-h^J"      ^ 


»89) 


Elles  se  réduisent,  comme  cela  doit  être  (§  168),  à  j:=s  ^  =  0  lorsque 

l'équation  de  la  parabole  est  j^'  —  a/?x  =  0. 

Des  paraboles  homofocales  ont  non  seulement  môme  foyer,  mais  aussi  même 
axe,  puisque  l'autre  foyer  est  à  l'infiq!  sur  l'axe.  Les  théorèmes  généraux  dé- 
montrés dans  le  cas  des  coniques  à  centre  s'appliquent  avec  cette  seule  modifi- 
cation que  l'on  doit  supposer  l'un  des  foyers  à  l'infini  sur  Taxe.  Ainsi  par  un 
point  du  plan  passent  deux  paraboles  orthogonales  ayant  un  foyer  donné  et  dont 
raxe  est  donné, 

La  tangente  et  la  normale  en  un  point  de  la  parabole  sont  les  bissectrices  de 

(*)  Pour  les  applications  de  la  théorie  dos  foyers  dans  les  coniques  qui  se  traitent 
par  la  géométrie  des  anciens,  nous  renvoyons  au  chapitre  do  géométrie  élémentaire  in- 
titalé  Courbes  usuelles. 


PROPUIÊTÊS  DE  DEUX  COiNiQUES. 


oOI 


rangle  du  rayon  vecteur  et  de  la  parallèle  à  l'axe  (angle  amh  =  angle  fmh 
;fig.  loi). 


Fig.  101 

Les  tangentes  menées  d*un  point  à  une  parabole  sont  également  inclinées  sur  le 
rayon  vecteur  du  point  et  sur  la  parallèle  à  Vaxe  (angle  mbj=i  angle pbc), 

803.  —  L'équation  (^45)  de  la  parabole  peut  s'écrire 


(--?)■=(-?)'■ 


Elle  exprime  que  les  distances  d'un  point  de  la  courbe  au  foyer  et  à 
la  directrice  sont  égales;  ma^mf:  la  valeur  absolue  de  celte  dis- 
tance estx-h- .  Si  Ton  transporte  Toriginc  au  foyer,  Téquation 
devient 

d'où 


I  —  cosw 


Elle  affecte  la  même  forme  que  celles  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
bole ;  mais  elle  s'en  distingue  en  ce  que  le  coefficient  e,  rapport 
des  distances  d'un  point  de  la  courbe  au  foyer  et  à  la  directrice, 
est  égal  à  l'unité. 

204.  Exercices.  —  i .  Lieu  des  points  d*oii  Ton  peut  mener  à  la  parabole 
deux  normales  rectangulaires  :  il  est  bilangenl  à  la  développée. 

a.  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  des  normales  menées  de 
chacun  d'eux  à  la  parabole  est  constante. 
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3.  Trouver  la  normale  qui  intercepte  dans  la  parabole  une  corde  minima. 

4.  Équation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  normales  menées  par  un  point 
à  une  parabole . 

5.  Lieu  des  milieux  des  cordes  normales  à  une  conique  donnée. 

G.  Lieu  du  point  d'intersecUon  avec  la  tangente  ou  avec  la  normale  en  un  poini 
variable  d'une  conique,  de  la  perpendiculaire  élevée  en  l'un  des  sommets  à  la 
droite  qui  joint  le  sonimet  au  point  variable. 

7.  Lieu  des  centres  des  cercles  ayant  pour  diamètres  respectifs  les  segments 
interceptés  par  les  axes  sur  les  normales  de  l'ellipse.  Lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  de  ces  cercles  qui  sont  parallèles  à  une  droite  fixe. 

8.  Étant  donnés  un  point  P  et  une  conique,  trouver  les  coordonnées  du 
point  de  rencontre  M  des  normales  menées  à  la  courbe  aux  points  de  contact 
des  tangentes  issues  du  point  P.  En  conclure,  en  supposant  le  point  P  sur  la 
conique,  la  position  limite  du pofnt d'intersection  de  deux  normales  voisines; 
et  par  suite,  en  lui  Taisant  décrire  la  courbe,  l'équation  de  la  développée. 

9.  Lieu  des  points  M  lorsque  l'on  considère  toutes  les  coniques  d'un  système 
homofocal.  Il  y  a  trois  points  P  du  plan  pour  lesquels  ce  lieu  est  le  môme.  Lieu 
des  points  P  pour  lesquels  il  passe  par  un  point  donné. 

10.  Le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  de  trois  des  normales  menées  a  une 
conique  par  un  point  donné,  la  coupe  en  un  quatrième  point  qui  est,  dans  la 
conique,  diamétralement  opposé  au  pied  de  la  quatrième  normale. 

11.  Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  dPun  sommet  d'une  conique  sur 
les  quatre  normales  menées  d'un  point  sont  sur  un  môme  cercle. 

12.  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une  conique  une  tangente  et  une 
normale  rectangulaires. 

i3.  Étant  données  deux  droites  rectangulaires,  trouver  l'équation  générale  des 
coniques  dont  le  centre  est  leur  point  d'intersection  et  normales  h.  ces  droites, 
et  démontrer  que  par  un  point  du  plan  il  passe  en  général  trois  de  ces  courbes, 
à  savoir  deux  ellipses  et  une  hyperbole.  Points  pour  lesquels  cette  règle  est  en 
défaut.  (École  polytechnique,) 

14.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  ou  de  la  normale  en  un  point 
d'une  parabole  avec  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  deux  autres  normales  me- 
nées par  ce  point.  (École  polytechnique.) 

i5.  Le  lieu  du  centre  d'un  cercle  passant  par  un  point  fixe  m  d'une  conique 
et  par  les  extrémités  d'un  diamètre  variable  est  une  conique  passant  par  le 
centre  0  de  la  première.  Par  ce  point  on  mène  deux  droites  rectangulaires,  et 
en  leurs  points  d'intersection  avec  la  seconde  conique,  on  lui  mène  des  tan- 
gentes qui  se  coupent  en  un  point  dont  le  lieu  est  la  perpendiculaire  élevée  sur 
le  milieu  de  Om.  Trouver  l'équation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois 
normales  menées  du  point  0  à  la  seconde  conique,  normales  différentes  de  la 
normale  en  0.  Lorsque  la  conique  donnée  est  une  hyperbole  équilatère,  une 
seule  des  trois  normales  est  réelle ,  calculer  les  coordonnées  de  son  pied. 
(École  polytechnique.) 

t().  Lieu  des  sommets  et  lieu  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un  triangle 
circonscrit  à  une  conique  et  dans  lequel  les  droites  qui  joignent  chaque  sommet 
uu  point  de  contact  du  côté  opposé  sont  normales  à  la  conique.  On  distinguera 
les  cas  où  ces  droites  sont  normales  en  leur  point  d'inlerscclion  avec  le  côtô 
opposé,  ou  bien  en  leur  second  point  d'intersection  avec  lu  conique. 
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17.  Par  les  différeats  points  d*une  normale  à  une  conique  à  cenlre  on  mène 
les  trois  autres  normales.  Le  lieu  du  centre  du  cercle  passant  par  les  pieds  de 
ces  trois  normales  est  une  droite  D.  La  droite  qui  joint  un  point  du  lieu  au 
point  correspondant  de  la  normale  fixe  passe  par  un  point  fixe  a\  Les  droites  qui 
joignent  les  pieds  des  trois  normales  enveloppent  une  parabole.  Si  la  normale 
donnée  varie,  trouver  Tenveloppe  de  la  droite  D,  le  lieu  du  point  a,  le  lieu  du 
foyer  des  paraboles  et  Tenveloppe  de  leurs  directrices. 

18.  Lieu  des  centres  et  lieu  des  sommets  de  l  hyperbole  d*Apollonius  lorsque 
le  point  d*où  Ton  mène  les  normales  décrit  une  droite  donnée.  Le  second  lieu 
se  compose  de  deux  coniques. 

19.  Quel  est  le  nombre  des  normales  communes  à  deux  coniques?  Cas  où 
Tune  d'elles,  ou  bien  toutes  les  deux,  sont  des  paraboles. 

ao.  Déterminer  les  normales  communes  à  la  parabole  7'-ipx  =  oet  à 
rhyperbole  équilatère  xr—  m-  =  o.  Expliquer  pourquoi  Téquation  aux  abscisses, 
ou  aux  ordonnées  des  pieds  de  ces  normales  s'abaisse  au  septième  degré,  et 
faire  voir  qu'elle  a  toujours  quatre  racines  imaginaires.  (JÉcole  polytechni- 
que.) 

!fti.  Lieu  du  point  d'intersection  des  normales  menées  à  la  parabole  aux 
extrémités  de  toutes  les  cordes  dont  les  projections  orthogonales  sur  une  per^ 
pendiculaire  à  l'axe  ont  une  valeur  donnée.  Mener  par  un  point  du  lieu,  et,  en 
particulier,  par  le  point  maximum  trois  normales  à  la  parabole.  Cas  où  la  pro* 
jeclion  donnée  tend  vers  zéro.  (École  polytechnique,) 

22.  Vérifier  par  les  principes  de  décomposition  des  déterminants  que  Téqua- 
tion  (278),  qui  représente  le  système  des  tangentes  menées  à  une  conique 
donnée  par  un  point  donné,  représente  un  système  de  deux  droites. 

23.  L'équation  du  système  des  longentes  à  une  conique  donnée  en  ses  points 
d'intersection  avec  une  droite  donnée 

«.r  -4-  I')'  -H  wz  —  o 

peut  s'écrire 

*•'(«, «',«0  /(•'•»r,5)  +l,(u.r-hvr  +  wz)^=o 

en  désignant  par  V(u,v,w)  le  premier  membre  de  l'équation  tangenlielle. 
Vérifier  par  les  mêmes  principes  que  celte  équation  représente  un  système  do 
deux  droites;  et  prouver  que,  si  Ton  y  considère  .r^y\  z  comme  les  coordonnées 
d'un  point  donné  et  #i,  <%  w  comme  des  variables,  elle  représente  en  coordonnées 
tangentielles  le  système  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  le  point 
douné. 

24.  Le  lieu  des  projections  d'un  foyer  sur  les  tangentes  de  Vellipse  ou  de 
rhyperbole  est  le  cercle  ayant  pour  diamètre  l'axe  focal.  Cas  de  la  parabole. 
Si  les  lignes  projetantes  sont  des  obliques  également  inclinées  sur  les  tangentes, 
le  lieu  est  encore  un  cercle.  Traiter  le  cas  de  lu  parabole,  et  trouver  alors 
l'enveloppe  des  lieux  correspondants  aux  diverses  valeurs  de  1  angle  d'inclinaison 
des  obliques. 

25.  Le  produit  des  distances  des  deux  foyers  réels  à  une  tangente  de  Tellipse 
ou  de  1  hyperbole  est  constant  et  égal  au  carré  du  demi-axe  non  focal. 

2G.  Construire  une  conique  connaissant  un  foyer  et  trois  points  :  faire  voir 
que  le  problème  admet  quatre  solutions,  dont  trois  sont  toujours  des  hyper* 
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boles.  En  conclure  qu'il  y  a  quatre  coniques  passant  par  Irois  points  et  tangentes 
à  deux  droites. 

27.  Construire  une  conique  connaissant  un  foyer  et  trois  tangentes  ;  pourquoi 
la  solution  est-èlle  unique? 

28.  Les  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles  formés  par  quatre  droites 
quelconques  ont  un  point  commun. 

2g.  La  tangente  et  la  normale  en  un  point  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole 
sont  les  droites  qui  joignent  le  point  avec  les  points  d'intersection  avec  Taxe 
non  focal  du  cercle  passant  par  le  point  et  par  les  foyers  réels. 

3o.  Lieu  des  foyers,  enveloppe  des  directrices  et  enveloppe  des  axes  des  para- 
boles osculatrices  en  un  point  donné  à  un  cercle  donné.  On  considère  deui 
de  ces  paraboles  dont  les  axes  soient  rectangulaires;  trouver  le  lieu  du  point 
d'intersection  de  leurs  axes. 

3i.  Le  lieu  des  foyers  des  ellipses  tangentes  au  petit  axe  d'une  ellipse 
donnée  au  centre  de  cette  ellipse,  et  ayant  pour  axes  la  normale  et  la  tan- 
gente en  un  point  de  cette  courbe  est  un  système  de  deux  cercles  concentriques 
à  l'ellipse  donnée. 

32.  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  dont  on  connaît  un  sommet 
et  les  directions  asymplotiques. 

33:  Deux  axes  fixes  passent  par  le  foyer  /  d'une  conique  ;  une  tangente 
mobile  les  coupe  en  a  et  &  ;  par  ces  points  on  mène  les  tangentes  ac  et  bd  : 
trouver  le  lieu  de  leur  point  d'intersection.  Cas  où  l'angle  des  axes  fixes  est  nul 
ou  droit.  (Ècule  normale,) 

34.  L'enveloppe  de  la  perpendiculaire  menée  à  une  droite  tournant  autour 
d'un  point  fixe  par  le  pôle  de  cette  droite  par  rapport  aune  conique  donnée  est 
une  parabole  dont  on  peut  déterminer  neuf  tangentes.  Trouver  le  lieu  du  foyer 
et  l'enveloppe  de  la  directrice  de  cette  parabole  quand  le  point  fixe  décrit  une 
droite.  En  général,  si  le  point  décrit  une  courbe,  le  lieu  du  foyer  est  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  symétrique  de  cette  courbe  par 
rapport  à  Taxe  focal  de  la  conique  donnée. 

35.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  à  l'ellipse  en  deux  points  tels 
que  le  produit  ou  la  somme  des  rayons  vecteurs  de  ces  points  à  l'un  des  foyers 
soit  constant.  Lieu  du  milieu  et  enveloppe  de  la  corde  de  contact. 

36.  Les  projections  d'un  foyer  sur  deux  t&ngentes  et  leur  corde  de  contact  et 
le  pied  de  la  directrice  correspondant  à  ce  foyer  sont  sur  un  même  cercle  ;  le 
rapport  anharmonique  des  droites  qui  joignent  un  point  quelconque  du  cercle 
à  ces  quatre  points  est  harmonique.  Lieu  du  centre  de  ce  cercle  quand  le  point 
de  rencontre  des  tangentes  données  décrit  une  courbe  de  degré  donné.  Cas 
où  cette  courbe  est  le  cercle  décrit  de  l'autre  foyer  comme  centre  avec  le  grand 
axe  pour  rayon. 

37.  L'angle  sous  lequel  on  voit  du  foyer  commun  de  deux  coniques  ayant 
ce  point  pour  foyer  les  points  de  contact  d'une  tangente  commune  est  égal 
à  l'angle  sous  lequel  se  coupent  les  cercles  ayant  pour  diamètres  leurs  axes 
focaux. 

38.  Lieu  des  centres  des  coniques  ayant  un  foyer  commun  et  tangentes  à  deux 
paraboles  ayant  le  même  foyer. 

39.  Lieu  des  centres  des  coniques  ayant  un  foyer  commun,  tangentes  à  une 
conique  ayant  le  même  foyer,  et  dont  le  grand  axe  est  donné. 
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40.  Lieu  des  centres  des  coniques  ayant  un  foyer  commun  et  passant  par  deux 
points  donnés. 

41.  Lieu  des  intersections  des  tangentes  à  une  ellipse  et  à  une  hyperbole 
homofocales  en  leurs  points  de  contact  avec  une  conique  variable  bltangente  h 
l'une  et  à  l'autre.. 

42.  Lieu  des  pieds  des  normales 'menées  d'un  point  fixe  à  un  système  de 
coniques  homofocales. 

43.  Enveloppe  des  tangentes  menées  aux  coniques  d'un  système  homofocal 
aux  pieds  des  normales  menées  à  ces  coniques  par  un  point  donné.  Lieu  des 
sommets,  lieu  des  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les  tan- 
gentes correspondantes  à  chaque  conique  du  système. 

44.  Le  lieu  des  foyers  de  Thyperbole  d'Apollonius  relativement  à  un  point 
fixe  et  à  un  système  de  coniques  homofocales  est  un  système  de  deux  coniques. 
Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  deux  courbes  avec  la  droite  qui 
joint  le  point  donné  au  centre  commun  des  coniques  homofocales  lorsque  ce 
point  décrit  un  cercle  donné. 

45.  Lorsqu'une  parabole  est  déterminée  par  quatre  tangentes,  on  peut  con- 
struire le  foyer  de  deux  façons  :  i<*  en  traçant  la  droite  qui  joint  les  milieux  des 
diagonales,  lui  menant  des  parallèles  par  chacun  des  sommets  du  quadrilatère, 
et  traçant  par  chacun  de  ces  points  la  symétrique  de  cette  parallèle  par  rapport 
aux  bissectrices  de  l'angle  formé  par  les  côtés  du  quadrilatère  qui  se  coupent 
en  ce  point  ;  ces  six  droites  concourent  au  foyer  cherché  ;  'i^  en  construisant 
les  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles  formés  pur  les  quatre  tangentes  : 
ces  cercles  ont  un  point  commun  (§  140,  26)  qui  est  le  foyer  cherché. 
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205.  —  Le  théorème  de  Desargues  exprime  qu'il  y  a  sur  toute  droite  deux 
points,  réels  ou  imaginaires,  conjugués  communs  à  toutes  les  coniques  d'un 
faisceau  ponctuel.  Réciproquement,  étant  donné  un  point  P  du  plan,  existe-t-il 
une  droite  passant  par  ce  point,  telle  que,  sur  cette  droite,  le  point  donné  soit  un 
des  points  de  Desargues?  Si  cela  est,  les  deux  points  seront  conjugués  à  toutes 
les  coniques  du  faisceau,  et,  par  suite,  les  polaires  de  P  par  rapport  à  toutes 
ces  coniques,  passeront  par  le  second  point.  Or,  si 

est  l'équation  générale  des  coniques  du  faisceau 

P^  H-  XPi  ^  o 

sera  celle  des  polaires  du  point  P,  si 

p,  -  o       Pj  =  o 

représentent  les  mômes  polaires  par  rapport  à  C|  et  C^.  Toutes  ces  polaires 
concourent  en  un  point  Q,  qui  est  déterminé  par  les  droites  P|  et  P^,  et  sur  la 
droite  PQ  les  points  P  et  Q  sont  les  points  de  Desargues. 
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Si  l'on  considère  quatre  coniques  du  système,  par  exemple  les  coniques  C| 
et  Cj,  et  deux  autres  coniques  répondant  aux  valeurs  X,  et  X,  du  paramètre  X, 
les  quatre  polaires  correspondantes  du  point  P  sont 

P^  =  0  P4-hX,P3  =  0 

P2  =  0  P,-hX5P2  =  0, 

Elles  sont  concourantes,  et  leur  rapport  anharmonique  ne  dépend  (§  45)  que 
de  X,  et  X,  ;  il  est  absolument  indépendant  du  point  P.  On  a  donc  ce  théorème  : 
étant  données  quatre  coniques  d'un  faisceau  ponctuel,  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  polaires  (concourantes)  d'un  point  du  plan  reste  fixe  lorsque  ce  point  est  va- 
riable. En  particulier,  le  ra^yport  anharmonique  des  quatre  tangentes  en  l'un  des 
points  communs  est  le  même  pour  les  quatre  points.  On  peut  dire  que  c'est  le  rap- 
port anhai-monique  des  quatre  coniques  considérées. 

Corrélativement,  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  par  rapport  aux  coniques  dun 
faisceau  tangentiel  est  une  droite. 

Étant  données  quatre  coniques  d*un  faisceau  tangentiel^  le  rapport  aniwrmonique 
des  quatre  pôles  [en  ligne  droite)  d*une  droite  du  plan  reste  fixe  quand  la  droite 
varie. 

Le  rapport  anharmonique  des  points  de  contact  de  r une  des  tangentes  communes 
est  le  même  pour  les  quatre  tangentes. 

206.  —  Considérons  quatre  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  dont  le  rapport 
anharmonique  soit  égal  à—  i,  qui  soient,  par  conséquent,  conjuguées  harmoni- 
ques. Soient  C^  etC2  deux  coniques  conjuguées,  et  ^,^  ;  c,d  les  points  d'intersection 
avec  ces  deux  courbes  d^une  tangente  commune  aux  deux  autres  ;les  polaires 
du  point  A,  formant  un  faisceau  harmonique,  coupent  la  droite  au  en  quatre 
points  harmoniques:  en  ce  qui  concerne  les  coniques  C|  et  Co,  les  deux  points 
d'intersection  sont  le  point  a,  et  le  point  b'  conjugué  harmonique  de  a  par  rap- 
port à  r  et  à  d;  pour  les  deux  autres,  ce  sont  leurs  points  de  contact  P  et  Q 
avec  la  droite  a/>,  c'est-à-dire  les  points  doubles  de  Tinvolution  déterminée  par 
cette  droite  sur  toutes  les  coniques  du  faisceau.  11  suit  de  là  que  les  points  a,  ^, 
P,  Q  sont  harmoniques;  mais  les  points  a,  b\  P,  Q  le  sont  aussi  par  hypo- 
thèse, donc  b  coïncide  avec  b\  c'est-à-dire  que  la  droite  considérée  coupe  les 
deux  coniques  en  quatre  points  harmoniques.  Ainsi  lorsque  quatre  coniques  d'un 
faisceau  ponctuel  sont  coiyuguées  harmoniques,  une  tangente  commune  à  deux  coni- 
ques conjuguées  coupe  les  deux  autres  en  quatre^  points  harmoniques. 

Il  faut  ajouter  qu'il  y  a  nécessairement  ^es  éléments  imaginaires  dans  la 
figure.  Ainsi,  si  les  quatre  coniques  sont  réelles,  ainsi  que  la  tangente  com- 
mune considérée,  les  points  P  et  Q  sont  réels  ;  par  suite,  les  segments  ab,  cd 
n'empiètent  pas  l'un  sur  l'autre  ;  et,  comme  ils  sont  harmoniques,  l'un  d'eux  au 
moins  est  imaginaire. 

207.  —  On  a  vu  (§  i8G)  que  l'expression  ('iGG)  est  positive  et  que,  par  suite, 
les  racines  de  l'équation  ?(X)  =  o  sont  réelles,  toutes  les  fois  que  l'une  au  moins 
des  quantités  ab  —  li^  est  positive;  c'est-à-dire,  en  coordonnées  absolues,  si 
Tune  des  courbes  est  une  ellipse.  Or,  ces  valeurs  de  X  sont  celles  pour  lesquelles 
l'équation  (259)  représente  une  paral)ole.  11  passe  donc  deux  paraboles  par  le5 
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points,  réels  ou  imaginaires,  communs  à  deux  coniques  ;  et  ces  paraboles  sont 
réelles  toutes  les  fois  que  l'une  des  coniques  au  moins  est  une  ellipse.  Il  est  clair 
qu'alors  le  quadrangle  dont  les  sommets  sont  les  quatre  points,  supposés 
réels,  est  convexe.  U  est  facile  de  voir  que  la  convexité  du  quadrangle  est  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  paraboles  soient  réelles .  L'expres- 
sion (a66),  égalée  à, zéro,  exprime  en  effet  que  les  deux  coniques  ont  une  direc- 
tion asymptotique  commune  :  si  donc  on  suppose  que  l'un  des  quatre  points 
soit  mobile  dans  le  plan,  elle  changera  de  signe  lorsque  ce  point  traversera 
l'une  des  droites  qui  joignent  les  trois  autres  deux  à  deux,  ou  bien  lorsqu'il 
passera  à  l'infini  ;  c'est-à-dire  lorsque  le  quadrangle  passera  de  l'état  concave 
à  l'état  convexe.  Lu  réalité  des  paraboles  dépend  donc  de  celle  des  deux  formes 
qu'aifecte  le  quadrangle;  et,  parce  qui  arrive  lorsque  l'une  des  courbes  est  une 
ellipse,  on  juge  que  c'est  lorsqu'il  est  convexe  que  les  paraboles  sont  réelles. 
Par  extension,  on  dira  qu'un  quadrangle,  dont  dés  sommets  sont  imaginaires 
conjugués,  est  convexe  lorsque  les  paraboles  circonscrites  sont  réelles. 

Plus  généralement,  il  y  a  deux  coniques  du  faisceau  (^59),  réelles  ou  imagi- 
naires, tangentes  à  une  droite  donnée.  C'est  un  résultat  évident  du  théorème 
de  Desargues  (§  173),  et  Ton  a  déjà  remarqué  (§  206)  que  lés  points  de  contact 
sont  les  points  doubles  de  l'involution  déterminée  sur  la  droite  par  toutes  les 
coniques  du  système.  Pour. s'assurer  que  le  problème  est  du  second  degré,  il 
suffit  de  remplacer  dans  l'équation  tangentielle  (210)  les  coefficients  par  ceux 
de  la  conique  (269).  On  obtient  ainsi  l'équation 
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qui  est  du  second  degré  en  X;  et  qui,  développée,  peut  s'écrire 


rjX'-t-r.jX-f-r,  ^0. 
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(.es  coefficients  r,  et  r.^  sont  les  premiers  membres  des  équations  tangen- 
tielles  des  deux  coniques  ;  quant  au  coefficient  r,,,  les  principes  de  décompo- 
sition des  déterminants  donnent  facilement 
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11  est  du  premier  degré  par  rapport  aux  cocfficiciils  de  chaque  conique  et  du 
second  degré  par  rapport  à  ceux  de  la  droite.  C'est  un  contravariant  commun 
;§  8())  aux  deux  coniques  ;  égalé  à  zéro,  il  exprime  une  propriété  invariante 
rclalivement  aux  deux  coniques  et  à  la  droite  :  on  la  trouve  facilement  en  re- 
marquant que,  lorsque  cette  expression  est  nulle,  les  deux  valeurs  de  X  sont 
ôgales  et  de  signes  contraires.  Par  suite,  les  deux  coniques  C|,  C^  et  les  deux 
coniques  cherchées  sont  harmoniques;  d'où  il  suit  (§  206)  que  la  droite  donnée, 
qui  est  une  tangente  conmmneaux  deux  coniques  cherchées,  coupe  harmoni- 
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quement  les  deux  coniques  données.  Ainsi  le  coefficient  (293),  égalé  à  zéro, 
exprime  que  la  droite  (r/,  fs  w)  coupe  harmoniquement  les  coniques  C4  et  C^; 
c'est  Téquation  tangentielle  de  l'enveloppe  des  droites  satisfaisant  à  celte  con- 
dition :  elle  est  du  second  degré  en  m,  c,  w;  on  en  conclut  que  Cenveloppe  des 
droites  qui  coupent  harmoniquement  deux  coniques  données  est  une  conique.  On 
vérifie  aisément  que  les  tangentes  à  chacune  des  coniques  données  en  leurs 
points  d'intersection  satisfont  à  la  condition  demandée  ;  par  suite,  les  tangentes 
à  deux  coniques  en  leurs  points  d'intersection  sont  huit  tangentes  d'une  même 
conique. 

Si  les  deux  coniques  sont  des  cercles,  ces  énoncés  deviennent:  Venveloppe 
des  droites  qui  coupent  harmoniquement  deux  cercles  donnés  est  une  conique^  ayant 
pour  foyers  les  centres  des  deux  ceixles  et  tangente  aux  quatre  tangentes  des  deux 
cercles  en  leurs  points  d'intersection. 

Cette  conique  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  suivant  que  le  carré  de  la 
distance  dos  centres  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  la  somme  des  carrés  des 
rayons.  S'il  lui  est  égal,  les  cercles  sont  orthogonaux,  et  l'on  sait  alors  (§  i33} 
que  l'enveloppe  se  réduit  aux  deux  centres. 

Si  l'on  exprime  que  les  racines  de  l'équation  (291)  sont  égales,  on  obtient 
encore  un  contravariant  commua  aux  deux  coniques  ;  et  si  on  l'égale  à  zéro, 
on  obtient  l'équation 

r.r,-r;,  =  o  (293. 

qui  est  du  quatrième  degré  en  //,  c,  w  et  qui  représente  un  a  courbe  de  la  qua- 
trième classe,  enveloppe  des  droites  pour  lesquelles  les  points  de  Desargues 
sont  confondus.  Cette  enveloppe  n'est  autre  que  le  système  des  quatre  points 
communs  aux  deux  coniques  :  car  si  une  droite  passe  par  l'un  d'eux,  elle  est 
tangente  à  une  conique  du  système  passant  par  ce  point;  et  à  une  seule, parce 
que  la  connaissance  de  la  tangente  en  ce  point  équivaut  à  celle  d'un  nouveau 
point  confondu  sur  la  tangente  avec  le  premier.  Ainsi.  V équation  (298)  repré- 
sente en  coordonnées  tangentielles  le  système  des  quatre  points  communs  et  le  pre- 
mier membre  est  décomposable  en  quatre  facteurs  linéaires. 

208.  —  Corrélativement,  si  Ton  considère  un  faisceau  tangentiel  dont  les 
coniques  sont  représentées  par  l'équation  générale 

il  y  a  deux  courbes  du  système  qui  passent  par  un  point  donné  (.r,  r,  c),  et  les 
tangentes  à  ces  courbes  sont  les  rayons  doubles  du  faisceau  en  involution  formé 
par  les  tangentes  menées  du  point  ik  toutes  les  courbes  du  système.  Si  Ion 
exprime,  comme  au  ,^  200,  que  laconique  (261)  donnée  par  son  équation  tangen 
tielle  passe  par  le  point  (■/•,.)',  3),  il  vient 
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équation  du  second  degré  en  (x,  qui,  développée,  peut  s'écrire 
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Le  coefficient  de  [/.'  s'obtient  en  remplaçant,  dans  Téquation  tangentielle  (aie) 
de  la  conique  Co,  les  coefficients  ponctuels  par  les  coefficients  tangentiels,  et 
ri,  (%  tv  par  .r,  >-,  z  ;  il  est  donc  égal  (§  149)  à  AX2,  en  désignant  par  C2  ^^  Pi*^' 
mier  nnembre  do  son  équation  ponctuelle  et  par  A,  son  discriminant  ;  de  môme, 
le  terme  indépendant  est  égal  à  A,C|.  Quant  au  coefficient  de  \l^  c'est  le  cova- 
riant  commun 
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II  est  du  second  degré  en  .r,  > ,  5,  et,  si  on  l'égale  à  zéro,  on  obtient  l'équa- 
tion d'une  conique,  lien  des  points  d'où  les  tangentes,  menées  aux  deux  coni- 
ques données,  forment  un  faisceau  harmonique.  C'est  ce  que  prouveraient 
les  considérations  corrélatives  de  celles  du  §  '207.  Les  points  de  contact 
des  tangentes  communes  à  C^  et  C2  satisfont  évidemment  à  cette  condition,  et 
Von  a  l'énoncé  suivant  :  le  lieu  des  points  d'où  Von  peut  mener  à  deux  coniques 
des  tangentes  formant  un  faisceau  harmonique  est  une  conique  passant  par  les  huit 
points  de  contact  des  tangentes  communes. 

Enfin,  si  l'on  exprime  que  l'équaUon  (294)  a  ses  racines  égales,  on  obtient 
l'équation 

A,A,C<C2-Cî,  =  o  (295) 

qui,  pour  les  mômes  raisons,  représente  le  système  des  quatre  tangentes  com- 
munes. On  voit  que  la  courbe  du  quatrième  degré  représentée  par  cette  équa- 
tion est,  comme  cela  doit  être,  tangente  à  chacune  des  coniques  données  en 
ses  points  d'intersection  avec  la  conique  covariante  C12,  c'est-à-dire  aux  points 
de  contact  des  tangentes  communes. 

209.  Systèmes  linéaires  de  coniqaes.  —  La  considération  des  invariants, 
coefficients  de  l'équation  en  X  (260),  conduit  aisément  à  l'interprétation  de  la 
relation  linéaire  la  plus  générale  entre  les  coefficients  d'une  conique.  On  a  vu 
(§  181)  que  l'invariant  e^  peut  s'écrire 


e,sA^«5-l-B|^5-i-C^c,-^2F^/,-^-2G^g',-^-2H,/l, 


(^96) 


les  grandes  lettres  désignant  les  coefficients  tangentiels  de  l'une  des  coniques 
et  les  petites  les  coefficients  ponctuels  de  l'autre.  Si  on  l'égale  à  zéro,  et  si  l'on 
y  considère  les  uns  comme  des  variables  tandis  que  les  autres  sont  des  coeffi- 
cients numériques,  il  est  clair  qu'on  pourra  toujours  identifier  l'équation  à  six 
termes  ainsi  obtenue  avec  la  relation  linéaire  la  plus  générale  entre  ceux  des 
coefficients  qui  sont  considérés  comme  variables  ;  et  celle-ci  sera  interprétée  si 
l'on  connaît  la  signification  géométrique  de  la  condition 

©,  —0. 


Pour  la  trouver,  on  peut  choisir  les  axes  que  l'on  voudra,  puisque  l'expression 
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(29G)  est  un  invariant;  prenons,  par  exemple,  le  point  (.r  =  o,  .)  =0)  sur  la 
seconde  conique,  et  supposons  que  la  droite  z  =  o  soit  la  polaire  de  ce  point 
par  rapport  à  la  première.  Alors,  on  a 

d'où 

A^  =  ù^c^       B<=rc,rt,       F<  =  G^=o      H<=  — c,//,. 

et  la  condition  se  réduit  à 

c,  [a^  b^  —  'i.hji^  -h  a^  b^)  =  o. 

Comme  on  peut  toujours  supposer  c,  différent  de  zéro,  en  ne  choisissant  pas 
le  point  (.r  =0,  r  =  o)  à  la  fois  sur  les  deux  coniques,  on  voit  (§  142}  qu'elle 
exprime  que  les  points  d'intersection  de  la  droite  ;:  =  0  avec  les  deux  coniques 
sont  en  rapport  harmonique.  Ainsi,  Véoanouissament  de  Vvwariant  e,  exprime 
que  la  polaire  (Tun  point  quelconque  de  la  seconde  conique  par  rapport  à  la  première 
coupe  les  deux  coniques  en  quatre  points  hannoniques.  Soient  n  le  point  considéré 
de  Gj,  et  b,  c  les  points  d'intersection  de  la  môme  conique  avec  la  polaire  de  a 
par  rapport  à  Gf  :  le  théorème  précédent  exprime  que  le  triangle  abc^  inscrit 
dans  G2,  est  conjugué  à  G^,  quel  que  soit  le  point  a  de  Gj.  Réciproquement,  si 
G2  est  circonscrite  à  un  triangle  conjugué  de  G|,  on  peut  le  prendre  pour  trian- 
gle de  référence,  et  l'invariant  e,  est  nul  à  cause  de 

11  n'est  d'ailleurs  pas  nul  en  général  ;  on  en  conclut  qu'on  ne  peut  pas  en  gé- 
néral inscrire  dans  une  conique  un  triangle  conjugué  d'une  autre  conique;  et  que, 
lorsque  cela  arrive,  il  existe  une  infinité  de  pareils  triangles,  Gar  alors  l'invariant 
est  nul  ;  et,  en  vertu  du  premier  théorème,  on  peut  se  donner  arbitrairement 
un  sommet  du  triangle  sur  la  conique  circonscrite  :  on  dit  alors  que  la  première 
conique  de  l'énoncé  (qui  était  tout  d  l'heure  la  conique  Go)  est  harmoniquement 
circonscrite  à  l'autre,  et  leur  invariant  commun  B,,  du  premier  degré  par  rap- 
port aux  coefficients  ponctuels  de  l'une  (celle  qui  est  harmoniquement  circon- 
scrite), et  du  premier  degré  par  rapport  aux  coefficients  tangenliels  de  l'autre, 
s'annule. 

On  en  conclut  que  les  sommets  de  deux  triangles  conjugués  à  une  même  conique 
sont  six  points  d'une  même  conique.  Gar  si  abc,  abc  sont  les  deux  triangles,  la 
conique  qui  passe  par  les  points  a,  b,  r,  a',  b'  est  harmoniquement  circonscrite 
à  l'autre,  parce  qu'elle  est  circonscrite  au  triangle  abc  ;  par  suite,  la  polaire 
de  a  par  rapport  à  l'autre,  qui  est  la  droite  b'c\  les  coupe  en  quatre  points 
harmoniques  ;  donc,  le  second  point  de  cette  droite  sur  la  conique  abc  est  le 
point  c  conjugué  de  b'  par  rapport  à  l'autre  conique. 

Les  théorèmes  corrélatifs  sont  les  suivants  : 

On  ne  peut  pas,  en  général,  circonscrire  à  une  conique  un  triangle  conjugué  d'une 
autre  conique;  eC,  lorsque  cela  arrive,  il  existe  une  infinité  de  pareils  triangles. 

On  dit  alors  que  la  première  conique  est  harmoniquement  inscrite  à  la  seconde  ; 
et  du  pôle  par  rapport  à  la  seconde  d'une  tangente  quelconque  de  la  première,  les 
tangentes  menées  aux  deux  courbes  forment  un  faisceau  harmonique. 
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La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cela  ait  lieu  est  que  V invariant  e,, 
du  premier*  degré  par  rapport  aux  coefficients  tangentiels  de  la  conique  harmoni- 
quement  inscrite,  et  du  premier  degré  par  rapport  aux  coefficients  ponctuels  de 
Vautre,  s'annule. 

Lès  côtés  de  deux  triangles  conjugués  à  une  même  conique  sont  six  tangentes  d'une 
même  conique. 

La  comparaison  du  second  de  ces  énoncés  avec  les  résultats  précédents 
montre  que,  lorsqu'un  des  invariants  s,  communs  à  deux  coniques,  est  nulf 
celle  dont  il  renferme  les  coefficients  ponctuels  est  harmoniquement  circon- 
scrite à  l'autre,  tandis  que  celle  dont  il  renferme  les  coefficients  tangentiels  est 
en  même  temps  harmoniquement  inscrite  à  la  première.  Ainsi,  lorsqu'une  conique 
est  harmoniquement  circonscrite  à  une  autre,  celle-ci  lui  est  hirmoniquement  inscrite, 
et  réciproquement. 

Cette  propriété  est  une  conséquence  du  théorème  général  du  §  112;  on 
peut  toujours,  en  effet,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  remarqué,  identifier  la  relation 
linéaire  la  plus  générale  entre  les  coefficients  ponctuels  d'une  conique  avec  la 
relation  (296),  d'où  l'on  conclut  qu'elle  exprime  que  la  conique  est  harmoni- 
quement circonscrite  à  une  autre  dont  les  coefficients  tangentiels  sont  ceux  de 
la  relation,  et  qui  lui  est  harmoniquement  inscrite.  De  même,  la  relation  linéaire 
la  plus  générale  entre  les  coefficients  tangentiels  d'une  conique  exprime  qu'elle 
est  harmoniquement  inscrite  à  une  autre  dont  les  coefficients  ponctuels  sont 
ceux  de  la  relation,  et  qui  lui  est  harmoniquement  circonscrite.  11  faut  donc, 
d'après  le  théorème  qui  vient  d'être  rappelé,  que,  si  une  conique  est  harmoni- 
quement circonscrite  à  une  autre,  la  propriété  corrélative  existe  entre  la  seconde 
et  la  première. 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  directement  :  supposons,  en  e£fet,  que  l'inva- 
riant B,  soit  nul  et  que,  par  conséquent,  la  conique  C^  soit  harmoniquement 
circonscrite  à  C|.  Prenons  pour  sommet  (.r  =  o,  >  =  o)  du  triangle  de  référence, 
le  pôle  par  rapport  h  Co  du  côté  opposé  {z  -  o),  qui  sera  lui-môme  une  tan- 
gente de  C|.  On  a  alors 

et  l'invariant  6,  se  réduit  à 

A|^/j-+-'2H|/fj-i-B|/v2. 

S'il  est  nul,  cela  exprime  que  les  deux  couples  de  points 

X^u'''-h  aH^  uv  4-  B4  «''  =  o 

«5  V"  —  2// j  UV  -+-  ^,  tt'  =  o 

dont  le  premier  est  formé  des  points  d'intersection  avec  z-o  des  tangentes 
menées  à  C4  par  le  point  (.r  =  0,  j'  =  o),  tandis  que  le  second  est  le  système  des 
points  d'intersection  de  C2  avec  z  =  o,  forment  un  faisceau  harmonique.  Or, 
d'après  co  qui  a  été  spécifié  sur  le  triangle  de  référence,  le  second  couple  est 
celui  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point  (r-o,  1  =  o)  à  la 
conique  C^;  les  couples  de  tangentes  menées  aux  deux  coniques  par  le  pôle 
d'une  tangente  de  C|  formant  un  faisceau  harmonique,  C|  est  harmoniquement 
inscrite  à  Ci. 
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210.  —  Ainsi  se  trouve  interprétée  la  .relation  linéaire  lapins  générale  entre 
les  coefficients  ponctuels  ou  entre  les  coefficients  tangentiels  d'une  conique. 
Elle  dépend  d'une  autre  conique,  c'est-à-dire  de  cinq  paramètres,  comme  cela 
devait  être  ;  et  c'est  pour  cela  que  les  conditions  linéaires  rencontrées  jusqu*à 
présent  ne  pouvaient  en  être  que  des  cas  particuliers.  Si  Ton  exprime/ par 
exemple,  qu'une  conique  passe  par  un  point  (.r,  j,  z),  on  a  la  relation  linéaire 

ax*'  -+-  ^j-*  -H  C3  '  -h  o^fyz  4-  %g  zx  -+-  2//X7'  =  o. 

Si  on  l'identifie  avec  la  plus  générale 

A«  -^  B^  -f-  Ce  -h  2F/-h  aG^  +-  aH//  =  o  1 197) 

on  aura,  pour  trouver  les  coefficients  tangentiels  de  la  conique  à  laquelle,  en 
vertu  de  la  condition  donnée,  la  conique  proposée  est  harmoniquement  circon- 
scrite, les  relations 

A       B      C       F       G        H  ,     „, 

-1=—=  —  =  —  =  —  =  —  (^98) 

y 3         V  Z  YZ        zx        XY  \    ir    I 

d'où  Ton  tire,  par  rélimioation  de  x,  r,  z 

•BC-F2  =  o        FG-C:H  =  o        CA-G2=ro 

qui  sont  (§  147)  los  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  conique 
cherchée  se  réduise  à  deux  points  confondus  ;  et  le  point  est  le  point  (x,  r,  z), 
car  les  équations  (298)  sont  celles  que  Ton  obtiendrait  si  Von  identifiait  l'équa- 
tion tangentielle  de  la  conique  avec 

(iix  -h  vy  -+-  MûzY  —  o. 

Ainsi  loriqxjLon  easprime  qu'une  conique  passe  par  un  point,  cela  revient  à  dire 
qu'elle  est  harmoniquement  circonscrite  à  une  conique  réduUe  à  deux  points  confon- 
dus au  point  donné. 

Considérons  encore  la  relation  (a  18}  qui  exprime  qu'une  conique  est  conju- 
guée aux  deux  points  (-^p,,  j,,  2,),  (Xj,  j,,  zj  :  elle  exprime  aussi  qu'elle  est 
harmoniquement  circonscrite  à  une  autre  conique  dont  les  coefficients  tangen- 
tiels sont  donnés  par  les  équations 

ABC  F  G  H  ,      , 

(^99) 


'^.•^2      y'xXi     2,-2     J,2i-^-.>'î-,      -r^j-^^^-r,      x,r,4-x,r, 

Celte  fois,  l'élimination  des  coordonnées  des  deux  points,  qui  font  quatre 
paramètres,  ne  laisse  qu'une  relation  que  l'on  trouve  aisément,  savoir 


A 

H 

G 

H 

B 

F 

G 

F 

C 

=  o 


et  qui  exprime  que  la  conique  cherchée  se  réduit  à  deux  points.  Ce  sont  les 


PROPRIÉTÉS  DE  DEUX  CONIQUES.  513 

points  (.r,,  ri»  ^J»  (•x',«  >,,  3,),  car  les  équations  (299)  sont  celles  que  Ton  obtien- 
drait si  l'on  identiQait  son  équation  tangentielle  avec 

(tt.r,  -h  vj\-h  wz^)  (M.r,  -H  vfj  -+-  wz^)  =  o. 

Par  suite,  lorsqu'on  exfn^ime  qu'une  conique  est  conjuguée  à  deux  points^  cela  re- 
vient à  dire  qu'elle  est  harmoniquement  circonscrite  à  la  conique  réduite  à  ces  deux 
points. 

Ces  théorèmes  sont  d'ailleurs  évidents  géométriquement,  et  leurs  corrélatifs 
sont  les  suivants: 

La  conique  harfnoniquemcnt  inscrite  cor)*cspondant  à  la  relation  linéaire  tangen- 
lielle  qui  exprime  qu'une  conique  est  tangente  à  une  droite  se  réduit  à  deux  droites 
r.onfondues  avec  la  droite  donnée. 

Si  ta  relation  exprime  qu'une  conique  est  conjuguée  à  deux  droites,  la  conique 
harmoniquement  inscrite  se  réduit  à  ces  deux  droites. 

211.  Un  cas  spécialement  intéressant  est  celui  où  l'une  des  coniques  est 
un  cercle.  Si  c'est  la  conique  harmoniquement  inscrite,  et  si  Téquation  du 
cercle,  en  coordonnées  cartésiennes,  a  la  forme  (iti3);  les  coefflcients  tangen- 
tiels  sont  alors 

As.r}sin'0  — r"  F^^,  sin'O 
Dh3  vjsin'0-r-  G-x.sin^O 
CsPsin'O  HaBX,j,sin*0  — i-'cosO. 

Substituant  ces  valeurs,  la  relation  linéaire  (297)  devient,  en  désignant  par 
/(x,  j)  le  premier  membre  de  l'équation  de  l'autre  conique, 

sin'0/(.r,,7,)  =  r*{a  —  a//  cosOh-  ^).  (3cm>) 

Ainsi,  lorsqu'un  cercle  est  harmoniquement  inscrit  à  une  conique,  les 
coordonnées  du  centre  et  le  rayon  sont  liés  ii  la  conique  parla  relation  (3oo), 
d'où  Ton  conclut  les  théorèmes  suivants  : 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  harmoniquement  inscrits  et  dont  le  rayon  est  donné 
est  une  conique  conccntnque  et  homothétique  à  la  proposée. 

Il  y  a  un  cercle  et  un  seul  harmoniquement  inscrit  à  une  conique  donnée,  et  ayant 
son  ventre  en  un  point  donné. 

Le  carré  du  rayon,  r%  est  égal  à 

/(.r,,>  ,)sin-0 


«--•2//COSO  h  // 


Nous  dirons  que  la  longueur  r,  réelle  ou  imaginaire  suivant  que  le  centre 
ost  dans  l'une  ou  laulre  des  régions  que  la  conique  détermine  dans  le  plan, 
est  la  puissance  ponctuelle  du  point  par  rnpport  h  la  conique.  I.c  cercle  étant 
harmoniquement  inscrit  à  la  conique,  celle-ci  lui  est  harmoniquement  circons- 
crite, et  par  suite  circonscrite  à  une  infinité  de  triangles  conjugués  au  cercle. 
Mais  le  cercle  conjugué  à  un  triangle  a  pour  contre  le  point  do  renconlrc  des 
bailleurs  et  pour  ra\ou  lu  pui>s.iiR(:  du  triangle  (îî  i4«>,  i«»  ;  il  suit  do  1.^,  le 
lordc  étant  unique,  quo  tous  Us  tnan>ji(t>  nj/unt  pour  point  de  rviicontre  des  knu- 

I 
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teurs  un  point  donné,  et  inscrits  dans  uneconique,  ont  même  puissance  ;  c'est  lapws- 
sance  ponctuelle  du  point  par  rapport  à  la  conique.  Si  la  courbe  est  une  hyperbole 
équilatère,  la  puissance  est  infinie  si  le  point  n*est  pas  sur  la  courbe,  indé- 
terminée dans  le  cas  contraire.  Cela  tient  (§  167,  11)  à  ce  qu'on  ne  peut  pas 
inscrire  dans  une  hyperbole  équilatère  un  triangle  dont  le  point  de  rencontre 
des  hauteurs  ne  soit  pas  en  môme  temps  sur  la  courbe. 

212.  Si  le  cercle  est  la  conique  harmoniquement  circonscrite,  la  relation  (297) 
devient,  en  supposant  le  cercle  pris  sous  la  forme  (168), 

/i{A-i-2H  cosO-t- B)-haG^-i-2F/-i-Cc  =  o. 
Elle  peut  s'écrire,  en  multipliant  tout  par  -  sin'  0 


=  0 


I  cosO       —  (G-hFcosÔ) 

cosO      I  — (F-t-GcosO) 

g  f  ifa (A  H-  aH cosO  -t-  B)  -+-  Ccl 

et,  sous  cette  forme,  elle  exprime  (§  i3i)  que  le  cercle  coupe  orthogonalement 
le  cercle  orthoptique  (257)  de  la  conique.  Par  suite,  lorsqu'un  cercle  est  harmo- 
niquement circonscrit  à  une  coniquCy  il  coupe  orthogonalement  le  cercle  orthopUque. 
11  y  a  donc  un  cercle  et  un  seul,  réel  ou  imaginaire,  ayant  pour  centre  un 
point  donné,  et  harmoniquement  circonscrit  à  une  conique.  On  dira  que  son 
rayon,  qui  est  la  longueur  de  la  tangente  menée  du  point  au  cercle  orthoptique, 


Fig.  loa 

est  la  puissance  tangentielle  du  point  par  rapport  à  la  conique.  On  peut  encore 
dire  q\x*elle  est  égale  à  la  puissance  constante  de  tous  les  triangleSj  ayant  pour  point 
de  rencontre  des  hauteurs  le  point  donnée  et  circonscrits  à  la  conique.  Ceci  résulte 
de  ce  que  la  conique  est  harmoniquement  inscrite  au  cercle.  On  voit  par  là 
que  le  dernier  théorème  peut  s'énoncer  ainsi  :  lorsqu'un  triangle  est  cirecnsarit 
à  une  conique,  le  cercle  conjugué  est  orthogonal  au  cercle  orthoptique.  On  s'en  rend 
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compte  immédiatement  ainsi  qu*ii  suit  :  soit  abc  un  triangle  circonscrit  à  une 
conique  (fig.  io%)  Qifgh  une  quatrième  tangente  quelconque.  Par  rapport  au 
cercle  conjugué  à  ahc^  a  est  le  pôle  de  bc^  donc  a  et /sont  deux  points  con- 
jugués; par  suite  (§  i33)  le  cercle  décrit  sur  /7/ comme  diamètre  coupe  ortho- 
gonalement  le  premier  cercle;  il  en  est  de  môme  des  cercles  ayant  pour 
diamètres  ^^et  ch.  Mais  ces  trois  segments  sont  les  diagonales  du  quadrilatère 
circonscrit  à  la  conique,  les  trois  cercles  ont  donc  môme  axe  radical  (§  140, 18), 
et  le  cercle  orthoptique  de  la  conique  passe  aussi  par  leurs  points  d'intersec- 
tion (§  178).  Par  suite  le  cercle  conjugué  au  triangle  abc^  qui  coupe  à  angle  droit 
les  trois  premiers,  est  aussi  orthogonal  au  dernier. 

Si  la  courbe  est  une  parabole,  la  puissance  tangentielle  est  infinie  si  le  point 
n'est  pas  sur  la  directrice,  indéterminée  dans  le  cas  contraire.  Gela  tient  (§  170,3) 
à  ce  qu'on  ne  peut  pas  circonscrire  à  une  parabole  ou  triangle  dont  le  point  de 
rencontre  des  hauteurs  ne  soit  pas  en  môme  temps  sur  la  directrice. 

213.  L'équation  générale  d'une  conique  renfermant  cinq  paramètres,  toutes 
les  courbes  représentées  par  l'équation 

X,C, -+-X,C,-+- 4->.,,  +  iC^+i  -o  (i54) 

dans  laquelle  les  X  sont  des  paramètres  et  les  G  les  premiers  membres  des 
équations  de  /?  -h  i  coniques,  sont  indéterminées  puisque  leur  équation  ren- 
ferme/?  paramètres  variables  ;  et  si  l'on  a/?  <  5,  elles  satisfont  par  avance 
ik-^S  p  conditions,  qui  sont  linéaires  parce  que  l'équation  (i54)  est  une  com- 
binaison linéaire  des  />+i  coniques  données.  G'est  donc  Fensemble  des 
coniques  harmoniquement  circonscrites  à  5— />  coniques  données.  Soient 

r,  =  0     rj  =  o rB_p  =  o 

les  équations  tangentielles  de  ces  coniques.  La  relation  qui  exprime  que  cha- 
cune des  p  +  I  coniques  données  leur  est  harmoniquement  circonscrite  est 
linéaire  par  rapport  aux  coefficients  de  ces  équations;  d'où  il  suit  qu'elle  a  égale- 
ment lieu  entre  les  coefficients  tangentiels  de  la  conique 

UL,  r,  H- fJlj  Tj -h -+-{JlB-;.rB  -p  -    O  (l55) 

dans  laquelle  les  [t  sont  des  paramètres  variables. 

Le  premier  système  est  un  système  linéaire  ponctuel  (§  114),  le  second  est 
tangentiel;  toutes  les  coniques  du  premier  sont  harmoniquement  circonscrites 
à  toutes  celles  du  second  qui  de  leur  côté  leur  sont  harmoniquement  inscrites. 
L'ordre  du  premier,  qui  est  l'ordre  d'indétermination  des  coniques  qu'il  ren- 
ferme, est  égal  kp  ;  celui  du  second  est  égal  à  4  — /?  ;  et  la  somme  des  ordfes 
est  égale  à  4*  Ge  sont  deux  systèmes  contravariants  (§  1 14;. 

Une  conique,  considérée  comme  système  ponctuel  d'ordre  zéro,  admet  pour 
système  contravariant  le  système  tangentiel  du  quatrième  ordre 

K. r,  -H  [A, r,  +  {X, r3  +  .u,r,  -h  jx, r,  -^  o 

formé  de  toutes  les  coniques  harmoniquement  inscrites  à  une  conique  donnée 
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qui  est  la  proposée.  Il  suit  do  là  (§  210)  que  tout  système  tungentid  du  quatrième 
ordre  admet  vue  infinité  de  coniques  réduites  à  deux  points  confondus,  dont  le  lieu 
est  une  conique;  et  une  infinité  de  coniques  réduites  à  dmx  points  distincts,  qui  sotU 
tous  tes  couples  de  points  conjugués  d'une  nu}me  conique.  EiiGn,  tl  renferme  aussi 
(§211)  une  infinité  de  cercles  dont  Vun'est  déterminé  sans  amhiguité  si  on  s'en 
donne  le  centre. 

De  fïiôme,  une  conique  considérée  comme  système  (angenliel  d'ordre  zéro 
admet  pour  système  contravariant  le  système  ponctuel  du  quatrième  ordre 

X,C,  +  X,Ca  -+-  X3C3  -h  X,C4  -»-  X.Cj  =  o 

formé  de  toutes  les  coniques  harmoniquement  circonscrites  à  la  proposée. 
Par  suite,  tout  système  ponctuel  du  quatrième  ordre  contient  une  infinité  de  cotiiques 
réduites  à  deiuc  droites  confondues,  dont  Venveloppe  est  une  conique;  une  infinité 
de  coniques  réduites  à  deux  droites  distinctes ,  qui  sont  tous  les  couples  de  droites 
conjuguées  d'une  même  conique;  et  enfin  une  infinité  de  cercles  qui,  étant  assujettis 
&  deux  conditions  linéaires  déplus  qu'une  conique  du  système,  celles  dé  passer 
par  les  points  cycliques,  donnentlieu  à  un  réseau  (§  ii3)  ;  c'est  celui  des  cercles 
qui  coupent  orthogonalement  le  cercle  orthoptique  de  la  proposée, 

214.  Considérons  de  même  le  faisceau  ponctuel 

X,Ct  -hXjCj  =  b 

il  admet  pour  système  contravariant  le  système  tangciitiel  du  troisième  ordre 

K,  r,  -+-  fi,  r,  H-  1x3  r3  4-  [i,  r,  =  o. 

Les  coniques  du  premier  sont  assujetties  à  quatre  conditions  linéaires,  et  par 
suite  sont  harmoniquement  circonscrites  à  quatre  coniques  données  qui  défi- 
nissent le  système  tangentiel  contravariant.  Mais  on  sait  aussi  que  les  coniques 
du  système  ponctuel  ont  quatre  points  communs  :  il  suit  de  là  (§  210)  que  le 
système  tangentiel  renferme  quatre  coniques  réduites  à  deux  points  confondus. 
il  renferme  aussi  une  infinité  de  coniques  réduites  à  deux  points  distincts,  qui 
sont  tous  les  couples  de  points  de  Desargues,  dont  un  couple  se  trouve  sur 
toute  droite  du  plan.  Enfin  il  renferme  une  infinité  de  cercles  ;  mais  on  ne  peut 
plus,  comme  dans  le  cas  précédent,  s'en  donner  arbitrairement  le  centre.  Le 
lieu  de  leurs  centres  s'obtient  aisément  en  remarquant  que  tous  ces  cercles 
sont  harmoniquement  inscrits  aux  coniques  du  faisceau  ponctuel  :  le  centre 
de  l'un  d'eux  a  donc  même  puissance  ponctuelle  (§  211)  par  rapport  à  ces 
courbes.  Or  si  l'on  écrit  qu'un  point  jouit  de  cette  propriété  par  rapport  h  €| 
et  à  Cin  on  trouve  le  lieu 


rt,  —  u/f ,  COSO  4-  Ù^^         C,  ~  2/f  j  CObO  H-  /y, 


l'indice  des  coefUcients  désignant  la  courbe  à  laquelle  ils  se  rapportenL  Celte 
courbe  est  une  hyperbole  équilalère  et  appartient  au  faisceau;  d'où  il  suit  que 
le  Uea  des  points  d'égale  puissance  ponctuelle  par  rappoi*t  à  deux  comques  est 
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l'hypevbolc  ôquUatérc  qui  passe  par  leurs  points  d'intersection  :  elle  est  la  même  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  qui  passent  par  ces  points  :  ou  encore,  le  tien  des 
centres  des  cercles  d'un  système  tangcntiel  du  troisième  ordre  est  lliyperbole  àqui- 
latâre  du  faisceau  ponctuel  contravariant .  l.o  ra>on  de  Tuii  d'eux  est  alors 
la  puissance  commune  de  son  centre  par  rapport  &  toutes  les  courbes  du 
Taisceau. 

215.  Considérons  enfln  le  faisceau  tangent! el 

composé  de  toutes  les  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère.  Son  système 
coutravariant  est  le  système  ponctuel  du  troisième  ordre 

X.C^  -*-  XjCj  4-  X3C3  4-  X^C4  -  o. 

Ce  dernier  renferme  par  conséquent  quatre  coniques  réduites  h  deux  droites 
confondues,  qui  senties  tangentes  communes  des  courbes  du  faisceau  :  et  une 
infinité  de  coniques  réduites  h  deux  droites  distinctes;  par  chaque  point  du 
plan, on  peut  mener  deux  droites d*un  pareil  couple  qui  senties  rayons  doubles 
du  faisceau  en  involution  formé  parles  tangentes  menées  de  ce  point  aux  courbes 
du  faisceau.  Il  contient  aussi  une  infinité  de  cercles  qui,  étant  par  là  assujettis 
iï  deux  conditions  linéaires,  ont  môme  axe  radical.  Ils  doivent  d'ailleurs  (§  212) 
couper  h  angle  droit  les  cercles  orthoptiques  de  toutes  les  coniques  du  faisceau, 
lesquels  (§  178)  ont  môme  axe  radical.  Ce  sont  donc  les  cercles  du  système 
orthogonal  au  faisceau  des  cercles  orthoptiques.  Le  lien  de  leurs  centres  est 
Taxe  radical  de  ces  derniers,  c'est-à-dire  (§  180,  8)  la  directrice  de  la  parabole 
du  faisceau.  Quatre  d'entre  eux  sont  les  cercles  conjugués  aux  quatre  triangles 
obtenus  en  combinant  trois  à  trois  les  quatre  tangentes  communes. 

La  condition  d'ôtre  une  hyperbole  équilatèrc  est  linéaire  ;  par  suite  tout  système 
ponctuel  renferme  une  infinité  d'hyperboles  équilatères  formant  système  ponc- 
tuel d'ordre  inférieur  d'une  unité,  à  moins  que  toutes  les  courbes  du  système 
ne  satisfassent  déjà  à  la  condition  et  ne  soient  toutes  des  hyperboles  équilatères. 
Dans  ce  cas,  les  points  cycliques  font  partie  du  système  contravariant  comme 
conique  réduite  à  deux  points.  Ainsi  si  l'on  considère  le  faisceau  tungenlicl 
formé  d'un  système  de  coniques  homofocales  (§  200),  le  système  du  troisième 
ordre  contravariant  ne  renferme  que  des  hyperboles  équilatères. 

216.  Exercices.  —  i.  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  par  rapport  aux 
coniques  d'un  faisceau  ponctuel  est  une  conique.  On  peut  en  déterminer 
à  prioti  le  centre  et  onze  points.  Cette  conique  est  en  môme  temps  le  lieu 
des  points  de  concours  des  polaires,  par  rapport  aux  coniques  du  Taisccau, 
d'un  point  variable  de  la  droite  domiée.  Trouver  les  droites  pour  lesquelles 
cette  conique  est  une  parabole. 

1.  Pour  que  la  conique,  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  deux  coniques 
données  des  tangentes  formant  uti  faisceau  harmonique,  soit  un  cercle,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  quatre  foyers  réels  des  deux  coniques  soient  sur  un  môme 
cercle,  et  que  le  rapport  anhurmonique  des  droites  qui  joignent  un  point  de  ce 
cercle  aux  quatre  foyers  soit  harmonique. 
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3.  Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  sur  les  cordes 
d'une  conique  yues  de  ce  point  sous  un  angle  droit  est  un  cercle;  construire 
son  centre.  La  longueur  de  la  tangente  menée  du  point  à  ce  cercle  est  la  puis- 
sance ponctuelle  (§  au)  du  point  par  rapport  à  la  conique.  Enveloppe  des 
cordes.  Cas  où  le  point  est  sur  la  conique. 

4.  Pour  toutes  les  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  et  pour  le  même  point, 
ces  cercles  ont  môme  axe  radical.  Pour  celles  d'un  réseau,  ils  ont  même  centre 
radical. 

5.  La  puissance  ponctuelle  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  segmenLs 
comptés  à  partir  du  point  jusqu'aux  points  d'interseclion  avec  la  conique 
d'une  perpendiculaire  menée  par  le  point  à  Tune  ou  ù  l'autre  asymptote.  Cas  de 
la  parabole. 

6.  Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  harmoniquement  circonscrite  à  un 
cercle,  ou  inversement,  celle  des  deux  courbes  qui  est  harmoniquement  circons- 
crite passe  par  le  centre  de  l'autre. 

7.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un  triangle  et  dont  la 
somme  des  carrés  des  axes  est  constante  est  un  cercle.  Cas  où  elle  est  nulle. 

8.  Les  points  communs  aux  cercles  du  système  orthogonal  aux  cercles 
orthoptiques  des  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  sont  les  centres  des  deux 
hyperboles  équilalères  du  faisceau.  Ils  sont  par  conséquent  réels  ou  imaginaires 
en  même  temps  que  les  sommets  orthoptiques  (§  178)  du  faisceau  sont  ima- 
ginaires ou  réels.  Expliquer  ce  fait  à  pnort. 

g.  Lorsqu'une  conique  divise  harmoniquement  les  deux  diagonales  d'un 
quadrilatère,  elle  divise  aussi  harmoniquement  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés. 

10.  Les  coniques,  enveloppes  respectives  des  droites  qui  coupent  harmo- 
niquement une  conique  fixe  et  une  conique  variable  d'un  faisceau  ponctuel,  sont 
les  coniques  d'un  faisceau  tangentiel. 

11.  Étant  donnés  un  triangle  et  une  conique,  le  triangle  formé  des  polaires 
des  sommets  du  premier  (triangle  polaire  du  triangle  donné),  et  celui-ci  sont 
homologiques.  Le  centre  et  l'axe  d'homologie  sont  pôle  et  polaire  par  rapport 
k  la  conique. 

12.  Lorsqu'une  conique  passe  par  trois  points  et  est  harmoniquement  cir- 
conscrite à  une  conique  donnée,  elle  passe  par  un  quatrième  point  fixe,  qui 
est  le  centre  d'homologie  du  triangle  des  trois  points  et  de  son  triangle  polaire 
par  rapport  à  la  conique  donnée.  Cas  où  la  conique  donnée  se  réduit  à  deux 
points  et  en  particulier  aux  points  cycliques. 

i3.  En  conclure  la  construction  linéaire  de  la  conique  qui  passe  par  trois 
points  et  qui  est  harmoniquement  circonscrite  à  deux  coniques,  données  par 
cinq  points  ou  cinq  tangentes. 

14.  Cas  où  l'une  des  coniques  ou  toutes  les  deux  se  réduisent  à  deux  points 
distincts. 

i5.  Construire  linéairement  cinq  points  de  la  conique  qui  passe  par  un  point 
donné  dans  le  plan,  et  par  les  quatre  points  communs  à  deux  coniques  déter- 
minées chacune  par  cinq  points.  (Une  droite  quelconque,  passant  pur  le  point 
donné,  coupe  la  conique  cherchée  en  un  autre  point  que  Ion  peut  obtenir  par 
le  théorème  de  Desargues  au  moyen  du  compas  ;  mais  le  problème  est  essen- 
tiellement linéaire;  et  In  construction  demandée,  quoique  moins  simple  quels 
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précédente,  n'exige  que  remploi  de  la  règle.  On  s'appuiera  sur  le  théorème  6, 
§  i8o.) 

i6.  Déterminer  efTeclivemenl,  à  Taide  de  la  règle  seule,  cinq  conditions 
linéaires  autres  que  des  points,  auxquelles  satisfasse  la  conique  qui  est  conjuguée 
à  un  couple  de  points  et  qui  passe  par  les  points  d'intersection  de  deux  coniques 
déterminées  chacune  par  cinq  points  ou  cinq  tangentes.  (Il  est  clair  que  Ton 
ne  peut  exiger  la  détermination  linéaire  d'aucun  point  de  cette  conique  ;  car  si 
l'algèbre  du  premier  degré  suffît  à  la  recherche  de  son  équation,  elle  ne  suffit 
pas  pour  déduire  de  cette  équation  les  coordonnées  d'un  seul  point  de  la  courbe, 
à  moins  que  l'un  d'eux  ne  soit  donné.  On  s'appuiera  sur  le  théorème  6,  §  i8o.) 

17.  Construire  linéairement,  dans  le  problème  précédent,  cinq  points  de  la 
conique  cherchée  lorsqu'on  connaît  l'un  des  points  d'intersection  des  deux 
coniques  données. 

18.  Construire  linéairement  :  i^  cinq  points  de  la  conique  qui  passe  par  deux 
points  et  qui  est  conjuguée  à  trois  couples  de  points  ;  a<>  cinq  points  de  la 
conique  qui  passe  par  un  point  et  qui  est  conjuguée  à  quatre  couples  de  points. 
(A  l'aide  du  problème  17,  on  ramènera  le  second  cas  au  premier,  et  le  premier 
au  problème  14.) 

19.  Construire  linéairement  :  i*  cinq  points  de  la  conique  qui  passe  par  deux 
points  et  qui  est  harmoniquement  circonscrite  à  trois  coniques  données  ; 
a®  cinq  poinls  de  la  conique  qui  passe  par  un  point  et  qui  est  harmoniquement 
circonscrite  à  quatre  coniques  données.  On  supposera  les  coniques  données 
linéairement  par  cinq  points  ou  cinq  tangentes.  (On  ramènera  chacun  de  ces 
problèmes  au  cas  correspondant  du  problème  18.) 

ao.  Construire  la  conique  harmoniquement  circonscrite  à  cinq  coniques 
données.  (Pour  les  mômes  raisons  qu'au  problème  16,  la  construction  des  points 
de  cette  conique  ne  peut  pas  s'effectuer  linéairement.  La  conique  est  déter- 
minée linéairement  en  ce  sens  qu'à  l'aide  des  cinq  coniques  données,  on  peut 
déterminer  linéairement  autant  de  coniques  que  l'on  voudra  ouxquelles  la 
conique  donnée  est  harmoniquement  circonscrite;  par  exemple,  autant  de 
couples  de  points  conjugués  que  l'on  voudra.  Pour  cela,  à  l'aide  du  problème  19, 
on  construira,  en  s'en  donnant  un  point,  deux  coniques  harmoniquement  cir- 
conscrites à  quatre  des  coniques  données,  et  l'on  pourra  ensuite  parle  théorème  6, 
§  180,  trouver  quatre  couples  de  points  conjugués  à  ces  coniques  et  par  suite 
à  la  conique  cherchée.  Un  cinquième  couple  ne  serait  pas  distinct  des  pre- 
miers, mais  on  fera  servir  pour  cela  la  cinquième  conique  avec  trois  des  quatre 
autres.  Si  l'on  veut  ensuite  des  points  de  la  conique  cherchée,  le  théorème  de 
Desargues  appliqué  à  toutes  les  coniques  conjuguées  aux  quatre  premiers 
couples  eu  donnera  deux  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas  sur  la  droite  qui 
porte  le  cinquième.; 

21.  Problèmes  corrélatifs. 


S 17.  Courbes  polaires  réciproques.  —  Théorème.  — Le  lieu 
des  pôles  des  tangentes  d'une  courbe  par  rapport  à  une  conique  donnée 
est  identique  avec  Penveloppe  des  polaires  par  rapport  à  la  même 
conique  des  points  de  la  courbe. 
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Ce  théorème  se  démontre  aisément  à  Taidc  de  considcralioiis 
géométriques  infinitésimales.  Pour  le  vérifier  par  le  calcul,  soient 

les  équations  de  la  conique  et  de  la  courbe  données. 

Soient  a:|,j^p  z^  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  des  pôles; 
la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique,  polaire  dont  Téqua- 
tion  est 

doit  être  tangente  à  la  courbe  donnée.  Elle  doit  donc  s'identifier 
avec  la  droite 

•'•f;+)F„.+=f;.  :---.. 

ce  qui  donne 

On  a,  d'ailleurs,  le  point  de  contact  étant  sur  la  courbe 

et  le  lieu  s'obtiendra  par  Téliminalion  de  x^,  >^,  z^  entre  les  équa- 
tions (3oi)  et  (3oa). 

D'autre  part,  la  polaire  de  [x^y  y^y  z^  par  rapport  à  la  conique 
a  pour  équation 

Elle  renferme  deux  paramètres  variables  liés  par  l'équation  de 
la  courbe.  Sor  enveloppe  s'obtiendra  donc  (§  193)  en  éliminant 
XqjJq,  Zq  entre  l'équation  (3o3)de  la  droite  variable, l'équation  (Soa), 
et  la  suivante 


*o         •  Vo 


qui  exprime,  en  supposant  z=:i,  l'égalité  des  rapports  des  dérivées, 
par  rapport  aux  paramètres,  de  l'équation  de  la  droite  mobile  et 
de  celle  qui  relie  les  paramètres.  Si  l'on  multiplie  les  deux  termes 
du  premier  des  rapports  (3o4)  par  .r^,  les  deux  termes  du  second 
par  j-p,  et  si  l'on  ajoute;  on  voit,  eu  égard  à  l'équation  (3o3)  et  à 
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f 

celle  (le  la  courbe,  que  ces  deux  rapports  sont  aussi  égaux  à  |^  ,  de 

sorte  que,  finalement,  Tenveloppe  s'obtient  par  la  même  élimina- 
tion que  le  lieu. 

Cette  nouvelle  courbe,  qui  se  définit  ainsi  de  deux  façons  diffé- 
rentes, s  appelle  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  donnée  par 
rapport  à  la  conique.  Cette  dénomination  se  justifie  si  Ton  remar- 
que que,  puisqu'elle  est  le  lieu  des  pôles  des  tangentes  de  la  pro- 
posée, celle-ci  est  Tenveloppe  des  polaires  de  ses  points  ;  et,  par 
suite,  en  vertu  de  la  double  définition,  se  déduit  de  la  seconde 
comme  la  seconde  de  la  première.  Il  est  clair  que  si  la  première 
u  un  point  sur  une  droite  donnée,  la  seconde  aura  une  tangente 
qui  passe  par  le  pôle  de  cette  droite,  et  inversement  (§  i5o)  ;  de 
sorte  que,  si  Tune  est  du  degré  m  et  de  la  classe  c,  Tautre  est  de 
dusse  m  et  du  degré  c  :  les  points  de  Tune  sont  les  transformés 
des  tangentes  de  Tautre,  et  Tune  des  courbes  peut  être  regardée 
comme  la  transformée  de  Tautre  par  voie  de  dualité.  La  chose  est 
encore  évidente  si  Ton  remarque  que  Téquation  tangentielle  de 
la  courbe  donnée  s'obtient  (§  85)  en  éliminant  x^^  j^y  z^  entre  les 
équations 


u  V  w 


ux^-^vj\-^wz^^-o 


qui  ne  diffèrent  des  équations(3oi)et(3o2)  qu'en  ce  que  les  dérivées 
de  l'équation  de  la  conique  y  sont  remplacées  pani^v,  xv.  Ainsi  Véqua- 
tionde  lapolaire  réciproque  (Twie  courbe  s'obtient  en  remplaçant  dans 
son  équation  taîigentielle  les  variables  u,  v^  w  par  les  dérivées  de 
Véquation  de  la  conique  directrice.  Mais  si  l'on  remplace  u,  v^  w 
par  x,  jy  z  dans  l'équation  tangentielle  d'une  courbe,  on  obtient 
(§  4o)  réquation  ponctuelle  d'une  transformée  par  Yoie  de  dualité; 
il  suit  de  là  que  la  polaire  réciproque  d'une  courbe  n'est  autre 
qu'une  transformée  homograpliique  d'une  corrélative  de  cette 
courbe,  ou  plus  simplement  une  corrélative  de  cette  courbe. 

Si  l'on  suppose  qu*il  s'agisse  d'une  conique,  et  si  l'on  fait  l'éli- 
mination^ on  trouve,  par  conséquent,  pour  Téquation  de  la  polaire 
réciproque 


a 

h 

fî 

/■; 

h 

h 

/■ 

/; 

fi 

./ 

c* 

/; 

/; 

n 

/; 

o 

^o 


(3o5; 
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et  si  Ton  choisil  pour  conique  directrice  la  courbe 

qui  est,  en  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires,  un  cercle  ayant 
son  centre  à  Torigine,  on  a  précisément  Téquation  tangentielle 
aux  variables  près. 

Il  suit  de  là  que  la  théorie  des  polaires  réciproques  ne  diffère  pas 
de  celle  qui  établit  le  principe  de  dualité  et  la  loi  de  corrélation 
des  figures  ;  c*est  même  souvent  la  seule  que  Ton  emploie  pour 
démontrer  cette  propriété.  Mais  ce  procédé  a  le  tort  de  faire  dé- 
pendre un  des  plus  importants  principes  qui  régissent  Tétendue 
d*une  théorie  particulière  sans  laquelle  il  existe  encore,  et  celui 
bien  plus  grave  de  n'en  pas  permettre  l'application  dès  le  début 
de  la  géométrie.  L'usage  constant  qui  en  a  été  fait  jusqu'à  présent 
permet  d'énoncer  sans  plus  de  détails  les  théorèmes  suivants. 

La  polaire  réciproque  d'une  conique  est  une  conique  dans  laquelle 
les  tangentes  menées  par  le  cenire  de  la  conique  directrice  sont  les 
transformées  des  points  à  f  infini  de  la  conique  donnée. 

Par  suite,  c^est  utie  ellipse  ou  une  hyperbole  suivant  que  le 
centre  de  la  conique  directrice  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  conique 
donnée  (§  iSa).  Si  ce  point  est  sur  la  conique  donnée ^  c'est  une 
parabole. 

Si  la  conique  directrice  est  un  cercle,  les  transformées  des  points 
cycliques  sont  les  droites  isotropes  menées  parie  centre  du  cercle, 
et  l'angle  de  deux  droites  est  égal  à  l'angle  sous  lequel  leurs  pôles 
sont  vus  du  même  point;  on  en  conclut  aisément  les  théorèmes 
suivants. 

La  polaire  réciproque  dun  cercle  par  rapport  à  un  cercle  est  une 
conique  ayant  pour  foyer  le  centre  de  la  conique  directrice. 

La  polaire  réciproque  dune  hyperbole  équilatère par  rapport  à  tm 
cercle  est  une  conique  vue  sous  un  angle  droit  du  centre  de  la  conique 
directrice. 

11  suit  de  là  que  si  l'on  suppose  les  coordonnées  cartésiennes  et 
rectangulaires,  auquel  cas  Téquation  tangentielle  devient,  par  la 
permutation  de  m,  ç»,  iv  en  jr,  j) ,  3,  celle  de  la  polaire  réciproque, 
par  rapport  à  un  cercle,  les  relations  obtenues  en  substituant  les 
coefficients  tangentiels  aux  coefficients  ponctuels  dans  celles  qui 
expriment  que  la  courbe  est  un  cercle  ou  une  hyperbole  équilatère, 
exprimeront:  la  première,  qu'elle  a  pour  foyer  l'origine,  centre  du 
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cercle  directeur  ;  la  seconde,  qu'elle  est  vue  de  ce  point  sous  un 
angle  droit  :  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

Si  les  coordonnées  sont  obliques,  la  chose  n'est  plus  vraie,  car 
réquation  tangentiellc  des  points  cycliques  est 

u?  —  1UV  cosO  -f-  i^= o  (3o6) 

et  la  condition  pour  que  la  conique  soit  vue  de  Torigine  sous  un 
angle  droit  s'écrit 

A-F2Hcosô-hB  =  o. 

La  première  n'aiïecte  la  forme  circulaire  qu'au  signe  près  du 
terme  en  uv,  et  la  même  différence  de  signe  se  reproduit  dans  la 
seconde,  lorsqu'on  la  compare  à  la  condition  qui  exprime  qu'une 
conique  est  ime  hyperbole  équilatère  ;  ce  qui  tient  à  ce  que  son 
premier  membre  est  l'invariant  commun  au  premier  membre  de 
(3o6)  et  à  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  en  u  et  (^  dans 
l'équation  iangentielle  ;  de  même  que 

a  -2/1COSO4-A 

est  l'invariant  commun  à 

et  à  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  dans  l'équation  ponc- 
tuelle. 

218.  Exercices.  —  1.  Lieu  des  pôles  des  normales  d'une  conique. 

'j.  Lorsque  la  conique  directrice  est  un  cercle,  on  peut,  en  substituant  à  la 
polaire  réciproque  d'un  cercle  le  cercle  ayant  pour  diamètre  le  grand  axe  de 
cette  polaire  réciproque,  transformer  un  cercle  en  un  autre  cercle.  Démontrer  par 
ce  moyen  le  théorème  suivant.  On  abaisse  d'un  point  flxe  des  perpendiculaires 
sur  les  cotés  d'un  triangle  conjugué  variable  d'une  conique  fixe,  et  on  fait 
passer  un  cercle  par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  :  tous  ces  cercles  ont 
même  centre  radical. 

3.  L'enveloppe  des  côtés  d*un  triangle  inscrit  dans  un  cercle  et  dont  le  point 
de  concours  des  hauteurs  est  donné,  est  une  conique  ;  déterminer  les  foyers 
de  cette  conique. 

4.  Lorsqu'une  conique  est  harmoniqucment  circonscrite  à  une  autre,  l'enve- 
loppe des  côtés  des  (riangles  inscrits  dans  la  première  et  conjugués  à  la  seconde 
est  une  conique.  Trouver  les  tangentes  menées  à  celte  conique  par  les  points 
communs  aux  deux  premières. 

5.  Problème  corrélatif. 


CHAPITRE   VII 

IMIOPUIÉTÉS    DE   TIIOIS  CONIQUES 


819.  Théorème.  —  Sipar  un  point  fixe,  et  respectivi^neul  par  le^ 
points  d'inlcfscctioti  de  trois  coniques  prises  deux  ù  deux^  on  fait 
passer  trois  coniques,  ces  tmis  courbes  ont  quatre  points  communs, 
réels  ou  imaginaires. 

Soient 

C,  =  o      C,=o      Cj=o  {3o7) 

les  équations  des  trois  coniques  données,  et  C,,,  C^,,  C,,,  les  n-- 
suttats  des  substitutions,  dans  les  premiers  membres,  des  coor- 
données du  point  donné. 

Les  trois  coniques  de  l'énoncé  ont  alors  pour  c(]uations 

et  ont  manifestement  les  mêmes  points  d'intersection. 

On  peut  encore  remarquer  qu'étant  données  deux  conl([iies 
quelconques  du  réseau  linéaire  poncluet 

X,C,  +  XaCi-hX3C3=o  {3o8) 

omposc  (g  31 3)  de  l'ensemble  des  coniques  assujetties  a 
ndilions  linéaires  communes ,  toutes  les  coniques  qui 
par  les  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  satis- 
îi4)  à  toutes  les  conditions  linéaires  communes  à  ces  deux 
s,  et  font  alors  partie  du  réseau  (3o8).  Par  suite,  les  trois 
s  de  l'énoncé  font  partie  du  réseau  (3oS);  d'ailleurs,  elles 
par  le  point  donné,  elles  satisfont  donc  à  quatre  conditions 
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linéaires  communes,  et  par  suite  (§  214)  ont  quatre  points  com- 
muns, réels  ou  imaginaires. 

Ce  llîéorcme  donne,  par  la  solution  répétée  du  problème  i5 
(§  216),  celle  du  suivant: 

Détermifier  linéairement  le  faisceau  linéaire  composé  des  coniques 
(fun  réseau  qui  passent  par  im  point  donné  du  plan^  le  réseau  étant 
supposé  d'ailleurs  défini  par  trois  de  ses  coniques,  déterminées 
chacune  par  cinq  points.  En  faisant  varier  le  point  dans  le  plan, 
on  aura  toutes  les  coniques  du  réseau.  Si  ensuite  Ton  se  donne  un 
second  point  dans  le  plan,  on  aura,  par  le  moyen  du  même  pro- 
blème, résolu  le  suivant  : 

Déterminer  linéairement  la  conique  d'im  réseau  linéaire  qui  passe 
par  deux  points  donnés  du  plan. 

220.  Résean  linéaire  de  coniqnea.  —  Système  de  denx  réseanx  con- 
travarlanta.  —  Ces  coDsidéralions  mènent  à  l'élude  du  réseau  linéaire  (3o8) 
dont  Téqualion  renTermc  deux  paramclres  variables  et  dont  les  courbes,  on  Ta 
déjà  remarqué,  satisfont  à  trois  conditions  linéaires  et  par  suite  sont  harmoni- 
quemcnt  circonscrites  à  trois  coniques  données. 

Soient 

r,  =  0     r,  =  0     rj  =  o  (309} 

les  équations  tangentielles  de  ces  trois  coniques.  On  sait  qu'alors  les  cour- 
bes (3o8)  sont  aussi  harmoniqucment  circonscrites  h  toutes  les  coniques  dont 
l'équation  tangentielle  générale  est 

(^ir,-+-i^:r,-H|i,r,  =  o  (3l0) 

dont  le  système  forme  le  réseau  tangcnliel  contravariant  du  réseau  (3o8),  et 
qui  offre  en  même  temps  ceci  de  particulier  qu'il  est  son  corrélatif. 

11  est  clair  qu'en  général  les  trois  coniques  (307)  n'ont  aucun  point  commun, 
il  n'existe  donc  (§  110)  dans  le  système  (3 10)  aucune  conique  réduite  &  deux 
points  confondus  :  corrélativement,  il  n'y  a  en  général  dans  le  réseau  ponctuel 
aucune  conique  réduite  à  deux  droites  confondues. 

Au  contraire,  le  réseau  (3 10)  renferme  évidemment  une  inflnité  de  coniques 
réduites  à  deux  points  distincts,  puisqu'une  seule  condition  suffit  pour  qu'une 
conique  se  réduise  à  cette  variété,  et  le  réseau  (3o8)  renferme  une  infinité  de 
coniques  réduites  à  deux  droites  distinctes  ;  mais  on  ne  peut  pas  dire  qu'il  y 
ait  un  des  couples  do  points  sur  toute  droite  du  plan,  ni  qu'on  puisse  mener 
un  des  couples  de  droites  par  tout  point  du  plan.  Les  droites  qui  renferment 
un  des  couples  de  points  enveloppent  une  courbe  G,  et  les  points  par  où  l'on 
peut  mener  un  des  couples  de  droites  décrivent  une  autre  courbe  H  :  l'une  et 
l'autre  présentent  le  plus  grand  intérêt. 

Pour  commencer  par  la  première,  sa  classe  s'obtient  sans  difflcullc.  Tous 
les  couples  de  points  qui  font  partie  du  réseau  (3 10)  sont  en  effet  (§  -aio)  tous 
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les  couples  de  points  conjugués  à  la  fois  aux  coniques  du  réseau  (3o8).  Les 
droites  qui  les  renferment  sont  par  conséquent  celles  qui  coupent  ces  dernières 
suivant  des  points  en  Involution  ;  mais  il  suffit,  pour  qu*une  droite  remplisse 
cette  condition,  qu'elle  coupe  suivant  six  points  en  involution  trois  courbes  du 
réseau  n^appartenant  pas  à  un  môme  faisceau  ;  puisqu'alors  ces  trois  courbes 
sontconjuguées  à  deux  points  fixes,  ce  qui  est  une  condition  linéaire,  d*où  il  suit 
que  la  propriété  a  également  lieu  pour  toutes  les  courbes  du  réseau.  Soit  donc 
a  un  point  du  plan  que  Ton  peut  toujours  supposer  sur  la  conique  C,  puisqu'il 
passe  par  ce  point  une  infinité  de  courbes  du  réseau;  pour  qu'une  droite  issue 
de  ce  point  coupe  les  coniques  (307)  suivant  six  points  en  involution,  il  faut  et 
il  suffit  que  ses  deux  points  d'intersection  avec  G|  soient  sur  une  conique  du 
faisceau  (C2,  G3)  ;  Fun  d*eux  étant  le  point  a,  Taulre  sera  donc  l'un  des  points 
d'intersection  avec  G,  de  la  conique  de  ce  faisceau  qui  passe  en  /?,  lesquels, 
abstraction  faite  du  point  a,  sont  au  nombre  de  trois  :  ce  qui  fait  voir  que  Us 
tangentes  menées  du  point  a  à  Venveloppe  cherchée  sont  tes  droites  qui  joignent  ce 
point  aiUB  trois  autres  points  par  lesquels  passent  toutes  les  coniques  du  reseau 
ponctuel  qui  passent  par  le  point  a.  G'est  donc  une  courbe  de  la  troisième  classe; 
elle  porte  le  nom  de  Cayleyenne  (*)  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux  réseaux  con- 
travariants  (3o8)  et  (3 10).  On  voit  en  même  temps  que  les  droites  dont  elle  est 
l'enveloppe  sont  tous  les  couples  de  sécantes  communes  des  divers  faisceaux  du 
réseau  ponctuel,  par  suite  tous  les  couples  de  droites  qui  font  partie  de  ce  ré- 
seau, à  titre  de  conique  dégénérée.  Ainsi  les  droites  qui  portent  les  couples  de 
points  faisant  partie  d'un  réseau  tangentiel  ou  encore  qui  coupent  suivant  des 
points  en  involution  toutes  les  coniques  du  réseau  ponctuel  contravariant^  sont  les 
droites  des  divers  couples  auxquels  peuvent  se  réduire  les  coniques  du  réseau  ponc- 
tuel, et  leur  enveloppe  est  une  courbe  de  la  troisième  classe. 

Gorrélativement,  les  points  d^oit  l'on  peut  mener  des  couples  de  droites  faisant 
partie  d*un  réseau  ponctuel,  ou  encore  d'où  les  tangentes  menées  aux  courbes  du 
réseau  tangentiel  contravariant  sont  en  involution,  sont  les  points  des  divers  couples 
auxquels  peuvent  se  réduire  les  coniques  du  réseau  tangentiel,  et  leur  lieu  est  une 
courbe  du  troisième  degré  dont  les  trois  points  ^intersection  avec  une  droite  donnée 
sont  les  trois  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  les  trois  autres  droites  du  plati 
auxquelles  sont  tangentes  toutes  les  coniques  du  réseau  tangentiel  qui  sont  tangentes 
à  la  droite  donnée  :  c'est  la  Hessienne  (**)  du  système  des  deux  réseaux. 

221 .  —  Les  équations  de  la  Hessienne  et  de  la  Cayleyenne  s'obtiennent  sans 
difficulté.  Soient  en  effet  (j^,  j,  2)  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  k 
première  et  {x^,  jr^,  z,)  celles  du  point  de  la  courbe  qui  lui  correspond,  c'est-à- 
dire  qui,  avec  le  premier,  constitue  une  conique  du  réseau  (3 10).  Ces  deux 
points  étant  conjugués  par  rapport  aux  coniques  (3o7),  on  a  (§  i5i) 

^•C'3x-»-.>'|C'3j,H-S,C'3.  =  0 

(*)  Du  géomètre  anglais  Cayley  qui  en  a,  le  premier,  étudié  les  propriétés. 
(  *)  On  Terra  plus  loin  quels  sont  les  rapports  que  présente  cette  courbe  avec  la  Hes- 
sienne (§  98)  d*une  courbe  du  troisième  degré. 
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H^ 


cv 


C'o 

-jr 


C'a. 


=  0. 


(3ii) 


Pour  avoir  Féquation  tangentielle  de  la  Gayleyenne,  il  faut  exprimer  que  la 
droite 

ux -h  pjr -h  wz  =  o 

coupe  la  conique  C3  suivant  deux  points  situés  sur  une  conique  du  faisceau 
(C|,  C2),  c'est-à-dire  qu'une  certaine  conique 

aC3  H- (m  j:  H-jy^ -h  w«)  (« ,  j: -+- p  ,^  ~h  «? ,  3)  =  o 

passant  par  ces  deux  points»  appartient  au  faisceau  ;  et  est  identique  à  une  co- 
nique de  la  forme 

L'identification  donne,  en  affectant  les  coefficients  de  chaque  conique  de 
rindice  correspondant, 


OLaJ^-hUU^ 


On  en  conclut,  en  traitant  chaque  rapport  avec  le  dernier 


uu. 


vv, 


wv 


wu. 


PU^-hUV 


H-  \?a, 

-+■ 

\^, 

+     ««3 

=  0 

4.  x.pô. 

-h 

x,p^ 

H-    a*. 

=  0 

WW^ 

+   X.pc, 

H- 

\?c. 

-H    aCj 

=  0 

,4-  cm) 

.-^^^iP/. 

-+- 

^\?A 

+  a«/3 

=  0 

-+  UW 

.+^^.P5'. 

+ 

^7i^g2 

-^^«é'. 

=  0 

-haX.p/i, 

+ 

1X,P/|, 

H-ao/ij 

=  0 

Éliminant  enfin  les  coordonnées  auxiliaires  u^,  p^,  w^  ainsi  que  les  paramè- 
tres X,p,  X,p,  a,  il  vient 


u 

0 

0 

0 

W 

V 

0 

if 

0 

W 

0 

u 

0 

0 

w 

V 

u 

0 

«1 

b. 

^t 

»/. 

^8x 

a//. 

«a 

br 

^7 

V, 

^S^ 

2A, 

«» 

*, 

^a 

>/. 

^Sy 

aA, 

=  0 


(3ia) 


équation  qui  est  du  troisième  degré  en  «,  f»,  w. 
Ces  équations  supposent  le  système  défini  par  les  coniques  (307)  :  mais  si 
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c'est  le  réseau  tangcnlicl  (3io)  qui  est  donné  par  trois  de  ses  coniques,  dont 
les  équations  tangcnticlles  sont  les  équations  (3o9),  les  calculs  corrélatifs  don- 
neront pour  la  Hcssienne  et  la  Caylcyenne  les  équations 
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822.  —  Les  déflnitions  des  courbes  C  et  H  conduisent  immédiatement  à  une 
foule  de  propriétés  intéressantes  dont  il  convient  d'exposer  les  plus  simples. 
Si  Ton  considère  un  couple  de  points  conjugués  à  toutes  les  coniques  du  réseau 
ponctuel  (3o8),  ces  points  sont  en  particulier  conjugués  à  tous  les  couples  de 
droites  du  réseau  qui  sont  les  tangentes  de  la  Cayieyenne.  Donc  si  le  couple 
varie  sur  les  diverses  tangentes  de  la  Cayieyenne^  le  conjugué  harmonique^  par  rap- 
port aux  points  du  couple,  de  celui  où  la  tangente  variable  qui  les  porte  rencontre 
une  tangente  fixe^  décrit  une  ligne  droite,  qui  est  celle  qui  forme  avec  la  tangente 
fixe  une  conique  du  réseau  ponctuel,  ou  sa  conjuguée. 

Si  la  tangente  variable  se  rapproche  indéfiniment  de  la  tangente  fixe,  le 
point  où  elle  la  rencontre  devient  le  conjugué  harmonique,  par  rapport  aux 
points  du  couple,  de  celui  où  elle  rencontre  sa  conjuguée.  Par  suite,  le  point  de 
contact  d'une  tangente  de  la  Cayieyenne  est  le  conjugué  harmonique  par  rapport 
aux  deux  points  conjugués  situés  sur  elle  de  celui  où  elle  rencontre  sa  conjuguée. 

Ce  sont  là  quatre  points  remarquables,  en  proportion  harmonique,  de  chaque 
tangente  do  la  Cayieyenne,  dont  Tun  est  le  point  de  contact  et  dont  les  trois 
autres  sont,  en  vertu  de  la  double  définition  de  la  Hessienne,  les  trois  points 
d'intersection  avec  la  Hcssienne  de  Ui  tangente  considérée  de  la  Cayieyenne, 

Corrélativement,  si  l'on  considère  les  divers  couples  de  droites,  issus  de  chaque 
point  de  la  Hessienne  et  formant  conique  du  réseau  ponctuel,  la  conjuguée  harmo- 
nique, par  rapport  aux  droites  du  couple  variable,  de  celle  qui  joint  leur  point  d^in- 
tersectùm  à  un  point  fixe  de  la  courbe  passe  par  un  point  fixe^  qui  est  le  conjugué 
du  premier. 

La  tangente  en  un  point  de  la  Hessienne  est  la  conjuguée  harmonique,  par  rap- 
port aux  deux  droites  conjuguées  issues  de  ce  point,  de  celle  qui  joint  ce  point  à  son 
conjugué. 

Les  trois  tangentes  menées  à  la  Cayieyenne  d'un  point  de  la  Hessienne  sont  Us 
deux  droites  conjuguées  issues  de  ce  point  et  la  droite  qui  joint  ce  point  à  son  con- 
jugué. 


223.  —  Soit  m  un  point  d'intersection  de  la  Hessienne  et  de  la  Cayieyenne  ; 
la  tangente  de  la  seconde  courbe  en  ce  point  coupe  la  première  eu  deux  autres 
points  a  et  bj  et  l'on  vient  de  voir  que  deux  des  trois  points  m,  aci  ù  sont  deux 
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points  conjugués,  tandis  que  le  troisième  est  celui  où  la  tangenie  rencontré  sa 
conjuguée.  D'ailleurs  m,  étant  le  point  de  contact,  est  conjugué  harmonique  du 
troisième  par  rapport  aux  deux  premiers;  on  en  conclut  aisément,  en  toute 
hypothèse,  c'est-à-dire  que  m  soit  l'un  des  deux  points  conjugués  ou  non,  que 
Fun  des  points  a  ei  b  se  confond  avec  le  point  m  y  ou  que  les  deux  courbes 
sont  tangentes  en  ce  point. 

Il  est  facile  de  calculer  le  nombre  des  contacts  ;  pour  cela,  il  faut  connaître  lo 
degré  de  la  Cayleyenne  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  classe  de  la  Hessienne. 
Or  on  voit  aisément  que  celle-ci  ne  peut  avoir,  en  général,  de  point  double, 
car,  si  elle  en  avait  un,  il  proviendrait  de  la  superposition  de  deux  points  con- 
jugués ou  non.  Dans  le  premier  cas,  le  point  serait  commun  à  toutes  les  co- 
niques du  réseau  ponctuel  ;  dans  le  second,  le  point  aurait  deux  conjugués  dis- 
tincts, et  par  suite  la  droite  qui  les  joindrait  serait  sa  polaire  par  rapport  à  toutes 
les  coniques  du  réseau.  Or  il  n'arrive  pas,  en  général,  que  ces  courbeâ  aient  un 
point  commun,  ni  qu'un  point  ait  par  rapport  à  elles  la  môme  polaire;  il  suit 
de  \k  que  la  Hessienne  n*a  pas  en  général  de  point  double^  ni  à  fortiori  de' 
point  de  rtbroussement  ;  et  que,  par  conséquent,  cette  courbe,  étant  du  troi- 
sième degré,  est  de  la  sixième  classe.  Corrélativement,  la  Cayleyenne  est  du 
sixième  degré  et  l'on  prévoit  que  les  deux  courbes  ayant  dix-huit  points  d'in- 
tersection, ont  neuf  contacts,  réels  ou  imaginaires;  mais  il  faut  prouver  qu'ils 
sont  en  général  distincts. 

Dès  l'instant  que  la  Hessienne  n'a  ni  point  double  ni  point  de  rebroussement, 
les  formules  de  Plucker  lui  assignent  neuf  points  d'inflexion  réels  ou  imagi* 
naires  (*)  et  autant  de  points  de  rebroussement  à  la  Cayleyenne.  Si  l'on  consi- 
dère maintenant  un  point  de  rebroussement  réel  r((ig.  io3)  de  la  Cayleyenne  et 


Fi  g.  io3. 

■ 

la  tangente  en  ce  point,  cette  droite  rencontre  la  Hessienne  en  trois  points^ 
dont  deux  r,  et  x^  sont  conjugués,  et  l'autre  r,  est  celui  où  elle  rencontre  sa  con- 
juguée. Mais  le  caractère  du  point  de  rebroussement  est  que,  si  la  tangente  en 
ce  point  roule  infiniment  peu  sur  la  courbe,  le  point  de  contact  reste  le  même. 
Alors  le  point  .r,  se  déplace  infiniment  peu  sur  la  Hessienne,  et  la  droite  qui 
joint  ses  deux  positions,  conjuguée  de  la  tangente  de  rebroussement,  est  la 
tangente  en  s^  à  la  Hessienne.  Cette  droite,  étant  conjuguée  de  la  tangente  do 
rebroussement,  est  aussi  tangente  à  la  Cayleyenne  ;  c'est  donc  une  tangente 

(*)  On  doit  «Jouter  que  Aur  los  neuf  points  d'inflexion  que  ces  formules  assignent  à  toute 
courbe  du  troisième  degré  et  do  lu  sixième  classe,  sU  sont  toujours  imaginaires  et  les 
trois  autres  toujours  réels. 

PiCQCKT,  Géom.  analtjt.  3  4 
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commune,  et  le  point  de  contact  commun  est  .r,.  Ainsi  toute  tangente  de  re- 
broussement  de  la  Cayleyenne  passe  par  un  point  de  contact,  et  a  pour  conjuguée 
la  tangente  commune.  Corrélatiirement,  tout  point  d'inflexion  de  la  Hessienne  est 
sur  une  tangente  commune,  et  a  pour  conjugué  le  point  de  contact.  Par  suite,  à 
tout  point  de  contact  .f,  correspond  un  point  de  rebroussement  r  de  la  Cay- 
leyenne, et  un  point  d'inflexion  /  de  la  Hessienne  (fig.  io3)  ;  et  Ton  peut  re- 
marquer  que  le  premier  est  en  même  temps  Tun  des  points  de  contact  des 
tangentes  menées  à  la  Hessienne  par  un  des  points  d'inflexion;  points  qui, 
on  le  démontre  dans  la  théorie  des  courbes  du  troisième  degré,  sont  les 
points  sextactiques  (§  96)  de  la  courbe.  U  est  aussi  Fun  des  points  sextacti- 
ques  de  la  Cayleyenne,  parce  que,  relativement  à  une  courbe  de  la  troisième 
classe,  ces  points  sont  ceux  où  la  courbe  est  rencontrée  par  ses  tangentes 
de  rebroussement. 

De  la  classe  de  la  Hessienne,  on  conclut  aisément  que,  par  chacun  des  neuf 
points  d'inflexion,  on  peut  lui  mener  trois  tangentes  différentes  de  la  tangente 
d'inflexion;  elle  a  donc  pour  chaque  point  d'inflexion  trois  points  sextactiques, 
en  tout  vingt-sept,  et  l'un  des  trois  est  le  point  de  contact  s^  correspondant  au 
point  d'inflexion  î  considéré.  Pour  savoir  où  sont  les  deux  autres,  il  est  néces- 
saire de  démontrer  le  théorème  suivant  :  les  tangentes  en  deuœ  points  conjugués 
de  la  Htssienne  se  coupent  sur  cette  courbe  en  un  point  dont  le  conjugiU  est  le  troi- 
sième point  d'intersection  avec  elle  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  cof^uguH 
considérés. 


Soient  en  effet  a  et  h  deux  points  conjugués  (fig.  104)  ;  soient  ade,  afg  et 
hdf,  beg  les  deux  couples  de  droites  conjuguées  issues  de  ces  points.  D'après 
le  corrélatif  du  théorème  de  Hesse  (§  a  16,  9),  les  droites  cd,  ce  sont  également 
conjuguées  par  rapport  aux  coniques  du  réseau  ponctuel  ;  par  suite  le  point  c 
est  sur  la  Hessienne,  et  c'est  le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  a  et  b, 
parce  que  les  droites  nc^  bc  sont  respectivement  conjuguées  harmoniques  de 
ah  par  rapport  aux  couples  de  droites  conjuguées  issues  de  ces  points. 

Ainsi  les  tangentes  en  ^  et  6  se  coupent  sur  la  Hessienne  :  pour  achever  de 
démontrer  le  théorème,  il  suffit  alors  de  prouver  que  le  conjugué  h  du  point  c 
est  le  troisième  point  d'intersection  de  la  droite  ab  avec  cette  courbe.  C'est  ce 
qui  est  évident,  car  les  points  c  et  //  doivent  être  conjugués  par  rapport  à  cha- 
cun des  couples  de  droites  issues  des  points  a  e.\,  b. 
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Usuit  de  là»  si  Ton  revient  à  la  figure  io3,  et  si  Ton  désigne  par  r,  et  x,  les 
deux  points  conjugués  situés  sur  la  tangente  de  rebroussement  de  la  Cay- 
leyenne,  que  les  tangentes  en  ces  deux  poinls  se  coupent  au  conjugué  de  .r,, 
c'est-à-dire  au  point  d'inflexion  /;  et  que,  par  conséquent,  les  points  .^^  et  s^ 
sont  les  deux  autres  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  Hessienne  par 
le  point  i,  c'est-à-dire  les  deux  autres  points  sextactiques  correspondant  au  point 
d'inflexion.  Ck)rrélativemeut,  en  outre  du  point  de  rebroussement,  la  tangente  de 
relmntssement  rencontre  la  Cayleyennc  en  trois  autres  points  qui  sont  sextactiques. 
L'un  d*eux  est  le  point  de  contact,  les  deux  autres  sont  sur  les  deux  droites  conju- 
guées issues  du  point  d'inflexion  correspondant. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  courbe  du  troisième  degré,  on  peut  se  de- 
mander si  elle  peut  toujours  être  considérée  comme  la  Hessienne  d'un  système 
de  deux  réseaux  contravariants.  Ceci  résulte  du  théorème  suivant  : 

Si  d*un  point  de  la  Hessienne  on  mène  quatre  tangentes  à  la  courbe,  les  quatre 
points  de  contact  sont  deux  couples  de  points  conjugués,  et  les  droites  qui  renfei'- 
ment  les  deux  couples  sont  les  deux  droites  conjuguées  issues  du  point  conjugué  du 
poifU  considéré. 

On  sait  en  effet  que  les  tangentes  à  la  Hessienne  en  deux  points  conjugués  a 
et  b  (fig.  io4)  se  coupent  en  un  point  c  de  la  courbe,  conjugué  du  troisième 
point  h  de  la  courbe  situé  sur  ab.  La  droite  ab/i  est  donc  une  des  deux 
droites  conjuguées  issues  de  h;  pour  la  seconde  de  ces  droites,  les  tan- 
gentes aux  deux  points  conjugués  concourent  également  au  point  c  conju- 
gué de  /i  ;  donc  le  théorème  est  vrai  pour  le  point  c  de  la  Hessienne.  Il  est 
▼rai  pour  tous  les  points,  car  si  le  couple  donné  ab  varie,  le  point  c  décrit  la 
courbe. 

Il  suit  de  là  que,  si  une  ôourbe  du  troisième  degré  donnée  doit  être  la  Hes- 


Fig.  loj 

sienne  d'un  réseau,  ou  mènera  d'un  point  arbitraire  y>  de  la  courbe  (fig.  io5) 
les  quatre  tangentes;  soient  a,  b,  c,  d,  les  poinls  de  contact  :  le  conjugué  de  p 
sera  alors  l'un  des  centres  c,  f,  g,  des  trois  couples  de  sécantes  auxquels 
donnent  lieu  ces  quatre  points.  Lu  théorie  des  courbes  du  troisième  degré 
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npprcnd  d'ailleurs  que  ces  trois  points  soDt  sur  lu  courbe.  Soll  c  ce  point,  inler- 
scction  des  droites  ab^  cd  ;  le  réseau  supposé  sera  alors  défini  par  les  trois 
couples  de  points  conjugues  aij,  cd,  pe^  et  il  reste  &  savoir  si  sa  Hessienne  est 
bien  la  courbe  donnée.  Or  la  première  passe  comme  la  seconde  par  les  six 
points  /7,  <i,  by  Cy  dy  c;  de  plus,  elles  passent  l'une  et  l'autre  par  les  points/ 
et  gy  la  première  en  vertu  de  la  théorie  des  courbes  du  troisième  degré  (§  a34), 
la  seconde  en  vertu  du  théorème  de  Hesse  (§  ai6,  9)  ;  enfin  elles  sont  toutes  les 
deux  latigenles  en  chacun  d(*s  points  a,  b,  r,  c/,  à  la  droite  qui  le  joint  au 
point /^;  la  courbe  proposée,  par  définition,  et  la  Hessienne  en  vertu  de  la 
cunslruclion  de  la  tangente  en  un  de  ses  points:  la  tangente  en  <7,  par  exemple, 
.est  en  etfet  la  conjuguée  de  la  droite  abc^  qui  joint  le  point  a  à  son  conjugué^ 
ilans  le  faisceau  -en  involution  dont  deux  couples  de  ravons  sont  ac,  ad  et 
ap,  ne  ;  c'est  donc  la  droite  ap.  Tout  ceci  est  plus  que  suffisant,  eu  égard  (§1  laj 
au  nombre  des  conditions  qui  déterminent  une  courbe  du  troisième  degré,  pour 
(]ue  les  deux  courbes  coïncident.  On  conclut  de  là  que  toute  cotwbe  du  troisième 
degré  peut  être  de  trois  façons  différentes  considérée  comme  la  Hessienne  d'un  système 
de  deux  réseaux  conir avariants. 

Sur  les  trois  points  e,  f,  g^  dont  on  peut  assigner  l'un  comme  le  conjugué 
d'un  point  donné  p  de  la  courbe,  l'un  au  moins  est  toujours  réel,  parce  que 
l'un  au  moins  des  sommets  du  triangle  diagonal  du  quadrangle  abcd  dont 
Jcs  sommets  sont  réels  ou  imaginaires  conjugués  deux  &  deux,  est  toujours 
jéel. 

Corrélativement,  toute  courbe  de  la  troisième  classe  peut  être  de  trois  façons  diffé- 
rentes considérée  connue  la  Caylcyenne  d*un  système  de  deux  réseaux  ccntrava- 
riants. 

Enfin  une  dernière  conséquence  est  la  suivante  t  puisque  la  Hessienne  est  la 
courbe  générale  du.  troisième  degré,  elle  a  en  général  neuf  points  d'inOexion 
distincts,  par  suite  les  points  de  contact  avec  la  Cayleyenne,  qui  leur  correspon- 
dent un  à  un,  sont  aussi  distincts  cl  sont  au  nombre  de  neuf  :  six  sont  toujours 
imaginaires  y  et  les  trois  autres  toujours  réels, 

224.  —  Apres  avoir  étudié  les  propriétés  des  couples  de  points  et  droites 
conjugues  d'un  système  de  deux  réseaux  contra  variants,  il  reste  à  examiner 
quelques  courbes  particulières  de  chaque  réseau. 

Si,  par  les  points  d'intersection  deux  à  deux  des  coniques  (307),  on  fait  passer 
respectivement  trois  hyperboles  équilatères,  ces  courl)es  appartiennent  au  ré- 
seau  ponctuel  et,  par  suite,  satisfont  d'ailleurs  à  trois  conditions  linéaires,  en 
tout  quatre.  Elles  ont  donc  (§  ai 4)  quatre  points  communs  qui  sont  (§  197)  les 
sommets  d'un  triangle  et  le  point  de  concours  des  hauteurs  :  toutes  les  courbes 
qui  passent  par  ces  quatre  points  sont  des  hyperboles  équilatères  (§  197)  et 
appartiennent  au  réseau  (§  219).  Il  n'eu  renferme  pas  d'antres,  parce  que  toutes 
les  hyperboles  équilatères  du  réseau,  satisfaisant  à  quatre  conditions  linéaires 
communes,  ont  quatre  points  communs.  On  peut  donc  énoncer  les  théorèmes 
suivants  : 

Si,  par  les  points  d'intersection  de  trois  coniques  deux  à  deux,  on  fait  passer  res- 
pectivement trois  hyperboles  équilatères^  ces  trois  courbes  ont  quatre  points  communs, 
réels  ou  imaginav^cs. 

Si  trois  cofiif/ues  définissent  un  réseau  ponctuel,  les  trois  hyperboles  équUdtères 
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ainsi  oUeèULes.  au  moyen  de  ces  trois  coniques  définissent  le  faisceau  des  hyperboles 
équilcUères  du  réseau.  * 

Si  Ton  observe  (§  114)  que  l'hyperbole  cqtiilatère  d*un  faisceau  ponctuel  esl 
le  lieu  des  poinls  d'égale  puissance  ponctuelle  par  rapport  à  toutes  les  coniques  - 
du  faisceau,  on  en  conclut  que  les  quatre  points  communs  aux  hyperbole^ 
équilatères  d*un  réseau  ponctuel  sout  les  points  d'égale  puissance  ponctuelle 
par  rapport  &  toutes  les  coniques  du  réseau.  Les  cercles  décrits  de  ces  points* 
comme  centres,  respectivement  avec  la  puissance  correspondante  pour  rayon, 
sondes  cercles  du  réseau  contravariant  (§  siii).  Par  suite,  un  réseau  tangentid 
renferme,  en  général,  quatre  cercles  dont  les  centres  sont  les  sommets  d'un  triangle 
et  te  point  de  rencontre  des  hauteurs.  Un  cas' d'exception  est  celui  où  les  co- 
niques (307)  sont  toutes  les  trois  des  hyperboles  équilatères;  alors  il  en  est  de 
môme  de  toutes  les  coniques  du  réseau,  et  elles  n'ont,  en  général,  aucun  point 
commun.  Dans  ce  cas,  un  couple  de  points  conjugués  est  formé  par  les  point» 
cycliques,  et  la  Hessienne  du  système  est  le  lieu  des  foyers  des  coniques  du 
faisceau  tangenliel  dont  deux  courbes  sont  les  deux  autres  coniques  qui,  itvec 
le  couple  des  poinls  cycliques,  déGnissent  le  réseuu  tangentiel  :  la  Cayleyëtinc 
est  l'enveloppe  des  axes  de  ces  coniques. 

Revenant  au  cas  général,  on  voit  que,  si  un  réseau  tangenliel  est  défini  par 
trois  de  ses  cercles,  le  quatrième  en  est  une  conséquence.  Son  centre  est  le 
point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  des  trois  centres  donnés  :  son 
rayon  résulte  des  considérations  qui  vont  suivre. 

H  y  a,  en  général,  dans  le  réseau  ponctuel,  un  cercle  et  un  seul,  qui  est  (§  ivi) 
le  centre  orthogonal  aux  cercles  orlhopliques  des  coniques  (Sog)  et  dont  le* 
centre  fst  le  point  d*égale  puissance  tangenticlle  par  rapport  aux  coniques  du* 
réseau  tangentiel.  Il  coupe  également  h  angle  droit  les  cercles  orthoptiques  dé 
toutes  ks  coniques  du  réseau  tangentiel  qui,  par  suile,  ont  même  centre  radical, 
Kn  particulier,  il  coupe  à  angle  droit  tous  les  cercles  ayant  pour  dinmètrc!^ 
respectifs  les  segments  formés  par  les  couples  de  points  conjugués,  ainsi 
que  les  cercles  orlhopliques  des  quatre  cercles  du  réseau  tangenliel  qui  leur 
sont  respectivement  concentriques  avec  des  rayons  augmentés  dans  In  propor" 
lion  de  i  à  ^'i.  Par  suile  le  quatrième  cercle  du  réseau  (angcnliel  défini  par 
trois  de  ses  cercles  s'obtiendra  de  la  façon  suivante  :  on  augmentera  les  rayons 
des  trois  cercles  donnés  dans  la  proportion  de  i  à  V^f  tout  en  conservant  les 
mômes  centres,  et  l'on  décrira  le  cercle  orthogonal  commun,  qui  sera  le  cercle 
du  réseau  ponctuel.  Le  cercle  cherché  a  pour  centre  le  point  de  concours  des 
hauteurs  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  centres  des  trois  cercles  donnés, 
et  son  cercle  orthoptique,  qui  lui  est  concentrique,  coupe  h  angle  droit  le  cercle 
du  réseau  ponctuel,  qui  vient  d'être  construit.  On  en  conclut  le  cercle  cherché 
en  décrivant  du  point  de  concours  des  hauteurs  comme  centre  le  cercle  ortho- 
gonal^ au  cercle  du  réseau  ponctuel  et  réduisant  le  rayon  dans  le  rapport 
de  V^  ^  I.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 

Lorsqu'une  conique  est  harmoniqucmcnt  circonscrite  à  trois  cercles,  elle  est  aussi 
luirmoniquement  circonscrite  à  un  quatrième  cercle,  dont  le  c^intre  est  le  point  de 
concours  des  hauteurs  du  triangle  dont  la  sommets  sont  les  centres  des  trois  cercles 
donnés,  et  dont  le  rayon  est  tel  que  les  quatre  cercles  concentriques  aux  trois  cer- 
cles donnés  et  au  cercle  cherché,  et  dunt  les  rayons  sont  aux  leurs  dans  la  propor- 
tion de  Sl'i  (i  I,  coupent  à  angle  droit  un  même  cercle. 
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Enfin  il  y  a  dans  le  réseau  tangentiel  un  Taisceau  langentiel  de  paraboles  ; 
car  les  paraboles  de  ce  réseau  satisfont  à  quatre  conditions  linéaires  tangeo- 
tiellcs.  Elles  ont  d'ailleurs  une  tangente  commune  à  Tinfini,  eHe$orU  donc  trois 
tangentes  communes  à  distance  finie.  Chaque  sommet  du  triangle  formé  par  ces 
tangentes  appartient  à  la  Hessienne,  et  a  pour  conjugué  le  point  situé  àTinfini 
sur  le  côté  opposé  ;  d'où  il  suit  que  les  côtés  de  ce  triangle  sont  parallèles  aux 
asymptotes  de  la  Hessienne,  et  que  les  droites  menées  par  chaque  sommel 
parallèlement  au  côté  opposé  sont  trois  tangentes  de  la  Cayleyenne.  Le  point  de 
rencontre  des  hauteurs  du  triangle  des  trois  tangentes,  point  de  concours  des 
directrices  des  paraboles,  est  le  centre  du  cercle  du  réseau  ponctuel  (§  212) 
d'où  il  ne  faudrait  pas  conclure,  qu'étant  harmoniquement  circonscrit  aux  pa- 
raboles du  réseau  tangentiel,  il  coïncide  avec  le  cercle  conjugué  à  ce  triangle  ; 
puisque,  dans  le  cas  de  la  parabole,  il  y  a  une  infinité  de  cercles  harmonique- 
ment circonscrits  ayant  pour  centre  un  point  de  la  directrice. 

Le  système  de  deux  réseaux  contravariants  donne  lieu  à  de  nombreux  cas 
particuliers  qu'il  suffit  de  signaler  et  dont  l'étude  se  fera  sans  difficulté  par  la 
résolution  des  problèmes  qui  suivent. 

226.  Exercices.  —  i .  Les  dix-huit  cordes  communes  à  trois  coniques  quel- 
conqucsy  prises  deux  à  deux,  sont  tangentes  à  une  môme  courbe  de  la  troi- 
sième classe.  Leurs  dix-huit  ombilics  communs  sont  sur  une  môme  courbe  du 
troisième  degré. 

2.  Si  les  trois  coniques  ont  un  point  commun,  les  neuf  cordes  communes 
qui  ne  passent  pas  par  le  point,  sont  tangentes  à  une  même  conique.  Si  elles 
ont  une  tangente  commune,  les  neuf  ombilics  communs  qui  ne  sont  pas  sur 
celte  tangente  appartiennent  à  une  môme  conique. 

3.  Lorsque  trois  hyperboles  équilatères  ont  deux  points  communs,  toute 
droite  perpendiculaire  à  la  corde  commune  les  coupe  suivant  six  points  en  in- 
volution. 

4*  Il  y  a  trois  droites  qui  coupent  quatre  coniques  quelconques  suivant  des 
points  en  involution  ;  ce  sont  les  diagonales  d'un  quadrilatère.  Il  y  a  trois 
points  d'où  on  peut  leur  mener  des  tangentes  en  involution;  ce  sont  les  points 
diagonaux  d*un  quadrangle. 

5.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  d'un  réseau  tangentiel  dont  la  somme 
des  carrés  des  axes  est  constante  est  un  cercle  concentrique  au  cercle  du 
réseau  ponctuel  contravariant.  Cas  où  la  somme  des  carrés  des  axes  est  nulle. 

6.  Étant  donnés  trois  couples  de  droites,  chacune  des  six  droites  donne  lieu 
à  une  involution  dont  deux  couples  sont  ses  points  d'intersection  avec  les  deux 
couples  dont  elle  ne  fait  pas  partie.  Les  six  cercles  ayant  pour  diamètres  les 
segments  formés  par  les  points  doubles  de  ces  six  involutions  ont  môme  centre 
radical. 

7.  Si  l'on  trace  leur  cercle  orthogonal  commun,  et  si  l'on  construit  neuf 
autres  cercles  de  la  môme  façon  en  combinant  trois  à  trois  cinq  couples  donnés 
de  droites,  les  dix  cercles  ainsi  obtenus  ont  môme  centre  radical. 

8.  Il  y  a  quatre  coniques  harmoniquement  circonscrites  à  trois  coniques 
données  et  ayant  pour  foyer  un  point  donné  :  les  quatre  directrices  correspon- 
dantes forment  un  quadrilatère  dont  le  point  donné  est  un  sommet  ortho- 
pliquc  (§  178). 
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9.  Si  les  coniques  d'un  réseau  ponctuel  ont  un  point  commun,  la  Cay- 
leyenne  se  réduit  à  ce  point  et  à  une  conique,  et  la  Hessieune  a  un  point  double 
en  ce  point  :  déterminer  les  deux  tangentes  en  ce  point.  Problème  corrélatif. 

10.  Si  les  coniques  d*un  réseau  ponctuel  ont  deux  points  communs,  la  Cay- 
leyenne  se  réduit  k  trois  points,  et  la  Hessienne  à  une  conique  et  une  droite. 
H  y  a  alors  un  point  et  une  droite  qui  sont  pdle  et  polaire  par  rapport  aux  co- 
niques du  réseau  tangentiel  contra  variant.  Problème  corrélatif. 

11.  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  est  une 
courbe  du  troisième  degré  passant  par  les  points  cycliques,  par  les  six  ombilics 
communs,  par  les  pieds  des  hauteurs  du  triangle  des  diagonales,  et  par  son 
foyer  singulier  (§  94).  L'asymptote  réelle  est  symétrique  de  ce  dernier  par  rap- 
port &  la  droite,  lieu  des  centres  des  coniques  du  faisceau.  D'un  point  fixe  de 
la  courbe  on  voit  tous  les  couples  de  foyers  sous  un  angle  variable,  mais  dont 
les  bissectrices  sont  fixes. 

la.  L'enveloppe  des  axes  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  est  une 
courbe  de  la  troisième  classe  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  à  la  droite  lieu 
des  centres  des  coniques  du  faisceau,  aux  diagonales  du  quadrilatère,  aux  trois 
hauteurs  du  triangle  de  ces  diagonales  et  aux  bissectrices  des  six  angles  for- 
més par  deux  côtés  quelconques  du  quadrilatère. 
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CONSTRUCTION    DES    COURBES.  —  NOTIONS  SUR   LES  COURBES 
DU   TROISIÈME  OU   DU   QUATRIÈME  DEGRÉ. 


226.  Cionstruction  des  courbes.  —  11  reste  à  indiquer  quel- 
ques principes  qui  permettront  de  construire  ceux  des  lieux,  solu- 
tions des  exercices  proposés,  qui  dépassent  le  second^  degré  ;  plus 
généralement,  toute  courbe  donnée  par  son  équation.  Leur  appli* 
cation  à  quelques  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  degré 
conduira  à  Texposition  de  notions  générales  sur  ces  êtres  géomé-- 
triques.  On  supposera  les  coordonnées  cartésiennes. 

Le  but  de  la  théorie,  ici  comme  dans  beaucoup  d'autres  cas,  e$t 
de  faire  voir  qu'il  existe  une  méthode  générale  à  laquelle  on  pourra 
toujours  recourir,  chaque  fois  que  la  forme  particulière  de  Téqua- 
tion  ou  les  propriétés  connues  de  la  courbe  n'inspireront  pas  un 
mode  de  procéder  plus  simple.  Supposons  donc  que  Ton  ait  une 
équation  en  x  et  j)  ;  et  que,  par  les  moyens  indiqués  dans  la  théorie 
générale  des  courbes,  on  ait  construit  les  asymptotes  de  la  courbe 
qu'elle  représente,  lesquelles  en  dessinent,  pour  ainsi  dire^  l'ossa- 
ture; supposons  que  Ton  ait  aussi  déterminé  les  points  singuliers 
desquels  dépendent,  ainsi  qu'on  Ta  vu,  des  propriétés  si  essentielles 
du  lieu,  et  les  tangentes  en  ces  points.  Si  Ton  donne  alors  a  Tune 
des  variables  une  valeur  numérique  déterminée,  et  s'il  n'entre 
dans  réquation  aucun  paramètre  algébrique,  on  obtient  pourTautre 
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inconnue  une  équation  numérique  dont  on  peut  déterminer  les  ra- 
cines avec  l'approximation  que  Ton  veut;  en  faisant  varier  la 
valeur  numérique  choisie,  on  obtient  ainsi  les  diverses  branches  de 
la  courbe,  limitée  ou  non,  suivant  que  Téquation  donne  pour  la 
seconde  variable  des  valeurs  réelles  dans  un  intervalle  limité  ou 
non;  celle-ci  restant  d'ailleurs  toujours  finie,  sans  quoi  la  courbe  est 
illimitée.  La  considération  de  la  tangente  en  chaque  point,  celle  des 
points  d'inflexion  et  par  suite  Tobservation  du  sens  de  la  convexité 
de  la  courbe,  enfin  le  degré  et  la  classe  qui  donnent  le  maximum 
du  nombre  des  points  réels  sur  une  droite  ou  des  tangentes  réelles 
par  un  point,  achèveront  d*indiquer  le  tracé  définitif  de  la  courbe. 
S'il  entre  dans  Téquation  des  paramètres  algébriques,  c'est  qu*il 
s'agit  alors  d'une  famille  de  courbes  dont  on  construira  l'une  en 
donnant  à  ces  paramètres  des  valeurs  numériques  déterminées.  Il 
y  aura  lieu  de  voir  comment  varient  ces  courbes  par  suite  d(3  la 
variation  des  paramètres.  La  méthode  s'applique  d'ailleurs  avec  peu 
de  modifications,  si  les  coordonnées  sont  trilinéaires. 

Elle  est,  dans  tous  les  cas,  peu  pratique  :  mais  elle  le  devient  si 
l'équation  peut  se  résoudre  par  rapport  à  l'une  des  variables.  La 
construction  de  la  courbe  revient  alors  à  la  discussion  d'une  fonc- 
tion d'une  seule  variable^  que  l'algèbre  enseigne,  et  dans  laquelle 
la  considération  de  la  dérivée  joue  le  plus  grand  rôle. 

Un  autre  procédé,  qui  réussit  souvent,  consistée  exprimer  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  fonction  d'un  paramètre 
variable,  dont  réliminalion  entre  les  valeurs  de  x  et  y  reproduit 
I  équation  de  la  courbe.  La  construction  de  celle-ci  revient  alors 
a  la  discussion  simultanée  de  deux  fonctions  de  la  même  variable. 
On  a  déjà  vu  un  exemple  de  celle  façon  d'exprimer  les  coordonnées 
d'un  point  d'une  courbe,  dans  le  cas  où  celle-ci  est  unicursale  (§  1 16) 
et  où  les  expressions  de  ces  coordonnées  en  fonction  du  paramètre 
sont  rationnelles.  On  a  vu  qu'alors,  pour  les  obtenir,  il  faut  faire 
passer  par  9.m  — 3  poinis  fixes  de  la  proposée,  une  courbe  variable 
du  degré  m— i,  admettant  pour  point  multiple  d'ordre  i—\  tout 
point  multiple  d'ordre  I  de  cette  dernière.  Pratiquement,  l'opéra- 
tion réussit  encore,  et  donne  par  conséquent  des  résultats  plus 
simples,  au  moyen  d'une  courbe  du  degré  m  — 2  passant  par  m  — S 
points  fixes  de  la  proposée,  et  admettant  toujours  pour  point  mul- 
tiple d'ordre  /—  i  tout  point  multiple  d'ordre  i  de  celle-ci.  Ainsi, 
si  une  courbe  du  quatrième  degré  a  trois  points  doubles,  il  sera 
plus  simple  de  faire  passer  une  conique  variable  par  ces  trois  points 
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et  par  un  point  fixe  de  la  courbe,  que  de  se  servir  d^une  courbe  du 
troisième  degré  passant  par  les  mêmes  points  et  par  cinq  points 
fixes  de  la  courbe.  Dans  tous  les  cas,  on  connaît  tous  les  points 
d*intersection,  sauf  un,  des  deux  courbes,  ce  qui  résout  le  problème. 

Si  la  courbe,  au  lieu  d'être  du  genre  zéro^  est  du  genre  tm,  c'est- 
à-dire  l^i  elle  a  un  point  double  de  moins  (§  ii5),  on  peut  encore 
facilement  exprimer  ses  coordonnées  en  fonction  d'un  paramètre 
variable,  mais  non  plus  en  fonction  rationnelle.  Il  suffira  pour  cela 
de  faire  passer  une  courbe  variable  du  degré  m  — 2  par  les  points 
doubles  de  la  proposée  et  par  m  — 2  autres  points  fixes  Son  degré 
d'indétermination  est  le  même  que  plus  haut;  car  si,  parmi  les  points 
qui  la  déterminent,  il  y  a  en  moins  un  point  double  de  la  proposée, 
il  y  a  en  plus  un  autre  de  ses  points.  Mais  comme  ce  dernier  est 
simple  au  lieu  d'être  double,  le  nombre  des  points  d'intersection 
connus  des  deux  courbes  est  diminué  d'une  unité;  par  suite  le 
nombre  des  points  inconnus  est  égal  à  deux  ;  et  l'équation  aux  abs* 
cisses  ou  aux  ordonnées  des  points  d'intersection,  se  réduisant  au 
second  degré,  pourra  toujours  être  résolue.  Si,  par  exemple,  une 
courbe  du  quatrième  degré  a  deux  points  doubles,  et  si  l'on  fait 
passer  par  ces  deux  points  et  par  deux  autres  points  fixes  de  la 
courbe  une  conique  variable,  on  connaîtra  six  points  d'intersection 
des  deux  courbes:  par  suite,  l'équation  en  x  résultant  de  Télimi- 
uation  de  j  se  réduira  au  second  degré  et  pourra  se  résoudre,  ce  qui 
donnerai  en  fonction  irrationnelle  du  paramètre  variable  de  l'équa- 
tion de  la  conique. 

Quoi  qu'il  en  soit,  x  eiy  étant  ainsi  exprimés  sous  la  forme 

on  cherchera  les  valeurs  particulièrement  intéressantes  de  la  va- 
riable  t,  par  exemple  celles  qui  annulent  x  ou  j*,  ou  qui  les  rendent 
infinis,  et  l'on  fera  varier  t  entre  chacune  d'elles.  On  aura  la  tan- 
gente en  chaque  point,  en  remarquant  que  son  coefficient  angulaire 
qui  est  la  dérivée  de  jr  par  rapport  à  x,  peut  s'écrire,  en  vertu  du 
théorème  des  fonctions  de  fonctions, 


Si  Ton  veut  ensuite  la  dérivée  seconde  de  f  par  rapport  à  x,  afin 
de  déterminer  les  points  d'inflexion,  on  aura 
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On  obtiendra  donc  les  points  d'inflexion,  par  Téquation 


./  ■  tr        ^»i  ' 
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Les  applications  qui  vont  suivre  compléteront  l'exposé  de  ces 
principes  généraux. 

COURBES  DU  TROISIÈME  DEGRÉ. 

887.  Cissoïde  de  Diodes.  —  Les  courbes  les  plus  simples 
après  lesconiqueSy  sont  les  courbes  du  troisième  degré,  ou  cubiques. 
Elles  peuvent  ôtre  de  la  sixième,  de  la  quatrième  ou  de  la  troisième 
classe,  suivant  qu'elles  n'ont  pas  de  point  multiple,  ou  bien  qu'elles 
ont  un  point  double,  ou  un  point  de  rebroussement  :  dans  ces  deux 
derniers  cas,  elles  sont  unicursales,  puisqu'une  cubique  ne  peut 
avoir  plus  d'un  point  double  sans  se  décomposer.  On  a  déjà 
vu  (§  195)  un  exemple  de  cubique  à  point  de  rebroussement,  et  par 
suite  de  la  troisième  classe,  dans  la  développée  de  la  parabole.  On 
en  trouve  un  second  exemple  dans  la  cissoïde  deDioclèSj  courbe  déjà 
étudiée  par  cet  ancien  géomètre  à  propos  du  problème  de  la  re- 
cherche de  deux  moyennes  proportionnelles  entre  deux  longueurs 
données,  et  qui  se  déûnitde  la  façon  suivante:  un  rayon  mobile 
Oa  (flg.  106)  tourne  autour  d'un  point  fixe  0  d'un  cercle  donné,  et 
on  porte  sur  ce  rayon  une  longueur  Om  égale  à  la  portion  ab  du 
rayon  comprise  entre  le  cercle  et  la  tangente  au  point  c  du  cercle, 
diamétralement  opposé  au  point  0.  Si  la  sécante  variable  Om  se 
rapproche  du  diamètre  Oc,  la  longueur  ab^  et  par  suite  la  longueur 
Om,  tendent  vers  zéro:  le  point  m  se  rapprochant  indéfiniment  du 
point  0,  il  suit  de  là  que  la  droite  Oc  est  tangente  en  0  à  l'arc  Om; 
mais  la  courbe  est  évidemment  symétrique  par  rapport  à  Taxe  Oc, 
elle  a  donc  un  point  de  rebroussement  en  0  :  d'ailleurs  sur  toute 
droite  Om  issue  du  point  0,  il  y  a,  outre  ce  point,  un  seul  point  m 
de  la  courbe  ;  elle  est  donc  du  troisième  degré.  Elle  passe  évidem- 
ment par  le  point  situé  à  l'infini  sur  OY  ;  elle  passe  aussi  par  les 
points  cycliques;  car,  si  Om  est  une  droite  isotrope,  la  longueur  ab 
est  indéterminée,  et  le  point  cyclique  est  sur  cette  droite  le  seul 
dont  la  dislance  au  point  0  le  soit  aussi  ;  pour  tous  les  autres,  la 
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Fig.  106 

distance  au  point  0  est  nulle.  Elle  passe  encore  parles  points r/ 
el  c  du  cercle  pour  lesquels  la  tangente  est  parallèle  à  Oc  ;  toutes 
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raisons  pour  lesquelles  on  prévoit  l'équation  de  la  courbe  rappor- 
tée aux  axes  OX,  OT 

j:(a:^H-;r^)  — 2rj*=o  (3i5) 

i  laquelle  on  arrive  aussi  facileinent  en  parlant  de  la  définition,  si 
l'on  désigne  par  r  le  rayon  du  cercle  donné. 

Pour  construire  la  courbe  au  moyen  de  cette  équation,  il  suffit 
de  résoudre  par  rapport  à  j 


V 


2/'  — j: 


ce  qui  donne  la  courbe  de  la  figure  io6,  située  lout  entière  entre 
les  droites  x  =  o,  x— ar,  puisque  j"  n'est  réel  que  pour  les  valeurs 
de  X  intermédiaires;  et  asymptote  a  la  droite  x= 2/*.  Les  formules 
de  Plucker  lui  assignent  un  seul  point  d'inflexion  ;  il  est  à  l'infini 
sur  l'asymptote,  ce  qui  ressort  (§  92)  de  la  façon  dont  la  courbe 
est  située  relativement  à  celle-ci. 

828.  Podaire  de  parabole.  —  La  podaire  d'une  courbe  par 
rapport  à  un  point  est  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abais* 
sées  du  point  sur  les  tangentes  de  la  courbe.  Il  est  facile  d'en  trouver 
le  degré  on  fonction  de  la  classe  de  la  courbe  :  soit  m  un  point  du 
lie^  (fig.  107);  sa  propriété  caractéristique  est  que  la  perpendicu- 
laire élevée  en  ce  point  a  la  droite  Om  qui  le  joint  au  point  donné  0 
est  tangente  à  la  courbe  donnée.  Si  donc  on  veut  trouver  quels  sont 
les  points  du  lieu  situés  sur  une  droite  arbitrairement  choisie,  il 
faut  chercher  l'enveloppe  des  perpendiculaires  ainsi  déduites  de 
tous  les  points  de  la  droite;  les  tangentes  communes  h  cette  enve- 
loppe et  a  la  courbe  donnée  correspondent  aux  points  cherchés  sur 
la  droite.  Or  l'enveloppe  ainsi  définie  est  évidemment  (§  204,  24) 
une  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  0  et  la  droite  pour  tangente 
au  sommet  ;  c'est  une  courbe  de  la  seconde  classe,  dont  les  tan- 
gentes communes  avec  la  courbe  donnée  sont  au  nombre  de  2c,  si 
l'on  désigne  par  c  la  classe  de  cette  courbe  :  le  degré  de  la  podaire 
est  donc  égal,  en  général,  au  double  de  la  classe  de  la  proposée. 

889.  —  Il  7  a  cependant  exception  si  la  droite  de  Tinfini  est  tangente  simple 
ou  multiple  de  la  proposée,  parce  qu'elle  est  aussi  tangente  à  la  parabole  ;  si 
Tordre  de  multiplicité  est  y?,  autant  de  tangentes  communes  sont  absorbées. 
Si. les  droites  isotropes  menées  par  le  point  0  sont  q  fois  tangentes,  il  y  a  égale- 
ment lieu  de  retrancher  le  nombre  27  du  degré  trouvé,  parce  que  ces  droites  sont 
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perpendiculaires  à  elles-môroes,  et  que  chacune  d'elles  fait  partie  q  fois  du  lieu 
cherché  ;  de  sorte  que  finalement  ce  degré  est  égal  à  ^c — p  —  2^.  Ainsi  la  déve- 
loppée de  l'ellipse  est  de  la  quatrième  classe  et  admet  la  droite  de  l'infini  pour 
tangente  double  ;  sa  podaire,  c'est-à-dire  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  sur  les  normales  de  l'ellipse,  est  du  sixième  degré  ;  le  môme 
lieu  pour  la  parabole  serait  du  quatrième  degré,  si  Ton  observe  que,  la  droite  de 
l'infini  étant  tangente  d'inflexion  de  sa  développée,  p  est  égal  à  n  :  dans  les 
mêmes  circonstances,  si  le  point  donné  est  un  foyer  de  la  conique,  lequel 
(§  94)  6st  en  mémo  temps  foyer  de  la  développée,  le  degré  s'abaisse  de 
deux  unités,  de  sorte  que  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
foyer  de  l'ellipse  sur  les  normales  est  du  quatrième  degré  ;  pour  la  parabole, 
il  est  du  second. 

Le  point  0  est  un  point  multiple  de  la  podaire  ;  car  si  la  tangente  variable  de 
la  proposée  vient  à  passer  par  le  point  0,  le  pied  de  la  perpendiculaire  s'ap- 
proche indéfiniment  de  ce  point  ;  il  y  à  donc  une  branche  de  la  podaire  qui 
vient  y  passer  et  pour  laquelle  la  tangente  est  la  perpendiculaire  à  la  tangente 
menée  du  point  à  la  proposée  :  si  donc  la  courbe  est  de  la  classe  c.  Tordre  de 
multiplicité  du  point  0  pour  la  podaire  est  égal  à  c.  Si  cependant  les  droites 
isotropes  menées  par  le  point  0  sont  q  fois  tangentes  à  la  proposée,  elles  font 
q  fois  partie  de  la  podaire  ;  ce  sont  autant  de  branches  passant  par  le  point  0 
qu'il  ne  faut  pas  compter  ;  l'ordre  de  multiplicité  de  ce  point  est  donc  c — ^q. 

Les  points  cycliques  font  partie  du  lieu  ;  car  si  on  joint  l'un  d'eux  au  poinl  0 
par  une  droite,  toute  droite  parallèle  lui  est  perpendiculaire,  et,  en  particulier, 
les  tangentes  de  la  proposée  qui  sont  parallèles  à  cette  droite  :  en  général,  il  y 
a  c  tangentes  parallèles  à  cette  droite,  leur  ordre  de  multiplicité  est  donc  égal  k 
c  ;  si  cependant  la  droite  de  Tinfini  est  p  fois  tangente  à  la  proposée,  on  ne 
peut  plus  lui  mener  que  c—p  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée.  Si 
les  droites  isotropes  menées  par  le  point  0  sont  q  fois  tangentes  à  la  proposée, 
on  a  vu  que  chacune  d'elles  fuit  q  fois  partie  du  lieu,  ce  qui  absorbe  q  des 
branches  du  lieu  passant  à  chaque  point  cyclique.  Définitivement  l'ordre  de 
multiplicité  de  ces  points  est  égal  h  c — p  —  q* 

On  vérifie  facilement  tout  ce  qui  précède  au  moyen  de  l'équation  de  la 
podaire,  qui  s'obtiendra  de  la  façon  suivante.  Soit 

F(m,  V,  w)  —  o 

l'équation  tangentielle  de  la  courbe  proposée  ;  l'équation  d'une  tangente  quel- 
conque sera  alors 

UX  H-  ('^  -H  M'  =  o 

et  celle  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  pris  pour  origine  pourra 

s'écrire 

vx  —  uy  =  0* 

Éliminant  alors  u  et  i'  entre  les  trois  équations,  il  vient 

F[.r,j-,-(.r'H-r')]=o.  (3if>) 

THéoAftME.  —  La  tangente  en  un  point  m  de  la  podaire  (fi g.  107)  est  la  perpendi* 
culaire  me  à  la  droite  qui  joint  le  point  m  au  milieu  b  du  segment  dont  les  extrê» 
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mités  sont  le  point  0  et  le  point  de  contact  a  de  la  tangente  am  avec  la  courbe 
donnée. 


FIg. 'lo; 

En  effet,  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la  tangente  (u,  p,  to)  sont 
(§  85)  F^,  F^,  F^  ;  celles  du  point  b  sont  alors  i  F^,  -  F^,  F'^.  Les  coordon- 
nées du  point  m  étant  x^  et/,,  l'équation  de  la  droite  mb  est  alors 


.r 


F.'. 


y, 

F.'. 


I 
I 
2F' 


W 


=  o. 


Celle  de  la  tangente  à  la  courbe  (3i6)  est  d'ailleurs 


.rF;^-^rF^   -hF;  =o 


I 


I 


ou,  en  tenant  compte  de  la  façon  dont  les  coordonnées  x,  et  j,  entrent  dans 
l'équation  (Si 6), 

•'•(F;  -  ^rj  ^MF; -î^r,F;)+;r.F>r,F;=  o, 

qui  est  précisément,  eu  égard  aux  valeurs  de  //,  v,  w,  en  fonction  de  x,  et/,, 
celle  de  la  perpendiculaire  menée  au  point  /n  à  la  droite  mb. 

On  peut  remarquer  que  cela  revient  à  dire  que  la  podaire  admet  la  même  tan- 
gente au  point  m  que  le  cercle  décrit  sur  Om  comme  diamètre.  On  peut 
en  conclure  les  points  multiples  de  la  podaire,  différents  du  point  0  et  des  points 
cycliques.  Ces  points  correspondent  en  effetaux  tangentes  multiples  ;et,  d'après 
la  construction  de  la  tangente  en  un  point,  les  tangentes  en  ces  points  seront 
distinctes,  si  les  tangentes  multiples  correspondantes  ont  leurs  points  de  con« 
tact  distincts.  Si  l'on  suppose  que  la  proposée  n*ait  que  des  tangentes  doubles 
et  des  tangentes  d'inflexion,  aux  premières  correspondront  des  points  dou- 
bles, aux  autres  des  points  de  rebroussement  de  la  podaire.  On  peut  alors 
calculer  le  genre  de  la  podaire  qui  est  (§  ii5),  en  tenant  compte  de  toutes  ses 
singularités, 
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l(.^c-^_2<7-i)(ac-/?~2y-a)--(r~27)(c-27-i)-(r-p-7;.(r-^-7-i;~f-/ 

expression  dans  laquelle  /  désigne  le  nombre  des  tangentes  doubles,  et  i  celui 
des  tangentes  d^inflexion  :  elle  se  réduit  à 

ce  qui  est  précisément  (§  117)  Texpression  du  genre  delà  courbe  proposée;  car 
il  faut  observer  qu'elle  possède,  en  outre  des  /  tangentes  doubles  ci-dessus 
spécifiées,  une  tangente  multiple  d'ordre  p  à  Tinfini,  et  deux  tangentes  mul- 
tiples d'ordre  q  qui  sont  les  droites  isotropes  menées  parle  point  0.  Ainsi, 
la  podaire  a  le  même  genre  que  la  courbe  proposée,  ce  qui  devait  être  (§  1 17),  puis- 
qu'elle lui  correspond  points  par  tangentes. 

830.  Il  suit  de  ce  qui  précède  que  la  podaire  d*une  parabole  par 
rapport  à  un  de  ses  points  est  une  cubique  passant  par  les  points 
cycliques,  ou  cubique  circulaire^  ayant  au  point  donné  {^^,^4)  un 
point  de  rebroussement  pour  lequel  la  tangente  est  la  normale  de 
la  parabole  en  ce  point.  Si  Ion  transporte  Torigine  en  ce  point^Té- 
quation  tangentielle  de  la  parabole 

pv^ — 2111^  =  0 
devient 

p\f^  -h  2ii  [ux^  -h  s^j^  —  w)  =  o 

et  par  suite  la  podaire  a  pour  équation 

zx{j[y^-i'y'hTx^'hjjr^)-hpy=o.  {3i7) 

On  vérifie  aisément,  en  tenant  compte  de  ce  que  la  parabole  passe 
à  la  nouvelle  origine,  que  les  tangentes  de  la  podaire  en  ce  point 
coïncident  avec  la  normale  à  la  parabole.  Pour  construire  la  courbe, 
il  sufGra  de  poser 

ce  qui  revient  à  la  couper  par  une  droite  passant  à  Torigine; 
comme  celle-ci  est  un  point  double,  on  en  conclut  pour  ir  une  seule 
valeur 
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puis  on  fera  varier  t  entre  les  valeurs 


>4  P 


7 


1 


qui  sont  rangées  par  ordre  de  grandeur  si  Ton  suppose^  comme 
dans  la  figure,  j<>o.  Pour  f=—  oo,  on  a  j:=:  — -,  ce  qui  donne 

Tasymptote  ab\  t  variant  de  —  oo  à  —  — , x  est  négatif  et  varie 

de  —  -  à  zéro,  tandis  que  j^  est  positif  et  varie  de  -f-  oo  à  zéro,  ce  qui 

y 

donne  la  branche  Oa  (fig.  io8).  Si  t  varie  ensuite  de— —  à  zéro, 

p 

X  reste  négatif  et  varie  de  zéro  à  — ^|,  tandis  quejr  varie  de  zéro  à 

zéro  par  des  valeurs  positives;  on  a  ainsi  la  branchpOc;  pourf:::io. 

on  a  le  point  c  qui  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 

pointO  sur  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole.  On  trouve  de 

même  de  £=o  à  t=^^  valeur  qui  correspond  à  la  tangente  de  la 

parabole  en  0,  la  branche  cd  ;  et  pour  tz^L-^Xe  point  d  où  cette  tan- 

gente  vient  rencontrer  la  directrice,  qui  est  elle-même  tangente  à  la 
podaire  en  <2  :  ce  point  devait  appartenir  à  la  podaire,  parce  qu'il 
est  le  sommet  de  Tangle  droit  Ode  circonscrit  à  la  parabole;  et  Ton 
voit  facilement,  en  appliquant  la  construction  de  la  tangente  à  la 
podaire  (§  229)^  que  la  tangente  en  ce  point  est  en  eiïet  la  directrice. 

Enfin  de  t=:J--kt—-^  00,  on  trouve  la  branche  db. 

Si  Ton  décrit  le  cercle  ayant  pour  centre  le  point  d  et  passant 
enO,  son  diamètre  0^  le  coupe  en  un  second  pointy^;  et  si  de  ce 
point  on  mène  une  seconde  tangente  fit  à  la  parabole,  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  cette  tangente  est  évidem- 
ment le  point  g  situé  sur  le  cercle.  La  podaire  passe  donc  au 
point  gr,  et  la  tangente  en  ^  est  le  rayon  dg  du  cercle,  ce  qui  tient 
à  ce  que  le  cercle  décrit  sur  O/i  comme  diamètre  coupe  le  premier 
orthogonalement  en  0,  et  par  suite  cn^:  on  verra  d'ailleurs  plus 
loin  qu'une  propriété  importante  de  ce  cercle  consiste  en  ce  qu'î/;i 
quelconque  de  ses  diamètres  coupe  la  podaire  en  deux  points^  diffê- 

PiCQUCT,  Géom.  annlijt,  35 


546 


LIVRE  IV.   —  CHAPITRE  I. 


refits  du  point  d,  qui  sotit  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  ses 

extrémitéSj  d*où  résulte  encore  la  propriété  de  la  tangente  en  g. 

La  cubique  est  de  la  troisième  classe  et  n'aqu*un  point  d'inflexion 


Fig.  io8 

qui  est  sur  la  branche  dg.  Enfia  on  peut  encore  remarquer,  comme 
conséquence  de  la  construction  de  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque de  cette  courbe,  qu'elle  est  bilangente  à  la  parabole  aux 
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pieds,  imaginaires  sur  la  figure,  des  normales  menées  à  celle  courbe 
par  le  poinl  0  et  différentes  de  la  normale  en  0. 

Si  le  point  donné  est  le  sommet  de  la  parabole,  on  a  alors 
x^=jr^=o^  elTéqualion  de  la  podaire,  rapportée  à  Taxe  de  la  para- 
bole et  à  la  tangente  au  sommet,  devient 

On  reconnaît  là  Téquation  (3i5)  de  la  cissoïdc,  à  la  condition  de  dé- 
terminer le  diamètre  ar  du  cercle  générateur  par  la  relation 

P 
'À 

On  en  conclut  que  toute  cissoïde  est  la  podaire  (Tune  parabole pw 
rapport  à  son  sommet  :  le  sommet  et  la  directrice  de  cette  parabole 
sont  le  point  de  rebroussement  et  F  asymptote  de  la  cissoïde.  On  lire  de 
là  la  construction  de  la  tangente  en  un  poinl  quelconque  m  de  la 
cissoïde  (fig.  io6)  :  on  joindra  Om,  au  point  m  on  mènera  la  per- 
pendiculaire m/qui  sera,  d'après  ce  qui  précède,  une  tangente  de  la 
parabole;  la  droite  OY  étant  la  tangente  au  sommet  de  cette  para- 
bole, le  point  de  contact  ^  de  m/ s'obtiendra,  d'après  la  propriété 
de  la  sous-tangente,  en  prenanty^=y7<  ;  et,  d'après  la  constructioiL 
de  la  tangente  à  la  podaire,  la  tangente  en  m  sera  la  perpendicu- 
laire mt  à  la  droite  mk  qui  joint  le  point  m  au  milieu  k  de  Og.  On 
pourra  encore  simplifier  cette  construction  en  remarquant  que  la 
droite /7r  est  parallèle  à  Taxe  OX  et  égale  à  la  moitié  de  O/i.  Après 
avoir  tracé  la  droite  m/^  il  suffira  donc  démener  par  le  point/oii 
elle  rencontre  l'axe  OY  une  parcilièle  à  OY  sur  laquelle  on  prendra 

/it=:-0/i,  pour  déterminer  le  point  k  qui  appartient  à  la  normale 

en  m  à  la  cissoïde.  Enfin  si  Ton  observe  que  la  droite  fk  passe  par 
le  point  bf  on  pourra  aussi,  pour  n'avoir  pas  à  tracer  la  droite  OY, 
mener  par  le  point  b  une  parallèle  a  l'axe  OX  sur  laquelle  on 
prendra,  à  partir  du  point/où  cette  parallèle  rencontre  la  droite /ii/', 
la  longueur /A*  égale  à  la  moitié  de  Oh.' 

831.  —  Si  le  point  donné  n'esl  pas  supposé  sur  la  parabole,  la 
podaire,  dont  Téquation  est  toujours  l'équation  (317),  a  au  point 
donné  un  point  double  dont  les  tangentes  sont  perpendiculaires  aux 
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tangentes  menées  du  même  point  a  la  parabole.  On  discutera  cette 
équation  par  le  même  procédé,  seulement  le  numérateur  de  la  va- 
leur (3i8)  de  X  n'est  plus  un  carré  parfait.  On  cherchera  les  valeurs 


Fig.  top 

/,  et  t^  qui  annulent  ce  numérateur,  qui  sont  les  coefficients  angu- 
laires des  perpendiculaires  aux  tangentes  menées  du  point  0  à  la 
parabole,  et  on  les  intercalera  entre  les  quantités 
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—  00  o  -^  -+-00 


pour  faire  ensuite  varier  t  de  Tune  à  Taulre.  On  obtiendra  ainsi  la 
courbe  de  la  ûgure  109. 

Celte  courbe  est  tangente  à  la  parabole  aux  pieds  des  normales 
issues  du  point  0.  Un  seul  de  ces  points,  m,  est  réel  sur  la  figure; 
les  points  remarquables,  outre  l,e  point  double,  sont  le  point  c,  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  la  tangente  au  sommet, 
et  les  points  p  %iq  o\x  les  tangentes  menées  du  point  0  à  la  para- 
bole rencontrent  la  directrice  :  elle  est  de  la  quatrième  classe^  et 
possède  trois  points  d'inflexion  dont  deux  sont  imaginaires  :  Pasym- 
ptote  est  toujours  la  droite  2j:-^/9=o.  Par  chaque  point  de  la 
courbe,  on  peut^  indépendamment  de  la  tangente  en  ce  point,  lui 
en  mener  deux  autres;  par  suite  on  peut  lui  mener  deux  tangentes 
parallèles  à  OY,  dont  les  points  de  contact  é/  et  «  se  déterminent 
facilement  par  une  équation  du  second  degré.  Le  cercle  décrit 
de  Tun  de  ces  points  comme  centre,  du  point  d  par  exemple,  et 
passant  par  le  point  0,  jouit  toujours  de  la  même  propriété  :  il 
coupe  la  podaire  6n  six  points,  deux  à  Tinfini,  deux  confondus  en  0; 
et  aux  deux  autres  points  g  et  /,  qui  sont  sur  les  tangentes  menées 
du  point/à  la  parabole,  il  est  orthogonal  à  la  podaire. 

Réciproquement,  toute  cubique  circulaire  à  point  double  peut  être 
regardée  comme  une  podaire  de  parabole^  par  rapport  au  point  dou- 
ble. Si  Ton  prend  en  effet  pour  axes  de  coordonnées  deux  droites 
rectangulaires  passant  par  ce  point.  Taxe  OY  étant  parallèle  à  l'a- 
symptote réelle,  Téqualion  de  la  courbe  aura  la  forme  générale 

Si  on  l'identifie  avec  (317),  il  vient 


relations  qui  déterminent  le  sommet  et  le  paramètre  de  la  para- 
bole, dont  l'axe  est  d'ailleurs  per{fendiculaire  à  l'asymptote  réelle. 
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On  saura  donc  toujours,  d'après  ce  qui  précède,  construire  la  tan- 
gente en  un  point  d'une  cubique  circulaire  à  point  double.  Si,  par 
exemple,  on  en  connaît  le  point  double  et  quatre  points,  les  per- 
pendiculaires élevées  en  chacun  de  ces  derniers  à  la  droite  qui  le 
joint  au  point  double  sont  quatre  tangentes  de  la  parabole.  On  sait 
en  construire  le  point  de  contact,  parle  théorème  de  Brianchon; 
on  pourra  alors  appliquer  à  la  cubique  la  construction  dé  la  tan* 
gente  à  la  podaire. 

282.  Stropholde.  —  La  straphoîde  se  définit  de  la  façon  sui- 
vante :  étant  donnés  un  point  a  et  une  droite  fixe  Ob  (fig.  i  lo),  sur 


Fig.  110 

un  rayon  mobile  autour  du  point  a  on  prend  à  partir  du  point  b  où 
il  rencontre  la  droite  fixe  des  longueurs  bm^bp^  égales  à  la  dis- 
tance Ob  du  point  variable  b  au  point  fixe  0  de  la  droite  ;  la  stro* 
phoïde  est  alors  le  lieu  des  points  m  et  ;;.  Sur  le  rayon  variable  aby 
la  courbe  possède  les  deux  points  m  el  p  :  elle  passe  aussi  par 
le  point  a;  il  suffit  pour  cela  qu'il  y  ait  une  position  de  la  droite  ab 
pour  laquelle  ab  =  Ob,  ce  qui  suppose  le  point  b  sur  la  perpen- 
diculaire élevée  au  milieu  de  0^,  d'où  il  suit  que  le  point  a  est 
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un  point  simple  de  la  courbe.  La  courbe,  ayanl  trois  points  sur 
tout  rayon  tel  que  a6,  est  une  cubique;  elle  a  d'ailleurs  un  point 
double  en  0,  car  si  le  ravon  mobile  ab  tend  vers  le  ravon  aO»  les 
points  m  et  ^  tendent  Tun  et  Tautrevers  le  point  0;  et  cela  dans 
des  directions  perpendiculaires,  car  les  droites  Om,0/^  joignant  le 
point  0  aux  extrémités  du  diamètre  mp  du  cercle  décrit  du  point  b 
comme  centre  avec  Ob  pour  rayon,  sont  constamment  perpendicu- 
laires. C'est  donc  une  cubique  unicursale;  on  voit  aisément  qu'elle 
passe  par  chaque  point  cyclique  dont  la  distance  à  tout  point 
d'une  droite  isotrope  correspondante  est  indéterminée,  par  suite 
c'est  une  podaire  de  parabole  par  rapport  au  point  0  (§  23 1).  Il  suf- 
fira donc,  si  l'on  sait  déterminer  cette  parabole,  de  se  rapporter  au 
paragraphe  précédent  :  or,  le  troisième  point  delà  cubiqueàl'infini 
est  évidemment  sur  Ob  ;  de  plus,  les  tangentes  en  0  de  cette  courbe, 
et  par  suite  leurs  normales  qui  sont  (§  229)  les  tangentes  menées  de 
ce  pointa  la  parabole,  sont  rectangulaires;  la  droite  06  est  donc  la 
directrice.  Si  le  rayon  mobile  tourne  autour  du  point  a  jusqu'à 
devenir  parallèle  à  Ob^  la  position  limite  du  point  p  est  le  pied  c 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  le  rayon  mobile,  on 
en  conclut  que  la  droite  ac  est  tangente  à  la  parabole,  et  comme 
elle  est  parallèle  à  la  directrice,  c'est  la  tangente  au  sommet.  Enfin 
on  construit  aisément  les  tangentes  en  0  à  la  strophoïde  qui  sont 
aussi  les  tangentes  à  la  parabole;  étant  donnée  une  droite  quelcon- 
que Om,  menée  par  le  point  0,  le  point  m  de  la  strophoïde  sur  cette 
droite  s'obtient  en  menant  parle  point  a  la  droite  am  telle  que  l'an- 
gle amO  soit  égal  à  l'angle  mOb  :  on  en  conclut  que  les  tangentes 
en  0  sont  les  bissectrices  de  l'angle  aOb;  d'où  il  suit,  d'après  les 
propriétés  focales  de  la  parabole,  que  la  droite  Oa,  symétrique  de 
la  directrice  par  rapport  aux  tangentes  menées  du  point  0,  passe 
par  le  foyer/,  qui  est  d'ailleurs  symétrique  de  la  directrice  Ob  par 
rapport  à  la  tangente  au  sommet  ac^  pour  lequel  on  aura  par  consé- 
quent Oa  =  aJ\  Ainsi  toute  strophoïde  est,  par  rapport  au  point 
double,  une  podaire  de  parabole  dont  la  directrice  est  la  droite  fixe 
et  dont  le  foyer  est  symétrique  du  point  double  par  rapport  au 
point  fixe. 

Réciproquement,  toute  podaire  de  parabole  par  rapport  à  un 
point  0  de  la  directrice  est  une  strophoïde^  dont  le  point  fixe  est  à 
r intersection  de  la  tangente  au  sommet  avec  la  droite  qui  joint  le 
point  0  au  foyer.  Pour  le  prouver,  il  faut  faire  voir  que  si,  d*un 
point  quelconque  6de  la  directrice,  avec  Ob  pour  rayon,  on  décrit  un 
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cércleçla  droite  qui  joint  les  deux  points  met  y:;,  différents  du  point  0 
et  des  points  cycliques,  où  ce  cercle  rencontre  la  podaire,  passe  par 
un  point  fixe  a,  milieu  de  0/.  Or  ces  points  sont  tels  qu'en  les  joi- 
gnant au  point  0,  les  perpendiculaires  élevées  en  chacun  d'eux 
sur  les  droites  ainsi  obtenues  sont  tangentes  à  la  parabole;  mais 
ces  perpendiculaires  passent  par  le  point  d  diamétralement  opposé 
au  point  0;  ils  sont  donc  sur  les  tangentes  dg^dh,  menées  du 
pointa  à  la  parabole.  Si  maintenant  enjoint  df^  on  a,  en  vertu  des 
propriétés  focales  de  la  parabole, 

angle /i//i=3:  angle  A^/O  — angle  Omi. 

Les  droites  mp^  df  sont  donc  parallèles;  par  suite,  le  point  b  étant 
le  milieu  de  Od,  le  point  a  est  le  milieu  de  0/.  C.Q.F.D. 

La  construction  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  m  de  la 
strophoïde  résulte  de  ce  qui  précède.  Par  le  point  donné  a,  on  mè- 
nera une  perpendiculaire  au  rayon  am,  et  par  le  point  b  une  per- 
pendiculaire à  Om.  Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  e,  mi- 
lieu du  segment  0^  qui  joint  le  point  0  au  point  de  contact  avec  la 
parabole  de  celle  de  ses  tangentes  qui  est  perpendiculaire  à  Om  : 
le  point  e  appartient  à  la  normale  en  m. 

Lorsque  les  droites  Oa^Ob  ne  sont  pas  rectangulaires,  la  stro- 
phoïde est  dite  oblique;  sinon  elle  est  droite,  il  est  clair  qu'alors  le 
point  0  devra  être  choisi  sur  Taxe  de  la  parabole,  d'où  Ton  conclut 
que  la  podaired^  une  parabole  par  rapport  au  pied  de  la  directrice  sur 
taxe  est  une  strophoïde  droite, 

233.  Cubique  unicursale.  —  toutes  les  cubiques  unicursales  étudiées  jus- 
qaà  présent  sont  circulaires  et  se  distinguent  par  conséquent  en  ce  que  les 
points  cycliques  jouent  un  certain  rôle  dans  leur  déûnition.  On  aura  la  cubique 
unicursale  la  plus  générale  en  transformant  homographiquement  la  cubique 
unicursale  circulaire,  de  façon  que  les  points  cycliques  deviennent  deux  points 
quelconques.  Projetant  ainsi  la  podaire  de  parabole,  on  aura  pour  la  cubique 
unicursale  la  plus  générale  la  définition  suivante  :  étant  donnés  une  conique  et 
deux  points  fixes  situés  sur  une  tangente  ab  de  cette  conique  (fig.  m),  on  con- 
sidère une  tangente  variable  cd  coupant  la  tangente  fixe  au  point  c,  et  par  uu 
troisième  point  fixe  0  on  mène  une  droite  Om  passant  parle  conjugué  har- 
monique du  point  c  par  rapport  aux  deux  points  donnés  sur  ab  ;  le  point  m  où 
la  droite  Om  rencontre  la  tangente  variable  décrit  une  cubique,  ayant  un  point 
double  en  0.  Les  tangentes  en  0  sont,  dans  le  faisceau  involutif  dont  ce  point 
est  le  sommet  et  dont  les  rayons  doubles  vont  passer  par  les  points  donnés  sur 
ab^  les  rayons  conjugués  des  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  conique.  Les 
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poiDls  de  la  courbe  sur  la  tangenle  fixe  ab  sont  les  deux  points  donnés  sur  cette 
droite  et  le  point  b,  conjugué  du  point  de  contact  a. 

La  tangente  en  m  s'obtiendra  en  Joignant  Od  qui  coupe  la  tangente  Bxe  en  e, 
prenant  le  conjugué  harmonique,/* de  e  par  rapport  &  Od,  joignant//»  qui  coupe 
la  tangente  fixe  en  g,  et  joignant  le  point  m  au  point  h  conjugué  de  g. 

née iproque ment,  toute  cubique  unicursale  peut  se  déduire  ainsi  d'une  In- 


PIg.  >>. 

finité  de  coniques,  dont  chacune  est  définie  par  tangentes  lorsqu'on  se  donne 
les  deux  points  fixes  sur  la  cubique  ;  et  qui  sont  toutes  trois  fois  tangentes  k  la 
cubique,  en  trois  points  dont  deux  peuvent  être  imaginaires  conjugués. 

i'our  donnes  un  exemple  de  la  conslruclion  d'une  courbe,  lorsqu'au  lieu  d'a- 
voir son  équation,  on  connaît  les  propriétés  géométriques  qui  lui  servent  de 
définition,  supposons  que  lu  conique  donnée  soit  un  cercle  [flg.  m),  et  que  les 
deux  points  donnés  sur  la  tangente  llxe  06  soient  les  points  d'intersection  de 
cette  droite  avec  les  droites  isolropeiî  issues  du  point  0,  auquel  cas  deux  points 
conjugues  sont  vus  du  point  0  sous  un  angle  droit.  Pour  avoir  une  nouvelle 
forme  do  cubique,  cbcrchons  à  choisir  la  tangente  fixe  de  Taçon  que  ses  trois 
points  à  l'infini  soient  réels.  On  voit  facilement  que  les  directions  asymptotiques 
sont  données  par  les  tangentes  telles  que  kl  pour  lesquelles  l'angle  0kl  est  droit, 
et  correspondent  pur  conséquent  aux  points  d'intersection  de  lu  tangente  fixe 
avec  U  podaire  du  cercle  par  rapport  au  point O,  points  diiïérents  du  point  u. 
Cette  podaire  est  du  quatrième  degré  (g  i-it})  :  ces  points  sont  donc  au  nombre 
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de  trois  ;  et,  eu  égard  à  la  forme  de  cette  podatre  (§  289),  si  Ton  prend  pour 
tangente  fixe  une  droite  telle  que  ab,  inclinée  à  45«  sur  la  droite  0/,  et  qui  la 
rencontre  alors  jsntre  le  point  0  et  le  cercle,  ils  sont  tous  réels.  On  les 
déterminera  par  tâtonnements  en  A:,  p  et  9,  ce  qui  donnera  les  directions 
asymptptiques  kl^  pr  et  qt.  Appliquant  à  ces  trois  points  à  l'infini  la  construc- 
tion de  la  tangente  en  un  point  quelconque,  on  aura  les  trois  asymptotes  for- 
mant le  triangle  a^^.  Faisant  ensuite  varier  successivement  le  point  de  contact 
de  la  tangente  sur  les  arcs  //,  tr  et  r/,  on  aura  les  trois  branches  hyperboliques 
de  la  courbe  dont  les  points  remarquables,  outre  les  points  déjà  connus,  sont  : 
le  pied  u  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  la  tangente  parallèle  à  la 
tangente  fixe,  le  point  s  où  la  perpendiculaire  à  0/  rencontre  celle  des  tangentes 
perpendiculaires  à  la  tangente  fixe  qui  la  coupe  sur  0/,  et  le  point  d'intersection 
de  0£  avec  la  seconde  tangente  menée  par  le  point  où  la  tangente  donnée  coupe 
la  perpendiculaire  à  Oi,  On  remarquera  que  chaque  asymptote  rencontre  la 
courbe  en  un  point  à  distance  finie  ;  on  observera  que  les  trois  points  ainsi 
obtenus,  8,  s,  t],  soient  en  ligne  droite,  comme  il  sera  démontré  plus  loin. 

284.  Cubique  générale.  —  La  cubique  la  plus  générale  est 
susceptible  de  plusieurs  modes  de  génération.  Un  des  plus  lumi- 
neux, dû  à  Maclaurin,  est  le  suivant.  Considérons  le  lieu  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  fixe  P  à  toutes  les  co- 
niques d'un  faisceau  ponctuel 

X^C^-hXaCj^^o.  (319) 

Les  points  de  contact  sont  à  rintersection  de  la  courbe  avec  la 
polaire  du  point  P  dont  Téquation  est 

X^P^-hXjPa=o  (32o) 

en  désignant  par 

P^::=0  P,.=  0 

les  équations  des  polaires  du  point  P  par  rapport  aux  coniques 

C|  =  o  Cj  =  o. 

Eliminant  X|  et  X^  entre  (Siq)  et  (32o),  il  vient 

C,P,-C,P,=o  (321) 

qui  est  Téqualion  d'une  cubique.  On  pourrait  s'en  assurer  d'ailleurs 
en  remarquant  que  le  lieu  peut  encore  être  défini  comme  lieu  des 
couples  de  points  conjugués  communs  à  toutes  les  courbes  du 
faisceau  (319),  points  situés  sur  les  droites  issues  de  P;  et  que  la 
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courbe,  passe  une  fois  par  le  point  P,  parce  qu'il  y  a  une  conique 
du  faisceau  (3i9)  et  une  seule  passant  par  ce^point  :  il  y  a  donc  trois 
points  du  lieu  sur  toute  droite  menée  par  le  point  P.  De  cette 
double  façon  d'envisager  le  lieu,  il  résulte  aussi,  par  des  considé- 
rations élémentaires,  qu'il  passe  par  les  quatre  points,  réels  ou 
imaginaires,  communs  à  toutes  les  courbes  du  faisceau;  pour  ces 
points,  la  tangente  passe  par  le  point  P;  il  passe  aussi  parles  trois 
points  diagonaux  du  quadrangle  des  quatre  points,  pour  lesquels 
la  tangente  passe  par  le  point  de  concours  Q  des  polaires  de  P  par 
rapport  aux  coniques  du  faisceau,  point  qui  est  également  sur  la 
cubique,  et  d*oii  Ton  peut  lui  mener  une  quatrième  tangente  qui 
passe  en  P.  Des  points  P  et  Q  de  la  cubique,  on  peut  lui  mener 
quatre  tangentes  ;  elle  est  donc  de  la  sixième  classe.  C'est  la  cu- 
bique la  plus  générale,  et  Ton  démontre  aisément  que,  réciproque- 
ment, toute  cubique  est  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  dun  point  fixe^  arbitrairement  choisi  sur  elle,  à  toutes  les 
coniques  passant  par  les  points  de  contact  avec  la  cubique  des  quatre 
tangentes  qu'on  peut  lui  mener  de  ce  point. 

Supposons  en  effet  que  la  cubique  soit  donnée;  et  du  point  P, 
arbitrairement  choisi  sur  elle,  menons  les  quatre  tangentes  à  cette 
courbe  qui  la  touchent  en  a^b^c^d  :  considérons  ensuite-  le  lieu 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point  P  à  toutes  les 
coniques  qui  passent  par  ces  quatre  points.  C'est  une  cubique  qui 
passe  par  le  point  P  et  qui  est  tangente  en  a,  6,  c,  d  aux  droites  qui 
joignent  ces  points  au  point  P;  elle  a  donc  neuf  points  communs 
avec  la  proposée.  Pour  démontrer  qu'elle  coïncide  avec  la  propo- 
sée, rappelons  (§  i  la)  que  neuf  points  déterminent  une  cubique  et 
une  seule  j  à  moins  que  ces  neuf  points  ne  soient  les  points  d'intersec- 
tion de  deux  cubiques,  auquel  cas  l'un  d'eux  résulte  des  huit  au* 
très  (§  II 3)  :  ils  servent  alors  de  base  à  un  faisceau  de  cubiques. 
Si  donc  on  assujettit  une  cubique  à  passer  par  le  point  P  et  à  être 
tangente  en  a,i,  c,  d  aux  droites  Pa,  Pi,  Pc,  Pd,  elle  est  détermi- 
née d'une  façon  unique,  ou  bien  il  y  en  a  une  infinité  dont  l'indé- 
termination est  du  premier  ordre.  Mais  ce  dernier  cas  est  impos- 
sible, car  on  pourrait  alors,  pour  achever  de  déterminer  la  courbe, 
s'en  donner  arbitrairement  un  point  :  or,  si  l'on  choisit  ce  point 
sur  la  droite  Pa,  par  exemple,  celle-ci  ayant  quatre  points  sur  la 
cubique  en  ferait  partie  ;  et  il  resterait  une  conique  a  laquelle  on 
pourrait  mener  du  point  P  trois  tangentes,  ce  qui  est  impossible. 
La  cubique  est  donc  unique,  et  c'est  la  proposée;  ce  qui  démontre 
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le  mode  de  génération  .annoncé,  dans  lequel  le  point  P  est  arbi- 
traire sur  la  cubique. 

On  en  conclut  le  théorème  général  suivant,  déjà  utilisé  (§  223): 
Si,  par  un  point  d'une  cubique,  on  lui  mène  quatre  tangentes,  tes 
centres  des  trois  couples  de  droites  qui  passent  par  les  points  de  con- 
tact sont  sur  la  cubique,  et  les  tangentes  en  ces  points  concourent  au 
troisième  point  d'intersection  avec  la  cubique  de  la  tangente  à  cette 
courbe  au- point  donné, 

285.  —  Proposons-nous,  par  exemple^  de  construire  la  courbe 
lorsque  le  faisceau  de  coniques  est  le  système  des  cercles  passant 
par  deux  points  fixes,  a  et  £  (fig.  112).  On  pourrait  facilement, 
comme  plus  haut,  tracer  ce  lieu  en  s'appuyant  sur  sa  seule  défini- 
tion; on  peut  aussi  raisonner  d'après  son  équation.  Si  Ton  prend 
pour  axe  X'OX  la  droite  des  centres  des  cercles,  et  pour  aie  Y'OY 
leur  axe  radical,  et  si  VotL  désigne  par  ±  r  l'ordonnée  des  points  a 
et  b,  et  par  x^,y\  les  coordonnées  du  point  P,  on  trouve  sans  peine 
que  l'équation  (32 1)  du  lieu  devient 

Les  points  à  Tinfini  sont  :  d'une  part  les  points  cycliques,  qui 
font  partie  du  lieu  parce  que  ce  sont  deux  des  points  communs  aux 
courbes  du  faisceau  ;  d'autre  part,  le  point  à  l'infini  sur  l'axe  radi- 
cal, qui  fait  partie  du  lieu  parce  que  c'est  l'un  des  sommets  de  leur 
triangle  conjugué  commun.  On  sait  que  les  tangentes  aux  deux 
premiers  passent  par  le  point  P  ;  ce  point  est  donc  le  foyer  singu- 
lier (§  94).  La  tangente  au  troisième,  qui  est  Tasymptote  réelle, 
passe  par  le  point  de  concours  des  polaires  de  P  :  on  le  détermine 
facilement  en  Q,  sur  la  droite  07  +  0:4  =  0,  qui  est  la  symétrique  de 
P  par  rapport  à  Taxe  radical,  ou  polaire  de  P  par  rapport  au  cercle 
de  rayon  infini  qui  fait  partie  du  faisceau.  C'est  ce  que  l'on  vérifie 
facilement  sur  l'équation;  elle  est  du  second  degré  en  j,  et  le  coef- 
ficient de  j^^  qui,  égalé  à  zéro,  donne  l'équation  dç  l'asymptote,  est 
x-\-x^.  Si  l'on  résout  par  rapport  à  j^,  il  vient 


x-^x^ 


Fig.  tta 
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et,  pour  construire  la  courbe,  il  suffira  de  faire  varier  x  de  —  x  à 
-f-oo  ,  chaque  valeur  de  x  donnant  deux  valeurs  pour  x»  Pour  que  i 
soit  réel^  il  faut  que  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  soit  posi- 
tive; or  cette  expressioQ  est  bicarrée  en  x,  et  Ton  voit  sans  peine 
que,  Tune  des  valeurs  de  x^  étant  négative,  deux  racines  de  ce 
trinôme  sont  toujours  imaginaires  et  les  autres  sont  toujours 
réelles.  Elles  sont  égales  et  de  signes  contraires  ;  et  les  substitutions 
4-00  ,  —  x^,  -hX|  et  4-00  font  voir  que  la  racine  négative  est  plus 
petite  que  —  x^  et  la  racine  positive  plus  grande  que  x^  :  soient  Or 
et  Oé/  ces  deux  valeurs  de  x;  jr  ne  sera  réel  que  lorsque  x  variera 
entre  Oc  et  Oc/,  parce  que  le  terme  x*  sous  le  radical  est  affecté  du 
signe  —,  et  la  courbe  sera  tout  entière  comprise  entre  les  parallèles 
à  Y'OY  menées  par  c  et  d.  Pour  x  =  Oc,  les  deux  valeurs  à^y  sont 
égales,  et  positives  si  Ton  suppose,  comme  dans  la  figure,  x^  etj^4 
positifs  :  soit  e  le  point  ainsi  obtenu,  en  ce  point  la  tangente  est  pa- 
rallèle à  Y'OY  ;  d  ailleurs  >  ne  peut  changer  de  signe  qu'en  passant 
par  zéro  ou  par  Tinfini;  or  pour  y^=^o^  Téquation  (322)  donne  les 
valeurs  imaginaires  x=ztr  y^— i  et  la  valeur  réelle  x^x^,  et  i 
n'est  infini  quepourx  =  — x^  Il  suitdelà  qu'une  valeur  de  j^  ne  peut 
changer  de  signe  que  pour  x==t:x4  :  les  deux  valeurs  y  sont  donc 
positives  de  x==:Oc  à  x  =  — x^;  l'une  d'elles  augmente  indéfini- 
ment, ce  qui  donne  la  branche  ef  asymptote  à  la  droite  ^Q,  et 

X  *  -f-  /•* 
l'autre  diminue  jusqu'à  devenir  égale  à— ^ ,  valeur  positive  qui 

donne  en  Q  le  point  de  concours  dés  polaires  de  P  par  rapport  aux 
cercles  du  faisceau  :  la  tangente  en  ce  point  s'obtient  facilement, 
c'est  la  polaire  de  P  par  rapport  au  cercle  du  faisceau  qui  passe  au 
point  Q  :  ona  ainsi  la  branche  eQ.  Dex  =  — x,  à  x=o,  les  valeurs 
de  y  sont  de  signes  contraires;  la  valeur  positive  variant  de  ^Qà 
-h  r,  et  la  valeur  négative  de  —  oo  à  —  r,  ce  qui  donne  les  branches 
Qma,y2  ;  en  a  et  £,  on  sait  que  les  tangentes  sont  les  droites  Pa,  P&. 
De  x=o  à  x=:x^,  les  valeurs  dejr  conservent  les  mêmes  signes  que 
précédemment,  Tune  d'elles  variant  derà  j^i»  ce  qui  donne  l'arc 
aP,  et  l'autre  de  —  r  à  zéro,  ce  qui  donne  l'arc  hh  :  on  sait  que  la 
tangente  en  P  est  la  droite  PQ.  Enfin  de  x  =:x^  à  x  =  Orf,  les  deux 
valeurs  de  y  sont  positives,  et  pour  x  =  Or/,  la  courbe  a  sa  tangente 
parallèle  à VOY  en  *. 

Il  y  a  quatre  tangentes  parallèles  à  Y'OY,  parce  que  le  point  à 
l'infini  sur  OY  appartient  à  la  courbe:  deux  d'entre  elles  sont  ima- 
ginaires; elles  seraient  toutes  réelles,  si  les  points  a  ^\.  h  étaient 
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tinaginairea,  auquel  cas  il  faudrait  affecter  7*^  du  signe  —,  et  la 
courbe  se  composerait  de  deux  parties  séparées  dont  Tune,  com- 
plètement fermée,  n'aurait  aucun  pointa  Tinfini.  Il  y  a  six  tan- 
gentes parallèles  à  X'OX  dont  les  points  de  contact  s'obtiennent 
en  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  j  par  rapport  à  jt  :  deux  d'entre 
elles  seulement  soiit  réelles  sur  la  figure. 

236.  —  La  cubique  générale  est  de  la  sixième  classe  ;  les  six  points  de 
contact  des  tangentes  issues  d'un  point  donné  sont  les  points  d'intersection  de 
la  courbe  et  d'une  conique,  qui  est  (§  87)  la  première  polaire  du  point  : 
les  premières  polaires  de  tous  les  points  du  plan  forment  un  réseau  ponctuel. 
La  Hessienne  de  ce  réseau  est  en  môme  temps  (§  109)  la  Hessienne  de  la  cu- 
bique considérée,  puisqu'elle  est  le  lieu  des  points  doubles  des  premières  po- 
laires qui  en  sont  douées.  Réciproquement,  Ton  démontre  que  toute  cubique 
est  la  Hessienne  de  trois  autres  cubiques  ayant  les  mêmes  points  d'inflexion 
qu'elle-même  ;  chacune  de  ces  cubiques  donne  lieu  à  un  réseau  de  coniques 
polaires  ;  ce  sont  les  trois  réseaux  (§  aa3)  dont  elle  est  la  Hessienne. 

Ou  démontre  aussi  que,  sur  les  neuf  points  d'inflexion  que  possède  une  cu- 
bique de  la  sixième  classe,  six  sont  toujours  imaginaires,  tandis  que  les  trois 
autres  sont  toujours  réels.  On  en  voit  deux  en  a  et  ^  sur  la  figure  1 12  ;  le  troi- 
sième est  en  dehors  des  limites  de  l'épure  sur  la  branche  e/,  et  sur  la  droite 
a^  en  vertu  d'un  théorème  déjà  démontré  (§  118). 

On  a  vu  que  neuf  points  déterminent  une  cubique  et  une  seule,  à  moins  que 
ce  ne  soient  les  neuf  points  communs  à  toutes  les  cubiques  d'un  faisceau, 
auquel  cas  le  neuvième  résulte  linéairement  des  huit  autres  :  on  tire  de  ce 
théorème  de  nombreuses  conséquences.  11  a  déjà  permis  (§  174)  de  démontrer 
le  théorème  de  Pascal.  Supposons  actuellement  qu'une  conique  coupe  la 
cubique  aux  six  points  i,  a,  3,  4*  ^i  <>*  et  que  Ton  trace  les  droites  la,  34,  56  :  la 
première  coupe  la  cubique  en  un  nouveau  point  a,  la  seconde  au  point  b  ;  ei 
toutes  les  cubiques  qui  passent  par  les  huit  points  i,  2,  3,  4t  5,  6  /?,  6  ont  un 
neuvième  point  commun.  Or,  le  système  des  droites  la,  34,  56,  passe  par  ces 

huit  points,  le  neuvième  point  est  donc  le  troisième  point  d'intersection  de  la 
cubique  avec  la  droite  56;  il  en  résulte,  en  considérant  la  conique  donnée  et  la 
droite  ab  comme  une  troisième  cubique  passant  par  les  huit  points,  que  si  Von 
fait  passer  trois  droites  par  les  points  d'intersection  d'une  conique  et  d'une 
cubique,  les  troisièmes  points  d'intei'section  de  ces  droites  et  de  la  cubique  sont 
en  ligne  droite.  En  particulier,  si  la  conique  se  réduit  à  deux  droites  con- 
Tondues,  et  si  l'on  désigne  sous  le  nom  de  tangeutiel  d'un  point  de  la  cubique 
le  troisième  point  d'intersection  avec  la  courbe  de  la  tangente  en  ce  point.  Us 
tangentiels  de  trois  points  en  ligne  droite  sont  en  ligne  droite.  Si  la  droite  est 
rejelée  à  l'infini,  les  points  d' intersection ,  à  distance  finie,  de  chaque  asi/mptote  avec 
la  courbe  sont  en  ligne  droite:  c'est  la  droite  ^st]  de  la  figure  ni.  Si  la.  conique, 
sans  se  réduire  à  une  variété,  est  trois  fois  tangente  à  la  cubique,  les  tangentiels 
des  trois  points  de  contact  d'une  conique  tritangente  sont  en  ligne  droite.  Si  elle  lui 
est  tangente  en  un  point  et  que  les  quatre  autres  points  d'intersection  soient 
ronfondus,  en  d'autres  termes,  si  une  conique  est  en  môme  temps  tangente  et 
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surosculatrice  à  une  cubique,  la  tangente  au  tangentieîdu  point  de  suroseulation 
va  passer  par  le  tahgentiel  du  point  de  contact.  Si  les  trois  points  de  contact  sont 
confondus  en  un  point,  qui  alors  est  sextactique  (§  95),  la  tangente  en  un  point 
sextactique  va  passer  par  un  point  d'inflexion. 

Réciproquement,  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  chaque 
point  d'inflexion  sont  sextactiques  ;  car  si  Ton  considère  la  conique  ayant  en 
Tun  d'eux,  a,  un  contact  du  quatrième  ordre  avec  la  cubique,  c'est-à-dire  pas- 
sant par  cinq  points  de  la  cubique  confondus  en  a,  elle  la  coupe  en  un  sixième 
point  h  ;  et,  d*après  les  théorèmes  précédents,  là  tangente  au  tangentiel  de  a, 
c'est-à-dire  l'une  des  tangentes  d'inflexion,  coupe  dé  nouveau  la  courbe  en  son 
troisième  point  d'intersection  avec  ab.  Mais  puisque  c'est  une  tangente  d'in- 
flexion, le  point  où  elle  coupe  de  nouveau  la  courbe  est  le  point  d'inflexion 
lui-môme,  donc  la  droite  ab  passe  par  le  point  d'inflexion,  c*est-à-dire  que 
b  coïncide  avec  a  :  donc  il  y  a  vingt-sept  points  sextactiques  qui  sont  les  pointfi 
de  contact  des  tangentes  menées  par  les  points  d'inflexion.  Trois  d'entre  eux  au 
moins  sont  réels  (un  pour  chacun  des  points  d'inflexion  réels),  et  neuf  au  plus. 

Il  résulte  d^un  théorème  démontré  (§  11 3)  que  toute  courbe  du  degré  m  qui 
passe  par  3m  —  i  points  d'une  cubique»  la  coupe  en  un  autre  point  flxe  :  les 
3m  points  d'intersection  de  la  cubique  avec  une  courbe  du  degré  m  ne  sont 
donc  pas  arbitraires.  Considérons  3p  —  i  courbes  du  degré  m  coupant  chacune 
la  cubique  en  3m  points  numérotés  de  i  à  3m  ;  par  les  3p  —  i  points  ayant  le 
même  numéro,  faisons  passer  arbitrairement  une  courbe  du  degré  p  ;  quelle 
qu'elle  soit,  elle  coupe  la  cubique,  d'après  ce  qui  précède»  en  un  dernier  point 
flxe.  On  obtient  ainsi,  en  faisant  varier  le  numéro  de  i  à  3m,  3m  derniers 
points  qui  sont  sur  une  courbe  du  degré  m ,  ce  qui  est  un  théorème,  puisqu'ils 
sont  en  môme  temps  sur  la  cubique.  Il  se  démontre  en  appliquant  celui  qui 
vient  d'être  rappelé  (§  1 13)  aux  points  d'intersection  de  la  cubique  avec  les  deux 
courbes  du  degré  3mp  formées,  la  première  des  3/?  —  i  courbes  du  degré  m 
données  et  d'une  courbe  quelconque,  du  môme  degré,  passant  par  3m  —  i  des 
3m  derniers  points,  la  seconde  des  3m  courbes  du  degré/?,  chacune  desquelles 
joint  les  points  qui  ont  le  môme  numéro.  C'est  la  généralisation  du  premier 
des  théorèmes  précédents,  et  l'on  peut  en  tirer  également  de  nombreuses  con- 
séquences. 


QUELQUES  EXEMPLES  DE  COURBES  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ 

287.  Hypooyclolde    à   trois  rebroussements.  —   Les 

courbes  du  quatrième  degré,  ou  quarttques,  sont  en  général  de  b 
douzième  classe.  Leur  classe  peut  s'abaisser  d'après  la  formule  (i5o) 
jusqu'à  la  troisième,  lorsqtrelles  admettent  des  points  doubles, 
dont  le  nombre  maximum  (§  11 5)  est  égal  à  trois:  elles* peuvent 
aussi  avoir  un  point  triple. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  construire  la  courbe 
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Son  équation  est  bicarrée  en  j,  ce  qui  permettrait  de  la  résoudre 
par  rapport  à  cette  variable,  mais  il  est  plus  simple  de  la  transfor- 
mer en  coordonnées  polaires,  ce  qui  donne 

p^  -h  8/-p'  cos  (I)  (4  cos'  (I)  —  3)  4- 1 8/-^p^  —  a  7  /•* = o . 

On  remarque  alors  sans  peine,  en  résolvant  par  rapport  à  cosb),  que 
pour  une  valeur  de  p,  cos  b)  n'est  réel  que  si  p  est  compris  entre  r  et 
3r,  ou  bien  entre  —  r  et  —  3r,  de  sorte  que  la  courbe  est  tout  entière 
comprise  entre  les  deux  cercles 


X^  -f-  yS  :^  l-a 


jr*H-y^z=gr^. 


Olt, 


D'ailleurs,  réquation  ne  change  pas  si  Ton  change  d»  en  0)+-:^; 

il  suffira  dono de  considérer  celle  des  valeurs  de  cosca,  correspondante 

à  une  valeur  de  p  comprise  entre  r  et  3r,  qui  varie  de  — an — . 

Cette  valeur  fournit  la  branche  de  courbe  ac,  normale  en  a  et  eau 
cercle  de  rayon  3r,  et  tangente  en  b  au  cercle  de  rayon  r:  on  en 
conclut  le  reste  de  la  courbe  (fig.  ii3).  La  courbe  a  trois  rebrous- 


Fig.  iiJ 

sements,  elle  est  par  suite  de  la  troisième  classe  ;  c'est  Vhypocy^ 
cloîde  engendrée  par  le  mouvement  d'un  point  d'un  cercle  de 
rayon  r  roulant  sans  glisser  sur  le  cercle  de  rayon  '5r  et  à  son  inté» 

PicocGT,  Géom.  analyt.  ^^ 
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rieur;  cllu  est  définie  par  la  condition  arc  (/c=arc  dm.  On  la  ren- 
contre aussi  en  cherchant  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  du  cercle  circons- 
crit sur  les  côtés  d'un  triangle  (§  136),  lorsque  le  point  décrit  le 
cercle  circonscrit.  Elle  est  liilangente  à  la  droite  de  l'inOni  aux 
points  cycliques. 

S38.  Pod&tre  nAgatlvfl  d'ellipse  on  dliyperbole.  —  Les  quarliques  de 
la  troisième  classe  sont  les  corrélative  a  des  cubiques  de  la  quatrième  classe, 
par  suite  des  cubiques  à  point  double.  On  peut  donc  en  donner  un  mode  de 
gcnéralion,  corrélalif  du  mode  général  indiqué  (g  333)  pour  ces  dernières. 
Celles-ci  uyant  un  point  double,  les  premières  ont  une  tangente  double  :  st 
l'onsuppoie  que  ce  soit  la  droite  de  l'infini,  et  ai  l'on  fuit  correspondre  au% 
deux  points  fixes  de  la  cubique  deux  tangentes  isotropes  de  la  quartique,  ce 
mode  de  génération  devient  particulièrement  intéressant  ;  l'on  voit  ainsi  que 
toule  quartique  à  trois  rebrouaementt  bilangente  à  la  droite  de  f  infini  est  l'enve- 
loppe de  In  peiyendiculaire  (levée  à  l'extrÉmité  du  rayon  variable  qui,  partant  du 
foyer  de  la  courbe,  oboutil  en  un  point  variable  d'une  ceiiaine  conique  passant  par 
te  foyer,  d'où  il  suit  que  la  conique  est,  par  rapport  au  Toyer  considéré,  la  po- 
daire  de  la  quartique,  ce  qu'on  exprime  encore  en  disant  que  la  quartique  est 
\apodaire  négative  de  la  conique.  On  trouve  en  efTet,  d'uprès  les  formules  du 
§  3ag,  que  la  podaire  d'une  courbe  de  la  troisième  classe,  bilangente  à  la  droite 
de  l'infini,  par  rapport  ii  son  foyer,  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  passant 
par  ce  point.  On  démon  Ire  aussi  que  la  podaire  négative  d'une  ellipse  ou  d'une 
hyperbole  par  rapport  à  l'un  de  ses  points  est  une  quartique  ft  trois  rebrousse- 
ments  bitangenle  ii  la  droite  de  l'infini  et  ayant  le  point  pour  foyer.  On  peut 
facilement  la  construire  d'après  sa  définition,  et  l'on  a  ainsi  un  nouvel  exem- 
ple de  lu  quartique  à  trois  rebroussements. 

L'énoncé  précédent  suppose  que  la  quartique  a  un  foyer  ;  elle  en  a  un  el  un 
seul,  c'est  ce  qui  ressort  (§  g  j)  de  ce  qu'elle  est  de  la  troisième  classe  et  bitan- 
genle A  la  droite  de  l'infini.  Si  cependant  les  points  de  contact  sont  les  points 
cycliques,  comme  dans  l'tiypocycloïde  à  trois  rebroussements,  elle  n'a  plas  de 
foyerct  le  mode  de  génération  ne  s'applique  plus. 

S89.  Podaire  d'ellipse  ou  d'hyperbole.  Limapon  de 
Pascal.  Gardioîde.  —  Il  résulte  des  formules  du  §  339,  que  la 
podaire  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  est  une  quartique  uai- 
cursale  dont  les  trois  points  doubles  sont  le  point  donné  et  les  points 
cycliques.  Le  premier  est  de  rebroussement  s'il  est  choisi  sur  la 
conique  ;  quant  aux  derniers,  cela  ne  peut  arriver  que  si  la  coni- 
dc  la  podaire  est  en  effet  (§  22g),  en 
]ar  réqualion  tangenlielle  (211) 

.l')-(-A:i.-*-H2H.rr-f-B,i»=o      (3a4) 
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el  l'on  trouve,  en  appliquant  la  formule  (i 4^),  que  Téquation  du 
système  des  tangentes  en  Tun  des  points  cycliques,  par  exemple 
celui  dont  la  direction  est  définie  par 


est 

> 

Pour  qu'elles  soient  conrondues,  il  faut  avoir 

d'où  Ton  conclut 

HC-GF=/iA3  =  o. 

Comme  A3  n'est  pas  supposé  nul,  et  les  coordonnées  étant  rec- 
tangulaires, la  conique  donnée  est  un  cercle. 

Si  donc  la  conique  n'est  pas  un  cercle,  el  si  le  point  donné  n'est 
pas  sur  la  conique,  aucun  des  points  doubles  de  la  podaire  n'est  un 
point  de  rebroussement,  et  elle  est  de  la  sixième  classe. 

Si  le  point  est  sur  la  conique,  il  est  de  rebroussement  pour  la 
podaire,  et  sa  classe  s'abaisse  d'une  unité.  Si,  la  conique  étant  un 
cercle,  le  point  donné  n'est  pas  sur  le  cercle,  les  points  cycliques 
sont  des  points  de  rebroussement  et  la  podaire  est  de  la  quatrième 
classe:  enfin,  si  le  point  est  sur  le  cercle,  il  est  aussi  de  rebrous- 
sement pour  la  podaire,  dont  la  classe  s'abaisse  alors  à  la  troisième. 

Examinons  le  cas  du  cercle  :  les  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires passant  par  le  point  donné,  et  le  centre  du  cercle  étant  sup- 
posé sur  l'axe  X'OX,  on  trouve,  en  cherchant  les  coefficients  tan- 
gentiels  du  cercle,  que  l'équation  de  la  podaire  est  la  suivante  : 

(a^^y^jr^a^Y^,^(a:i^jt)^o.  (3a5) 

t 

Si  on  la  transforme  en  coordonnées  polaires,  il  vient,  en  divisant 
par  p^ 

1»    « 
OU 

p^X,COSw:i:r  {^'à6} 
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ce  qui  prouve  que,  si  la  courbe  est  la  podaire  de  l'origine  par  rap- 
port au  cercle  dont  le  centre  est  en  a,  au  point  de  Taice  X'OX  qui 
a  pour  abscisse  x^  (fig.  114)9  elle  s*obtient  encore  en  décrivant  le 


X 


Fig.  n/f 

cercle  ayant  pour  diamètre  0/z,  et  portant  sur  chaque  rayon  0;^  de 
ce  cercle,  de  part  et  d'autre  du  point  p^  une  longueur  constante 
égale  au  rayon  du  premier  cercle.  La  nouvelle  équation  (326)  de  la 
courbe,  jointe  à  ses  deux  définitions^  dispense  de  toute  discussion  : 
elle  a  la  forme  indiquée  (fig.  ii4)y  c*est  le  limaçon  de  Pascal,  La 
seconde  définition  résulte  facilement  de  la  première;  car  si  Ton 
considèrQ  le  rayon  Om  du  limaçon,  perpendiculaire  sur  la  tangente 
mb  diL  premier  cercle,  il  rencontre  le  second  cercle  au  point  p,  et 
la  droite  a^,  étant  perpendiculaire  à  Om,  est  parallèle  à  mb\  par 
suite  la  longueur  mp  est  égale  au  rayon  ab. 

Si  le  point  0  est  sur  le  cercle  de  centre  a,  la  podaire  a  un  re- 
broussement  en  0  ;  sa  classe  s'abaisse  à  la  troisième,  et  elle  prend 
alors  le  nom  de  cardioïde. 


240.  Qaartiqae  à  point  triple.  —  Les  trois  points  doubles  d'une  qaartique 
peuvent  être  remplacés  (§  ii5)  par  un  point  triple.  Si  l'on  prend  ce  point  pour 
origine,  et  si  l'on  suppose  d'abord  que  les  trois  tangentes  au  point  triple  sortt 
confondues,  l'équation  de  la  courbe  aura  la  forme 
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?4(•^.J)-^-(«••^-^-«lV)'  =  o 

dans  laquelle  9^  est  une  fonction  homogène  du  quatrième  degré,  en  x  et  j-. 
On  peut  toujours  prendre  la  tangente  à  l'origine  pour  axe  Y'OY  ;  Féquation 
devient  alors 


On  trouve  alors  pour  la  Hessienne  (§  98)  Féquation 


(3a7) 


11  suit  de  là  que,  en  dehors  de  Torigine  qui  absorbe  vingt-deux  points  d'in- 
flexion, la  courbe  n'en  possède  que  deux,  réels  ou  imaginaires  ;  l'étude  do  la 
première  polaire  d'un  point  apprend  d'ailleurs  qu'elle  est  de  la  quatrième  classa: 
Enfin  si  Ton  élimine  z  entre  l'équation  (327)  de  la  courbe  et 

ux-^vjr-hwz  —  o 

et  si  Ton  écrit  les  conditions  pour  que  le  résultant  soit  au  carré  parfait,  on 
trouve  un  système  unique  de  valeurs  ;  ce  qui  prouve  que  la  courbe  a  toujours 
une  tangente  double  réelle.  Supposons  que  ce  soit  la  droite  de  l'infinii  et  que 
les  points  de  contact  soient  les  points  cycliques,  ce  qu'on  peut  toujours  obte- 
nir au  moyen  d'une  transformation  homographique,  l'équation  prend  alors  la 
forme  simple 

(x'  -hj^^y  —  ax^  =  o. 

Si  Ton  coupe  par  la  droite  variable  .r  =  /-r,  on  trouve  pour  x  cix  en  fonc- 
tion de  e 

a  at 


.1;  = 


(1+/^) 


r  = 


(i^tT 


Faisant  ensuite  varier  t  entre  les  valeurs  —  oo ,  o,  +  qo  ,  on  trouve  la  courbe 
représentée  (fig.  1 15),  dont  le  point  triple  à  l'origine  ne  parait  présenter  aucune 


X 


Fig.  ii5 

singularité,  ainsi  que  cela  a  été  expliqué  (§  io3),  et  dont  les  points  de  contact 
des  tangentes  parallèles  à  Taxe  X'OX  sont  en  rz  et  6  à  Tintersection  de  la  droite 
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et  du  cercle 


241.  —  Si  deux  tangentes  au  point  triple  sont  confondues,  la  troisième 
étant  distincte,  une  étude  analogue  à  la  précédente  montre  que  la  courbe  est 
de  la  cinquième  classe,  et  qu'elle  a  deux  tangentes  doubles,  réelles  ou  imagi- 
naires. 

Si  Ton  prend  pour  axe  Y'OY  la  tangente  qui  est  la  superposition  de  deux  tan- 
gentes au  point  triple,  et  la  troisième  pour  axe  X'OX,  Véquation  de  la  courbe 
aura  la  forme 

On  trouve  pour  la  Hessienne,  abstraction  faite  du  facteur  x^,  Téquation 

Éliminant  x'-^jr  entre  les  deux  équations,  on  trouve  une  équation  homogène 
et  du  quatrième  degré  en  a:  et  x,  qui  représente  le  système  des  droites  joignant 
le  point  triple  aux  points  d'inflexion  :  ceux-ci  sont,  par  conséquent,  au  nom- 
bre de  quatre. 

Si  Ton  suppose  que  Tune  des  tangentes  doubles  est  la  droite  de  Tinfini,  et 
que  les  points  de  contact  sont  les  points  cycliques,  on  aura  à  construire  la 

courbe 

(j:*  -h  r')*  -  ax^jr  =  o. 

t)n  coupera  encore  par  la  droite  ^r=r.r,  et  on  jtrpuvera  la  courbe  représentée 


(flg.  1 16),  dont  les  points  d'inflexion  sont  imaginaires  sur  les  droites 
et  doQt  la  seconde  tangente  double  est  la  droite  réelle 


n 
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qui  touche  la  courbe  on  deux  points,  situés  sur  les  bissectrices  de  Fangle 
des  axes. 

248.  —  EnQn  si  les  trois  tangentes  sont  distinctes,  on  sait  (§  no)  que,  au 
point  de  vue  de  la  classe  et  du  nombre  des  points  d*inflexion,  c'est  comme  si 
la  courbe  avait  trois  points  doubles  distincts  ;  elle  est  donc  de  la  sixième  classQ 
et  elle  possède  six  points  d'inflexion  ;  elle  a  aussi  quatre  tangentes  doubles, 
réelles  ou  imaginaires. 

Si  Ton  suppose  encore  que  Tune  des  tangentes  doubles  est  à  Tin  On  i  et  touche 
la  courbe  aux  points  cycliques,  et  si  les  tangentes  à  Torigine  sont  les  bissec- 
trices de  l'angle  des  axes  et  Taxe  X'OX,  Tôquation  prend  la  forme 

On  construira  la  courbe  par  lé  môme  procédé,  et  Ton  trouvera  quelle  a  la 
Torme  représentée  (Gg.  117)  ;les  trois  tangentes  doubles  différentes  de  la  droite 


rig.  117 

de  rinflni  sont  manifestes  sur  la  figure,  Tune  d'elles  est  la  droite/  :=  '~;etles 
six  points  d'inflexion  sont  imaginaires. 

248.  Ovales  de  Descartes.  —  Toutes  les  quartiques  étudiées  jusqu'à  pré- 
sent sont  unicursales  :  un  type  des  plus  simples,  parmi  celles  qui  ne  le  sont 
pas,  est  celui  des  ovales  de  Descaries,  Ces  courbes  se  définissent  par  la  proprié- 
té suivante  :  il  existe  une  même  relation  linéaire  entre  les  rayons  vecteurs  if ui  joi- 
gnent un  point  quelconque  de  la  courbe  à  deux  points  fixes.  De  cette  définition, 
on  conclut  sans  difficulté  l'équation  de  la  courbe  qui  est  du  quatrième  degré 
et  qui  admet  les  points  cycliques  pourpoints  derebrousscments.  La  droite  qui: 
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joint  les  deux  points  fixes  est  nn  axe  de  la  courbe  ;  ceUe-d  ne  peut  donc  avoir 
d'autre  point  double  que  les  points  cycliques,  car  elle  admettrait  alors. le  symé- 
trique par  rapport  à  Taxe,  ce  qui  est  impossible,  puisqu'étant  du  quatrième  de- 
gré elle  ne  peut  avoir  plus  de  trois  points  doubles.  Exceptionnellement,  elle 
peut  en  avoir  un  sur  Taxe  ;  elle  dégénère  alors  en  limaçon  de  Pascal.  Il  suit 
de  là,  par  les  formules  de  Plûcker,  qu'en  dehors  de  ce  cas  elle  est  de  la  sixiè- 
me classe,  et  qu'elle  possède  huit  points  d'inflexion  réels  ou  imaginaires,  et 
une  tangente  double.  Son  équation  en  coordonnées  polaires,  rapportée  à  Taxe 
et  à  Tun  des  points  fixes,  a  la  forme 

p' —  a  (ûf  4- ^  cos  co)  p  4- c' =  o. 

C'est  au  moyen  de  cette  équation  qu*il  est  le  plus  simple  de  construire  la 
courbe  :  si  Ton  donne  aux  paramètres  a^b^c^  des  valeurs  numériques  et  si 
Ton  veut  construire,  par  exemple,  la  courbe  dont  Féquation  polaire  est 


p' —  a  (a  4- 5  cosw)  p  4-1  =  o 


(3a8) 


on  résoudra  par  rapport  à  p  et  on  fera  varier  c»  de  —  t:  à  4-  r.  Il  est  clair  en 
effet  qu'il  suffit  de  faire  varier  eu  dans  un  intervalle  de  an  puisque  cet  angle 
n'entre  dans  l'équation  que  par  ses  lignes  trigonométriques.  D'ailleurs  si  Ton 
change  o>  en  —  eu,  p  ne  change  pas  ;  la  courbe  est  donc  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  polaire  et  il  suffira  de  faire  varier  eu  de  -  tc  à  zéro  pour  avoir  en- 


Fig.  ii8 


suite,  par  symétrie,  le  reste  de  la  courbe.  On  obtient  ainsi  la  courbe  de  la  fi- 
gure ii8  :  les  tangentes  menées  du  pôle  sont  les  droites  isotropes,  et  les  droi- 
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tes  réelles  Oa,  0//,  Or,  Od^  qui  font  avec  Taxe  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

I  3 

±  -  et  ±  -7- ;  on  les  trouve  en  égalant  à  zéro  le  radical  de  Téquation  (328)  ré- 
solue. La  courbe  se  compose  de  deux  ovales,  qui  se  réunissent  lorsque  le 
terme  constant  c  est  nul,  auquel  cas  on  a  un  limaçon  de  Pascal» 

L'origine  est  un  foyer  ;  on  démontre  que  Tautrc  point  fixe  est  également  un 
foyer  et  qu'un  troisième  foyer  est  en  ligne  droite  avec  les  deux  premiers  : 
deux  quelconques  d'entre  eux  peuvent  servir  à  définir  la  courbe  par  la  propriété 
des  rayons  vecteurs.  Il  y  a  aussi  un  foyer  singulier,  point  de  rencontre  des 
tangentes  de  rebroussement  à  chaque  point  cyclique. 

Réciproquement,  on  démontre  que  si  une  quartique  admet  les  points  cycli- 
ques pour  points  de  rebroussement,  de  ses  trois  foyers  sont  en  ligne  droite,  et 
que,  si  ces  foyers  sont  réels»  eUe  peut  être  définie  par.  leur  moyen  comme  les 
ovales  de  Descartes. 

Ces  courbes  ont  été  étudiées  par  un  grand  nombre  de  géomètres  ;  elles  jouis- 
sent de  propriétés  cnrieuses,  dont  une  des  plus  importantes,  qui  résulte  immé- 
diatement de  leur  équation  polaire,  est  la  suivante  :  la  stmtme  algébrique  des 
distances  d^un  foyer  aux  quatre  points  d'intersection  d*une  droite  quelconque  avec 
la  courbe  est  constante.  On  trouvera  également  (§  249)  plusieurs  modes  de  gé- 
nération des  ovales  de  Descartes. 

244.  Ovale  de  Gassini.  Lemniscate  de  Bemooilli.  —  Le  lieu  des 
points  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  à  deux  points  fixes  est  constant 
est  aussi  une  quartique  dont  ces  points  sont  deux  foyers  :  elle  porte  le  nom 
d'ovale  de  Cassini,  Son  équation,  qui  s'établit  aisément,  est  la  suivante 

EUe  admet  les  points  cycliques  pour  points  doubles,  et  est,  en  général,  de  la 
huitième  classe.  Dans  le  cas  particulier  où  Ton  a  c  =  a,  l'origine,  qui  est  le 
point  milieu  du  segment  des  foyers,  est  aussi  un  point  double.  La  courbe  est 
alors  la  Icmniscate  de  Bemouilliy  déjà  étudiée  (§  m)  :  elle  est  unicursale. 
L'équation  se  discute  sans  peine  en  résolvant  par  rapport  à  y,  ou  bien  en 


transformant  en  coordonnées  polaires,  et  la  figure  119  montre  les  différentes 
formes  que  peut  affecter  la  courbe  suivant  que  ^  est  plus  grand  ou  plus  petit 
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que  c.  Dans  le  premier  cas^  elle  se  compose  d*une  branche  unique,  dans  le 
second  de  deux  ovales  distinctes.  La  lemniscate»  qui  a  un  point  double,  corres- 
pond au  cas  intermédiaire,  où  a  =  c. 

245.  Quartiqae  k  un  point  double.  ^-  Considérons  un  faisceau  ponc- 
tuel de  coniques 

C4-hXCa  =  o 

et  un  faisceau  de  couples  de  droites  en  in?olution,  issues  de  l'origine 

A|  -H  JJ1A2  =  o 

datis  Téquation  duquel,  par  conséquent,  Â|  et  Aj  sont  homogènes  et  du  se- 
cond degré  en  jc  eijr.  Établissons  entre  X  et  |ji  une  relation  homographique 

flX|X  H-  /[»X  H-  cp.-+-  «?  =  o 

et  éliminons  X  et  (x  entre  ces  trois  équations  :  nous  aurons  le  lieu  du  point 
d'intersection  d'un  couple  du  second  faisceau  avec  la  conique  correspondante 
du  premier.  L'équation  du  lieu  est 

{rt  A|  —  /vAo)  C^  =  (cA^  —  rfAj)  C2. 

Elle  représente  une  quartique  dont  l'origine  est  un  point  double,  et  qui 
passe  par  les  points  qui  servent  de  base  au  faisceau  de  coniques.  Les  tangentes 
à  l'origine  ont  pour  équation,  en  désignant  par  c^  et  c,  les  termes  constants 
dans  les  équations  des  coniques  G|  et  C2, 

(«A,  —  bk^c ,  =  (c  A| — dk^jc^ . 

Chacune  d'elles,  en  dehors  du  point  double,  coupe  la  quartique  en  un  qua- 
trième point  qui,  satisfaisant  aux  deux  équations  précédentes,  satisfait  aussi 
à  la  suivante 


t\        C, 


laquelle  représente  la  conique  du  faisceau  qui  passe  par  l'origine. 

Réciproquement,  on  démontre  que  toute  quartique  à  un  point  double  peut  être 
ainsi  engendrée  d'une  infinité  de  manières  ;  on  peut  se  donner  arbitrairement  sur  la 
quartique  deux  des  jwints  qui  servent  de  base  au  faisceau  des  coniques.  Les  deux 
autres  s'obtiennent  alors  en  faisant  passer  une  conique  par  les  deux  premiers, 
par  le  point  double  et  par  les  quatrièmes  points  d'intersection  avec  la  quartique 
des  tangentes  au  point  double  ;  ce  sont  les  deux  derniers  points  d'intersection 
de  la  conique  et  de  la  quartique  ;  et  chaque  conique  du  faisceau  ainsi  défini 
coupe  alors  la  quartique  en  quatre  nouveaux  points  'situés  sur  deux  droites 
conjuguées  d'un  faisceau  en  involution  dont  le  sommet  est  le  point  double  de 
la  quartique. 

Une  quartique  à  un  point  double  est  de  la  dixième  classe  ;  on  peut  donc  lui 
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mener  du  point  double  six  tangentes:  on  démontre  que  les  points  de  contact  de 
ces  six  tangenies  sont  sur  une  même  conique,  L'en?eloppe  des  droites  qui  coupent 
harmoniquement  cette  conique  et  la  conique  variable  du  faisceau  ponctuel  qui 
vient  d'être  déterminé  est.(§  216, 10)  la  conique  variable  d'un  faisceau  tangen- 
tiel  :  on  démontre  également  que  le  faisceau  en  involution  qui  sert  à  la  généra- 
tion de  la  quartique  est  le  système  des  tangentes  menées  de  Vorigine  à  toutes  les  co- 
niques du  faisceau  tangentieL 
Considérons,  comme  application,  la  quartique  à  nœud 

(.r»  4-7» + 4)  (.r'  -^»)  -h  5x{x'  -  aj  »)  =  o.  (329) 

Dans  cet  exemple,  les  tangentes  à  l'origine  sont  les  droites 

.r^  — ^'  =  o  (33o) 

parallèles  en  même  temps  aux  bissectrices  de  l'angle  des  axes  et  aux  deux 
asymptotes  réelles.  Leurs  quatrièmes  points  d'intersection  avec  la  courbe  sont 
donc  à  l'infini  sur  ces  droites,  et  l'une  des  coniques  qui  déterminent  le  fais- 
ceau ponctuel  sera,  par  exemple,  l'hyperbole  équilatère 

X*— ^'— a.r  =  o 

qui  passe  par  ces  points  et  par  le  point  double.  Elle  coupe  la  quartique  en  qua- 
tre  autres  points,  qui  servent  de  base  au  faisceau  :  une  seconde  conique  du 
faisceau  s'obtiendra  en  éliminant  x'  —jr^  entre  les  équations  (329)  et  (33o),  ce 
qui  donne  en  divisant  par  .r 

7.r'-8r'H-8  =  o 
et  l'équation  générale  des  coniques  du  faisceau  est  alors 

,r'(7-hX)-j'(8-h)i)-a/LrH-8  =  o.  (33 1) 

On  veiTa  d'ailleurs  plus  loin  (§  247)  que  les  points  de  contact  des  six  tangen- 
tes menées  de  l'origine  à  la  quartique  sont  sur  le  cercle 

.r'H-^'  — 4  =  0.  (332) 

Si  l'on  exprime  qu'une  droite  coupe  harmoniquement  la  conique  (33 1)  et  le 
cercle  (332),  on  trouve  en  appliquant  la  condition  (292) 

qui  est  l'équation  tangentielle  d'un  faisceau  tangentiel  de  coniques. 

Si  l'on  y  fait  w  =  o,  on  obtient  le  faisceau  des  tangentes  menées  par  l'origine 
à  ces  coniques 

5  (211' —  p') -H  X  (a' —  i'*)  =  o 

ou,  en  coordonnées  ponctuelles,  par  suite  de  Télimination    de  u  et  v  entre 
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et  la  précédente, 
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UJ7+  Pjr^O 


5(ar»-ar»)4.X{x'-j»)  =  o, 


Si  l'on  élimine  maintenant  X  entre  cette  équation  et  Téquation  (33 1),  on 
trouve  l'équation  (3ag)  de  la  quartique,  ainsi  que  c'était  annoncé. 


Fig.  130 

Pour  construire  la  courbe  (329),  posons  x  =  e.v;  on  en  conclut 


'X-  (i  - /♦)  -h5x(i  -  2/-)-+-4(i  -/»)  ^o 


d'où 


•j 
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_  5(i/'~  i)  *.  s/iSiit^-iy  -  i6(i  -/'^(i  -t-r^) 

L'expression  sous  le  radical  est  du  sixième  degré  et  bicubique  en  r  ;  si  l'on  y 
considère  t^  comme  l'inconnue^  on  voit  sans  peine  qu'elle  a  trois  racines  posi- 
tives séparées  par  o,  -,  i,  et  +  qo  ;  des  substitutions  intermédiaires  montrent 

I     13k 

qu'elles  sont  très  voisines  de  5,  r  et  6,5  ;  d'où  il  suit  que  les  six  valeurs  de  /  sont 

réelles  et  voisines  de  zt.  0,357  ;  ±z  o,8i5;  et  ±  2,55.  Désignons-les  par  dz  /,, 
=b  r^,  di  r,.  L'expression  sous  le  radical  n'est  positive,  et  par  suite  x  et  ^  ne  sont 
réels,  que  pour  des  valeurs  de  /  comprises  entre  —  /,  et—  r„  entre  —  /,  et 
+  /,,  et  entre  +  r,  et  4-/3  ;  d'ailleurs  à  chaque  valeur  de  /  correspondent  deux 
systèmes  de  valeurs  pour  x  et  jr.  Ainsi  pour  /  =  —  /,„  ces  deux  valeurs  sont 
égales;  a:  est  négatif,  x  ^^t  positif,  et  Ton  obtient  un  point  a  de  la  courbe  pour 
lequel  la  tangente  est  la  droite  j  =  —  /3X  ;  /  variant  ensuite  de  —  r,  à  —  /,  l'une 
des  valeurs  de  x  fournit  la  branche  abc  (flg.  120),  qui  passe  à  Finfini  pour  /  =  —  1 , 
et  l'autre  la  branche  aOc  qui  passe  à  l'origine  pour  la  même  valeur  de  /  ; 
au  point  c  la  courbe  est  tangente  à  la  droite  ^  =  —  /,x.  De  —  /,  à  +  /,,  on  a 
de  même  l'ovale  defg  tangente  aux  droites  .r  =  :l=  /,x  et  coupant  l'axe  X'OX 
aux  points  x  =  —  i,  x  =  —  4.  Enfin  /  variant  de  /,  à  /„  on  a  la  branche  hklO 
symétrique  de  la  première  par  rapport  à  l'axe  X'OX. 

Les  points  à  l'infini  sont  les  points  cycliques  et  les  points  à  l'infini  sur  les 
bissectrices  de  l'angle  des  axes:  à  ces  derniers  correspondent  deux  asymptotes 
réelles,  que  Ton  trouve  par  la  formule  du  §  90,  et  dont  les  équations  sont 

4(jp*r)=5. 

5 
Elles  se  coupent  au  point  n  de  Taxe  X'OX  dont  l'abscisse  est  égale  à  -. 

4 


TRANSFORMATION   PAR  RAYONS  VECTEURS  RÉCIPROQUES 

246.  —  L'étude  des  courbes  du  quatrième  degré  amène  à  dire 
quelques  mots  d'une  transformation  très  importante^  à  laquelle  on 
a  donné  le  nom  de  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques 
et  qui  consiste,  étant  donnés  un  pôle  0  et  une  courbe  quelconque,  à 
transformer  tout  point  m  de  la  courbe  situé  sur  le  rayon  vecteur 
Om  suivant  le  point  m^  du  même  rayon  vecteur  tel  que  l'on  ait 

Le  point  0  est  lepôle,  et  la  longueur  r  est  le  paramétre  de  la  trans- 
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formation  :  on  voit  que  les  points  m  et  m,  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  extrémités  du  diamètre  intercepté  par  le 
rayon  Om  sur  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  r,  qu'on  appelle 
cercle  d'inversion.  Deux  courbes  transformées  sont  dites  inverses 
Tune  de  Vautre. 

Les  relations  qui  lient  les  coordonnées  {x,j)  du  point  m  aux 
coordonnées  (oTp^J  du  point  m^  s'obtiennent  aisément  ;  ce  sont 

Elles  sont  réciproques,  et  l'on  en  tire 

0?=         '  •  * 


* 

comme  cela  devait  être  puisque  le  point  m  se  déduit  du  point  m, 
comme  celui-ci  du  premier.  C'est  une  transformation  rationnelle 
du  second  ordre  (§  1 17),  symétrique,  et  dont  les  trois  points  princi- 
paux sont  le  pôle  0^  et  les  points  cycliques.  Les  formules  du  §  117 
montrent  alors  que  l'on  a  entre  le  degré  m  de  la  courbe  proposée,  le 
degré  de  multiplicité  p  du  pôle  0  et  le  degré  de  multiplicité  q  des 
points  cycliques  relativement  à  cette  courbe,  et  les  nombres  ana- 
logues m\  p\  q  relativement  à  la  transformée,  les  formules 

m' =  ^m  —  p  —  2q         p'c=m  —  2q         q  =m  —  p  —  q,    (333) 

Ainsi  une  droite  se  transforme  en  un  cercle  passant  par  le  pôle, 
un  cercle  quelconque  en  un  cercle  quelconque,  et  une  conique  en 
une  cubique  circulaire  ayant  un  point  double  à  l'origine,  sielle- 
mème  y  passe  ;  sinon  en  une  quartique  bicircuiaire^  c*est-à*dire  ad- 
mettant les  points  cycliques  pour  points  doubles. 

La  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  jouit  de  la 
propriété  curieuse  de  conserver  les  angles  ;  elle  se  démontre  im- 
médiatement en  considérant  les  tangentes  en  l'un  des  points  d'in- 
tersection de  deux  courbes,  et  leurs  cercles  transformés  qui  se  cou- 
pent au  pôle  sous  le  même  angle  que  ces  tangentes. 

Cette  transformation  se  rencontre  dans  une  foule  de  problèmes: 
on  en  a  vu  un  exemple  (§  204,  34)  ;  on  en  trouve  un  autre  dans  Fé- 
iude  des  podaires.  Il  est  clair  que  si  Ton  prolonge  la  perpendicu- 
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laire  Om  abaissée  du  poinl  0  sur  une  tangente  variable  d*une 
courbe  donnée,  jusqu'en  un  point  /;  tel  que  Ton  ait 

« 

le  point />  esi  par  rapport  au  cercle  d'inversion  le  pôle  de  la  tan- 
gente variable,  et  par  suite  (§  217)  décrit  la  polaire  réciproque  de 
la  proposée  par  rapport  au  cercle  d'inversion.  Ainsi  toute  podaire 
est  rinverse  de  la  polaire  réciproque  de  la  proposée  par  rapport  à 
tout  cercle  ayant  pour  centre  l'origine  des  rayons  vecteurs.  Pour  la 
même  raison,  toute  podaire  négative  (§  288)  est  la  polaire  réciproque^ 
par  rapport  à  tout  cercle  ayant  pour  centre  F  origine  des  rayons  vec- 
teurs, de  rinverse  de  la  proposée  par  rapport  au  même  cercle,  pris 
pour  cercle  d'inversion.  Le  premier  de  ces  énoncés  permet  d'écrire 
immédiatement  les  formules  (333)  au  moyen  des  formules  du  §  22g, 
relatives  aux  podaires  ;  car,  en  vertu  de  cette  propriété,  le  degré 
d'une  podaire  ou  d'une  inverse,  et  l'ordre  de  multiplicité  de  l'origine 
ou  des  points  cycliques,  dans  l'une  ou  dans  l'autre,  s'expriment  de 
la  même  façon,  pour  la  podaire,  en  fonction  de  la  classe  de  la  pro- 
posée, de  l'ordre  de  multiplicité  de  la  droite  de  TinQni  ou  des 
droites  isotropes  menées  par  Torigine  ;  pour  la  seconde,  en  fonction 
des  quantités  corrélatives. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  et  de  l'étude  qui  a  été  faite  des  podaires 
de  coniques  que 

L'inverse  d'une  cissoïde  par  rapport  au  point  de  rebroussement  est 
une  parabole  passant  par  ce  point. 

L'inverse  d'une  strophoïde  par  rapport  au  point  double  est  une 
conique  passant  par  ce  point. 

L'inverse  d'un  limaçon  de  Pascal  par  rapport  au  point  double  est 
une  conique  ayant  ce  point  pour  foyer. 

En  général,  t inverse  d'une  podaire  de  conique  par  rapport  ati 
point  double  est  une  conique, 

247.  Courbes  anallagmatiqnas.  —  Lorsqu'il  existe  un  ou  plusieurs  cercles 
d*inversion  tels  que,  tout  point  d'une  courbe  se  transformant  en  un  autre  point 
de  la  courbe,  celle-ci  se  transforme  en  elle-môme,  on  dit  que  la  courbe  est 
anallagmatique. 

Pour  toute  valeur  donnée  du  degré  de  la  courbe,  il  y  a  plusieurs  espèces 
de  courbes  anallagmaliques.  Parmi  les  courbes  du  second  degré,  on  trouve 
tout  cercle  du  plan  qui  se  transforme  en  lui-même,  chaque  fois  que  le  cercle 
d'inversion  est  un  cercle  qui  lui  est  orthogonal:  ceci  résulte  du  théorème  du 
S  i33. 
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S*il  s'agit  d'une  cubique,  le  pôle  de  transformation  doit  ôtre  sur  la  courbe .  Toute 
droite  issue  du  pôle  doit,  en  effet,  dans  le  cas  d'une  courbe  quelconque,  la  cou- 
per en  un  certain  nombre  de  couples  de  points,  différents  du  pôle,  qui  se  cor- 
respondent dans  chaque  couple  ;  et  dont  le  nombre,  ajouté  au  degré  de  multi- 
plicité du  pôle,  doit  reproduire  le  degré  de  l'équation.  Dans  le  cas  d'une 
cubique,  il  faut  donc  que,  le  pôle  étant  sur  la  courbe,  les  deux  autres  points 
d'intersection  de  tout  rajon  vecteur  avec  la  cubique  soient  deux  points  conju- 
gués. Soit  alors 

9À^^x)  -+-  9i{^0') + ?,('^,.r) = o 

l'équation  de  la  courbe  rapportée  au  pôle  pris  pour  origine  ;  si  on  la  coupe  par 
la  droite 

.r  Y 

=  P 


COSa       cOSp 

les  p  des  points  d'intersection  sont  donnés  par 

p*ç,(COS  a,  COS  p)  -♦-  p  93(COS  a,  COS  p)  -4-  ? ,  (COS  a,  COS  p)  =  o. 

Pour  que  le  produit  des  racines  soit  constant  et  égal  à  r%  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait 

et  l'on  voit  que  le  pôle  doit  être  choisi  sur  la  courbe,  de  telle  sorte  que  son 
équation  soit 

(.r' -h r')<p,(x, j) -+- ?5(.r,.r)  H-  r-  f^^[x,r)  =  o. 

Les  trois  points  à  l'infini  sont  les  points  cycliques  et  le  point  à  l'infini  sur  la 
tangente  à  l'origine.  En  d'autres  termes,  pour  qu'une  cubique  soit  anaUagma- 
OquCt  U  faut  et  il  suf/U  qu'elle  passe  par  ks  points  cycliques  :  les  cercles  d'inversion 
ont  pour  centres  les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  Vasymptote  réelle. 
Il  est  clair  qu'alors  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  courbe 
par  le  pôle  sont  sur  le  cercle  d'inversion. 

Si  l'on  revient  sur  les  cubiques  qui  ont  été  étudiées,  on  voit  que  la  cissoîde, 
quoique  passant  par  les  points  cycliques,  n'est  pas  anallagmatique,  parce  que 
le  pôle  d'inversion  serait  à  l'infini.  Dans  la  podaire  de  la  parabole  par  rapport  à 
un  de  ses  points  (fig.  io8),  il  y  a  un  point  d  pour  lequel  la  tangente  est  parallèle 
à  l'asymptote  réelle  ;  c'est  donc  le  centre  d'un  cercle  d'inversion  qui,  d'ailleurs, 
passe  évidemment-par  le  point  double,  où  il  est  normal  à  la  parabole  et  où  il 
coupe  la  podaire  en  trois  points.  Il  la  coupe  encore  aux  points  cycliques,  et  en 
un  sixième  point  g  où  la  tangente  à  la  podaire  est  le  rayon  vecteur  dg. 

Dans  la  podaire  de  la  parabole  par  rapport  à  un  point  quelconque  (fig.  109), 
il  7  a  deux  pôles  d'inversion  d  et  e  ;  les  cercles  d'inversion  passent  encore  au 
point  double,  et  chacun  d*eux,  le  premier  par  exemple,  coupe  encore  la  courbe 
en  deux  points  ^  et  /  pour  lesquels  la  tangente  passe  au  point  d.  C'est  aussi  le 
cas  de  la  strophoîde  (fig.  i  lo). 

Enfin,  dans  le  cas  de  la  cubique  circulaire  la  plus  générale,  qui  est  de  la 
sixième  classe  (fig.  11  a),  par  le  point  réel  à  l'infini  on  peut  mener  à  la  courbe 
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quatre  tangentes,  dont  deux  sont  réelles  sur  la  figure  et  ont  leurs  points  de 
contact  en  e  et  A*.  L'un  de  ces  points,  k  par  exemple,  jouit  de  la  propriété  que 
les  quatre  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  courbe  ont  la  même  longueur  : 
deux  d*entre  elles,  km  et  A-/i,  sont  réelles  sur  la  figure,  et  le  cercle  dont  le  centre 
est  en  k  et  qui  passe  par  les  points  m  et  n  est  un  cercle  d'inversion. 

S'il  s'agit  d'une  quartique,  on  voit  comme  plus  haut  que,  si  elle  est  anallag* 
matique,  son  équation,  rapportée  au  pôle  pris  pour  origine,  doit  avoir  l'une  des 
formes 

(.r'  ^y-^f  ^  {y-  +  r\^ 9.(.r,.r)  4-  9,(.r,  r)  +  r'o.(jr,  v)  -f-  r*  =  o         (334) 
{.r'-  -f-.)-') ?,(.r,,>-)  -+-  93(.r,,r)  -+-  r'î>,(.r,^v)  =  o.  (335) 

Dans  chacun  des  cas,  en  effet,  Téquation  correspondante  en  p  est  réciproque 

•t 

suivant  le  module  r,  c'est-à-dire  que  toute  racine  p  entraine  la  racine  — . 

P 
Il  y  a  donc  deux  espèces  d'anallagmatiques  du  quatrième  degré.  Les  premières 

sont  les  quartiques  bicirculatres  ;  telles  sont  les  podaires  de  coniques,  et  en  par- 
ticulier le  limaçon  de  Pascal,  les  ovales  de  Descartes,  les  ovales  de  Cassîni, 
etc..  La  condition  est  nécessaire  et  suffisante,  parce  qu'alors  les  termes  du 
quatrième,  du  troisième  et  du  second  degré  ont  la  même  forme  que  dans  l'é- 
quation (334);  6t  on  peut  ensuite  disposer  de  l'origine  de  façon  qu'il  y  ait  entre 
les  termes  du  troisième  et  du  premier  degré,  et  le  terme  constant,  les  mêmes 
relations  que  dans  cette  équation.  Le  nombre  des  pôles,  solutions  de  la  question, 
qui  peuvent  d'ailleurs  être  rejetés  à  l'infini,  comme  cela  arrive  lorsque  la  courbe 
u  un  axe  de  symétrie,  varie  suivant  la  classe  de  la  courbe.  Si  l'on  considère  la 
quartique  bicirculaire  la  plus  générale,  c'est-à-dire  celle  qui  est  de  la  huitième 
classe,  on  trouve  pour  cette  courbe  quatre  cercles  d'inversion,  réels  ou  imagi- 
naires. Chacun  des  centres,  pôle  d'inversion,  est  à  l'intersection  de  deux  tan- 
gentes doubles.  Quatre  des  points  d'intersection  du  cercle  d'inversion  avec  la 
quartique  sont  en  effet  confondus  deux  par  deux  aux  points  cycliques;  les  quatre 
autres,  réels  ou  imaginaires,  sont  à  distance  finie  ;  et,  par  suite  de  la  transfor- 
mation même,  chacun  d'eux  est  le  point  de  contact  de  l'une  des  tangentes  me- 
nées à  la  courbe  par  le  pôle.  Mais  la  courbe  est  do  la  huitième  classe  ;  on  peut 
donc  lui  mener  par  le  pôle  quatre  autres  tangentes,  dont  les  points  de  contact 
doivent  dès  lors  être  conjugués  deux  à  deux  par  rapport  au  cercle  d'inversion  ; 
ce  qui  exige  que  le  centre  soit  le  point  d'intersection  de  deux  tangentes  doubles. 
1^  seconde  espèce  d'anallagmatiques  du  quatrième  degré  est  également 
remarquable  :  ce  sont  des  quartiques  circulaires  à  point  double.  L'équation  (335) 
fait  voir  que  le  point  double  est  le  pôle  et  que  les  quatrièmes  points  d'intersec- 
tion avec  la  courbe  des  tangentes  en  ce  point  sont  les  points  à  l'infini,  diffé- 
rents des  points  cycliques.  La  courbe  de  la  figure  120  satisfait  à  ces  conditions  : 
le  cercle  d'inversion  coupe  la  courbe  en  six  points  à  distance  finie  qui  sont  les 
six  points  de  contact,  a^  r,  r/,/,  //,  /,  des  tangentes  menées  de  ce  point  à  la 
courbe.  Toute  quartique  à  point  double  peut  être  considérée  comme  une  trans- 
formée homographique  de  la  précédente,  à  la  condition  de  faire  correspondre 
aux  points  cycliques  les  deux  autres  points  d'intersection  avec  la  courbe  de  la 
droite  qui  joint  les  quatrièmes  points  d'intersection  avec  elle  des  tangentes  au 
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point  double.  C'est  de  là  qu'on  peut  conclure  que  les  six  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  par  le  point  double  à  une  quartique  à  point  double  sont  sur  une 
même  conique. 

On  trouve  de  môme,  pour  chaque  valeur  donnée  m  du  degré  d'une  courbe, 
autant  d'espèces  d'anallagraatiques  qu'il  y  a  d'entiers  de  même  parité  que  m  et 
inférieurs  à  /7i,  y  compris  zéro.  L'ordre  de  multiplicité  k  des  points  cycliques 

varie  alors,  suivant  les  cas,  de  i  à  —  ou  -,  suivant  la  parité  de  w.  Cet 

ordre  de  multiplicité,  qu'on  appelle  aussi  Vindice  de  l'anallagmatiquc,  est  égal 
au  nombre  des  couples  dépeints  conjugués  situés  sur  toute  droite  issue  du  pôle. 
Enfin  l'on  démontre  que  toute  courbe  anallagmatique  est  Venveloppe  d^unc  série 
de  cercles,  coupant  orthogonalement  le  cercle  d'inversion,  et  dont  le  centre  décrit  une 
courbe  qu'on  appelle  la  déférente.  Cette  courbe  est  de  la  classe  m  —  k,  du  degré 
k  (a/w  — 3A— i),  et  elle  a  m—ik  contacts  à  l'infini.  Par  exemple,  la  quartique 
anallagmatique  à  un  point  double  a  pour  déférente  une  courbe  du  quatrième 
degré  et  de  la  troisième  classe,  bitangente  à  la  droite  de  l'infini. 
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248.  —  Soit,  comme  dernier  exemple,  à  construire  la  courbe 

n      h       c        d 

r  =  JC-i 1 ;5H ^jH -. 

X      or      a.       x"* 

Celle  courbe  est  du  degré  m-hi  ;  elle  a  un  point  à  TinGni  sur  la 
bissectrice  de  Tangle  XOY  (fig.  i^îi)  ;  tous  les  autres  sont  réunis  à 
rinPmi  sur  Taxe  Y'OY.  Si  Ton  fait  dans  Téqualion 

on  trouve  une  équation  du  degré  m  en  x,  qui  se  réduit  au  degré 
m— I  pour  A— o  ;  Tasymptote  est  donc  la  bissectrice  elle-même, 
comme  on  le  verrait  du  reste  en  appliquant  Téquation  du  §  90,  el 
le  point  à  rinFini  est  simple  ;  d'où  il  suit  que  la  courbe  est  de  part  et 
d'autre  de  Tasymplole.  La  différence  entre  l'ordonnée  de  la  courbe 
et  colle  de  la  bissectrice  tend  vers  zéro  lorsque  x  augmente  indéli- 
niment  ;  son  signe  dépend  du  signe  de  «  :  si  «  est  supposé  posilif, 
elle  est  de  même  signe  que  .r  ;  ce  qui  correspond  à  la  disposition 
de  la  figure. 

Si  l'on  dérive,  il  vient 
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a       ^b 


|^-^=p^[^*^*-«-^''^'  -  «Ax---3rx---.mrf] 


En  égalant  ]a  parenthèse  à  zéro,  on  obtient  une  équation  du 
degré  m+i,  dans  laquelle  manquent  m-~4i  termes  consécutifs 
entre  les  deux  derniers  termes.  Supposons  m  pair  ;  alors  il  y  a, 
d'après  le  théorème  des  lacunes,  au  moins  autant  de  racines  imagi- 
naires ;  si  Ton  suppose  en  outre  d>Oy  toutes  hypothèses  fsiites  dans 
la  figure,  sur  les  cin()  racines  restantes,  qui  peuvent  être  réelles, 
les  racines  négatives  sont  en  nombre  pair,  et  les  racines  positives 


Fig.  131 

en  nombre  impair  ;  Tune  de  ces  dernières,  au  moins,  est  réelle. 
Supposons,  comme  dans  la  figure,  que  les  quatre  autres  soient 
réelles  et  négatives:  alors,  lorsque  x  variera  de  —  oo  à  o,r  variera 
de  —00  à 4-00  ,  à  cause  de  rf>o;  et  la  courbe,  étant  d'abord  asym- 
ptote à  la  bissectrice  et  en  dessous  de  cette  droite,  à  cause  de  a  >  o. 
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présentera  quatre  maximas  ou  minimas,  puis  deviendra  asymptote 
à  Taxe  OY^  à  gauche  :  x  prenant  ensuite  des  valeurs  positives, 
r  demeure  infini  sans  clianger  de  signe,  à  cause  de  m  pair;  puis 
diminue,  passe  par  un  minimum  pour  la  valeur  de  x.  racine  positive 
de  la  dérivée,  et  augmente  de  nouveau  jusqu'à  +00  ,  ce  qui  donne 
la  branche  de  courbe  située  à  droite  de  Taxe  OY. 

Si  Ton  cherche  les  points  de  la  courbe  sur  Tasymptote  ou  sur 
Taxe  X'OX,  on  trouve  des  équations  qui  ne  peuvent  avoir  que  trois 
racines  réelles,  dont  une  est  négative  à  cause  ded>o.  Quant  au 
pointa  Tinfini  sur  Taxe  Y'OY,  on  voit,  en  le  ramenant  a  distance 
Finie  (§  92)  par  la  transformation 

X  1 

>         "      y 

•■  ». 

que  c'est  .un  point  multiple  d'ordre  m,  pour  lequel  toutes  les  tan- 
gentes sont  confondues  en  une  seule.  C'est  un  point  de  rebrousse- 
ment,  ou  bien  un  point  sans  singularité  apparente,  suivant  que  m 
est  pair  ou  impair:  on  trouve  qu'il  diminue  la  classe  de  m^—i  unités; 
la  courbe  est  alors  de  la  classe  m4- 1,  comme  on  le  voit  d'ailleurs 
par  le  moyen  de  la  dérivée. 

249.  Exercices.  —  i.  Trouver  l'équation  du  lieu  des  points  de  contact  des 
tangentes  menées  d'un  point  aux  coniques  tangentes  à  quatre  droites.  Construire 
le  lieu. 

2.  Construire  le  folium  de  Descaries 

.H  -h  )^  —  3rt.r r  =  o. 

3.  Étant  donnés  un  diamètre  fixe,  et  une  corde  conjuguée  variable  d'une 
conique,  par  leurs  quatre  points  d'intersection  avec  la  conique  on  fait  passer  les 
deux  autres  couples  de  sécantes  et  enjoint  leurs  centres.  Trouver  et  construire 
le  lieu  des  points  d'intersection  de  la  droite  qui  les  joint  avec  les  paraboles  qui 
passent  par  les  quatre  points. 

4.  Trouver  l'équation  de  la  conchoide  de  Nicoméde,  ou  lieu  des  points  obtenus 
en  portant  sur  chaque  rayon  vecteur  issu  d'un  point  fixe,  de  part  et  d*aatre  de 
son  point  d'intersection  avec  une  droite  fixe,  une  longueur  constante  :  trouver 
sa  classe  et  la  construire. 

5.  Si,  autour  d'un  point  pris  sur  la  droite  des  centres  de  deux  cercles  donnés, 
on  fait  tourner  une  droite,  le  lieu  des  points  d'intersection  des  couples  de 
rayons  menés  des  centres  des  deux  cercles  à  leurs  points  de  rencontre  avec  la 
droite  est  une  ligne  aplanétiqiie  (système  de  deux 'ovales  de  Descartes, 
comprises  dans  la  mi^me  équation),  dont  deux  foyers  sont  les  centres  des  deux 
cordes. 
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6.  SI  Ton  joint  par  une  droite  un  point  Oxe  à  un  point  variable  d'un  cercle 
donné,  et  si,  sur  la  droite  symétrique  de  celle-ci  par  rapport  à  un  axe  fixe  passant 
par  le  point,  on  porte  à  partir  du  point  fixe  un  segment  proportionnel  au  carré 
du  rayon  vecteur  ainsi  obtenu,  le  lieu  de  Fextrémité  du  segment  est  une  ligne 
aplanétique  dont  un  foyer  est  le  point  fixe. 

7.  Si  deux  groupes  de  paraboles  ont  le  môme  foyer,  et  si  les  unes  passent 
par  un  point  fixe,  et  les  autres  par  un  second  point  fixe,  le  lieu  des  points  d*in- 
tersection  d'une  parabole  du  premier  groupe  avec  les  paraboles  du  second 
groupe  dont  Taxe  fait  avec  l'axe  de  la  piremière  un  angle  donné  est  une  ligne 
aplanétique. 

8.  Trouver  l'équation  du  lieu  obtenu  en  joignant  un  point  fixe  à  un  point 
variable  d'un  cercle  donné,  et  prenant  le  point  d'intersection  de  cette  droite 
avec  le  rayon  du  cercle  qui  est  perpendiculaire  à  celui  qui  passe  par  le  point 
variable.  Construire  le  lieu. 

9.  Ëtant  donnés  deux  points  fixes  et  une  conique  fixe,  on  Joint  les  deux  points 
à  un  point  variable  de  la  conique,  et  Ton  élève  en  chacun  des  points  une  per- 
pendiculaire au  rayon  correspondant.  Trouver  et  construire  le  lieu  du  point 
d'intersection  de  ces  perpendiculaires.  Cas  où  la  conique  est  un  cercle; 

10.  Une  ellipse  étant  considérée  comme  la  projection  du  cercle  ayant  pour 
diamètre  son  grand  axe  et  dont  le  plan  a  tourné  d'un  angle  convenable  (§  iSg). 
on  envisage  les  différents  triangles  inscrits  dans  l'ellipse  qui  sont  la  projection 
de  triangles  équilatéraux  inscrits  dans  le  cercle.  Démontrer  que  les  cercles 
circonscrits  à  ces  triangles  ont  même  centre  radical  ;  trouver  et  construire  le 
lieu  de  leurs  centres  et  leur  enveloppe. 

11.  On  donne  un  cercle  et  un  point  a  :  trouver  le  Heu  des  centres  des 
hyperboles  équilatères  passant  par  ce  point,  et  bitangentes  au  cercle  donné. 
Construire  et  discuter  la  courbe  pour  les  différentes  positions  du  point  a,  et 
démontrer  qu'en  général  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  courbe 
par  le  point  a  sont  sur  un  môme  cercle.  {Ecole  polytechnique,) 

la.  Ëtant  donné  un  triangle,  construire  et  discuter  le  lieu  du  point  tel  que  les 
axes  des  deux  paraboles  circonscrites  au  triangle  et  passant  par  ce  point  fassent 
un  angle  donné.  (Ecole  polytechnique,) 

i3.  Le  lieu  des  sommets  des  paraboles  dont  on  connaît  le  foyer,  et  qui  passent 
par  un  point  donné,  est  un  limaçon  de  Pascal. 

14.  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  bitangentes  à  une  parabole 
en  set  points  d'intersection  avec  la  tangente  variable  d'un  cercle  est  une  hyper- 
bole. Trouver  et  construire  le  lieu  des  sommets  de  cette  hyperbole,  lorsque  le 
rayon  du  cercle  varie  ;  et  le  lieu  de  ses  foyers,  lorsque  le  paramètre  de  la  para- 
bole varie. 

i5.  Lieu  des  sommets  des  paraboles  circonscrites  à  un  triangle  rectangle. 

16.  La  longueur  de  la  tangente  menée  d'un  point  de  la  parabole  à  tout  cercle 
bitangent  est  égale  à  la  distance  du  point  à  la  corde  de  contact.  Trouver  l'anal- 
lagmatique  complète  dont  la  déférente  est  une  parabole  donnée,  le  cercle  d'in- 
version étant  un  cercle  bitangent. 
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860.  Tangente  en  cordonnées  polaires.  —  Sous-tan- 
gente et  sous-normale.  —  On  a  trouvé  (§  36)  l'équation  ea 
coordonnées  polaires  de  la  ligne  droite  qui  passe  par  deux  points 
donnés.  Si  l'on  suppose  que  le  second  point  (p,,<i>,)  soit,  sur  une 
courbe  donnée,  le  point  voisin  du  premier,  et  qu'il  ait  pour  coor- 
données p,  -hAp,  et  (0,  + Ao),,  l'équation  devient 


COSo) 

sinu) 

I 

C0S6), 

sino), 

I 
P. 

COS  ((!>, 

4- 

A(i> 

.) 

sin(a),4-A<i),) 

I 

P.-^Ap. 

=  o; 


ou  bien,  en  remplaçant  les  termes  de  la  troisième  ligne  par  les  ré- 
sultats obtenus  en  retranchant  chacun  d'eux  du  terme  correspon- 
dant de  la  seconde  et  divisant  par  Ao),,  puis  en  passant  à  la  limite 


cosd)      smci) 


COSCi). 


—  sin  (i). 


smci),     - 

P. 


COSO) 


■  a 


=  0. 


C'est  réquation  de  la  tangente  à  la  courbe  donnée  au  point  (p,,ui,). 
Si  on  la  développe,  elle  devient 
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-  =  — cos((i)— (oj-h  (— )   sin(a)— 0),). 

P       Pi  \?./« 


583 


(336) 


La  tangente  de  la  valeur  absolue  de  Tangle  a  que  fuit  la  direc- 
tion OX  de  l'axe  polaire  avec  la  direction  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  pôle  sur  celte  droite  est  égale  au  rapport  des  coefficients 
de  sînci)  et  de  cosw,  c'est-à-dire  que  Ton  a 


igOL  = 


I    . 

—  sinw.  + 

P. 


(i-)^_cos.._ 


.-(i);sin., 


—  COSw 

p, 


tg(V  +  o,,) 


(337) 


en  désignant  par  V  un  angle  défini  par  sa  tangente  ainsi  qu'il  suit  : 


tgV=:--V  =  ^ 


\P./- 


P.. 


(338) 


Mais  Tun  des  deux  angles  supplémentaires  que  fait  la  tangente 


Fig.  itn 


avec  le  rayon  vecteur  passant  par  le  point  considéré  sur  la  courbe, 
l'angle  tma  (fig.  122),  est  égal  àf-+-a— w,  ;   c'est  donc  l'un  des 
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angles  Y  de  réquation  (337)  :  d'où  l'on  conclut  que  Tangle  V,  ainsi 
distingué  de  son  supplément,  que  fait  la  tangente  avec  le  rayon  sec- 
teur, satisfait  à  la  formule  (338). 

On  peut  y  arriver  plus  directement  si  Ton  ne  cherche  pas  l'équa- 
tion (336)  de  la  tangente.  Si  Ton  décrit  en  effet  du  pôle  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  au  rayon  vecteur  Om^  du  point  m^  infi- 
niment voisin  du  point  m,  un  arc  de  cercle  qui  rencontre  en  b  le 
rayon  vecteur  Om,  on  a,  dans  le  triangle  curviligne  bmm^y  rec- 
tangle en  b, 

°      '  ^  mb        ûp, 

d'où  Ton  conclut,  en  passant  à  la  limite  et  remarquant  que  les  ac- 
croissements Ap,  et  Ad),  sont  de  signes  contraires^  la  formule  (338). 
S61. —  Si  Ton  élève  au  point  0  une  perpendiculaire  sur  le 
rayon  vecteur  Om,  la  portion  Ot  de  cette  perpendiculaire  comprise 
entre  lé  pôle  et  la  tangente  est,  en  coordonnées  polaires,  la  sous- 
tangente;  et  le  segment  On  de  la  même  droite  compris  entre  le  pôle 
et  la  normale  est  la  sous-normale.  On  trouve  facilement,  dans  le 
triangle  rectangle  Omn 

Mais  si  Ton  convient  de  considérer  comme  direction  positive  de 

la  sous-normale  et  de  la  sous-tangente  la  direction  o),  +~»  on  voit 

sur  la  figure  que  la  sous-normale  On  est  négative,  et  que  par  suite 
son  expression  est  la  dérivée  de  p  regardé  comme  fonction  de  a>, 
dans  laquelle  on  remplacera  p  et  (i>  par  p,  et  gi,.  On  aura  ensuite, 
en  remarquant  que  la  sous-normale  et  la  sous-tangente  ont  des 
directions  opposées 

O^Ow^r^p; 

é 

d'où 

868.  Asymptotes  en  coordonnées  polaires.  —  Pour  obte- 
nir les  asymptotes  d'une  courbe  en  coordonnées  polaires,  on  cher- 
chera d'abord  les  points  à  Tinfini  :  ces  points  correspondent  aux 
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\aleursdeù>pourlesquellespcstinfini.  Si,  par  exemple,  l'équation  est 
résolue  par  rapport  à  o,  et  si  le  numérateur  ne  peut  pas  devenir  infini, 
les  valeurs  cherchées  de  ta  s'obtiendront  en  égalant  à  zéro  le  déno- 
minateur. Si  Téquation,  sans  être  résolue,  est  algébrique  en  p,  il 
suffira  d'égaler  à  zéro  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  p. 
Soit  donc  co,  une  valeur  de  (i>  pour  laquelle  p  est  infini,  pour 

laquelle  on  a  par  conséquent  — =o.  L'équation  (336)  de  la  tangente 

Pi 
en  ce  point  devient 


d'où 


-=(  — )  sîn((i)  — 0),)  (34o) 

pSin(a)-(D,) y—:=^0, 

\p./« 

Eu  égard  aux  formules  de  transformation  (22),  cette  droite  a 
pour  équation  en  coordonnées  rectilignes 

et  par  suite  (§  20)  les  coordonnées  polaires  (a,  p)  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  l'origine  sur  la  droite  sont  données,  avec 
le  signe  que  l'on  voudra,  par  les  équations 

-=-(-)■ 

ces  a—  :±sin(i),     sinai^  itcosw,. 

Les  signes  supérieurs  et  les  signes  inférieurs  donnent  eu  elTel  le 
même  point  :  si  1  on  prend,  par  exemple,  les  signes  supérieurs,  ou 
voit  que  la  longueur /y,  dislance  de  l'origine  à  l'asymptote,  doit  être 

portée  dans  la  direction  tj,  +f ,  et  qu'elle  est  égale  à  la  limite  vers 

laquelle  tend  la  sous-tangente  lorsque,  co  tendant  vers  &),,  p  grandit 
indéfiniment;  c'cst-à-dirc  qu'elle  est  précisément  égale  à  la  limite 
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de  la  sous-tangente  en  grandeur  et  en  direction,  ce  qui  est  évident 
à  priori. 

Parce  moyen,  la  distance  p  peut  toujours  se  calculer,  même  lors- 
que réquution  n'est  pas  résolue  par  rapport  à  p;  il  suffira  en  elTel 
de  poser 

I 

P 
réquation  de  la  courbe  devient  alors 

/(U,w)=:0 

d'où 

/    J     H 

ce  qui  donne  l'inverse  de  la  sous-tangente  en  un  point  quelconque, 
et  en  particulier  la  distance  du  pôle  à  l'asymptote. 
Si  l'équation  est  résolue  sous  la  forme  générale 


on  a 


"    /H 

i\       F(a.)/'(o.)-F'(a,)/(o.) 

pA             f'(«-) 

1  étant  nul. 

F  (.0,1 

(34 1) 


formule  qui  est  souvent  utile. 

Il  convient  de  remarquer  que  la  longueur  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  pôle  sur  Tasymptote  est  aussi  la  limite  vers 
laquelle  tend  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  la  direction  de 
cette  perpendiculaire,  lorsque  o)  tend   vers  tj,    :  la  longueur  Oc 

(fig.  123),  portée  dans  la  direction  w^  —  -,  est  en  effet  la  limite 

de  la  projection  0^  du  rayon  Om,  lorsque  le  point  m  s'éloigne 
indéfiniment  sur  la  branche  de  courbe  mb.  Or  le  triangle  Oam 
donne 


d^où 
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Oa=Om.sinOma  =  p  sin(a),  — w) 
Oc=:  lim.  p  sÎD  ((I),  —  w). 
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Mais  si  Ton  convient,  comme  plus  haut,  d'évaluer  la  longueur  de 

cette  perpendiculaire,  suivant  la  direction  tj,  +  ^9  elle  doit  être  alors 
changée  de  signe,  et  l'on  a 


2 


p=lim.  psin(a)  — 0),), 


(34a) 


de  sorle  que,  pour  a)=(i),,  deux  fonctions  différentes  de  o),  la  sous- 
tangente  d'une  part,  et  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  la  per- 


Fig.  133 

pendioulaire  à  Tasymptote,  évaluée  comme  elle  vient  de  Tètre,  ont 
la  même  limite.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  directement  ; 
on  tire  en  effet  de  (34a) 


(-) 

<i>  — (I),        \p/ 


-=lim.-T-  , 

p  Sin((i)  — wj  a>  — (I), 

Le  premier  facteur  du  second  membre  a  pour  limite  l'unité;  et  le 
second,  à  cause  de  —  =o,  est  le  rapport  de  l'accroissement  de  la 

Pi 

fonction -à  l'accroissement  de  sa  variable,  lorsque  a>  passe  de  la 

P 
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valeur  g)  à  la  valeur  u),  ;  on  en  conclut 


qui  est  la  valeur  déjà  trouvée,  suivant  la  direction  <>>,+  -• 

Cette  nouvelle  façon  de  considérer  la  longueur;;  fournit  un  pro- 
cédé pour  reconnaître  de  quelle  façon  la  courbe  est  située  par 
rapport  à  son  asymptote.  Il  suffira, pour  cela,  de  chercher  de  quelle 
façon  la  fonction  psin((i)— o),)  tend  vers  sa  limite;  on  saura  alors  de 
quel  côté  de  Tasymptote  se  projettent  les  points  de  la  branche  de 
courbe  considérée.  Supposons,  par  exemple,  comme  plus  haut,  que 
réquation  soit  résolue  sous  la  forme 

,_F(o,) 

'-m 

Il  faut  alors  étudier  la  fonction 

•F(fa))sin(a)  — (0,) 

/■(«-) 

lorsque  (i>tcnd  verso),.  Pour  cela,  prenons  la  dérivée;  il  vient 
7TrT[/(w)FXw)sin((i)-(o,)+^^ 

Lorsque  ii)  tend  vers  co,,  cette  expression  prend  une  forme  indéter- 
minée, à  cause  de/(w,)— c  Prenant  alors  le  rapport  des  dérivées, 
on  trouve,  après  avoir  divisé  les  deux  termes  par/((i)),  puis  fai- 
sant W  =  (i). 


^j 


'      r   u''/    >      /"'    \r     F(w)sin(w  — w,)l 


Si  Ton  remplace  maintenant  la  limite  qui  est  dans  la  parenthèse 
par  sa  valeur  (34 1)  trouvée  plus  haut,  cette  expression  devient 

^,[.F>,)-/-,»,)l|g].  (m 
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Elle  a  une  valeur  déterminée,  et  Texamen  de  son  signe  apprendra 
si  ia  projection  du  rayon  vecteur  sur  la  perpendiculaire  à  Tasymp- 

totc,  projeclîon  comptée  dans  le  sens  (1),+-»  est  croissante  ou  décrois- 
sante. Elle  est,  en  général,  diiïérente  de  zéro;  ce  qui  prouve, 
comme  on  le  sait,  qu'il  y  a  en  général  une  branche  de  courbe  de 
chaque  cAté  de  Tasymplote.  Si  elle  est  nulle,  la  projection  passe 
par  un  maximum  ou  par  un  minimum  ;  alors  la  courbe  est  toujours 
du  même  côté  de  Tasymptote,  et  le  point  considéré  a  Tinfini  est 
d'inflexion. 

268.  Points  d'inflexion.  —  Si  l'on  considère  une  droite  cou- 
pant une  courbe  donnée  en  un  point  donné,  il  est  clair  que,  pour 
ce  point,  la  différence 

I      1 

dans  laquelle  p  désigne  le  rayon  vecteur  de  la  courbe,  et  r  celui  de 
la  droite,  est  nulle.  Si  la  droite  n'est  pas  tangente,  la  dérivée  de 
cette  différence  n'est  pas  nulle,  parce  que  la  différence  entre  les 
rayons  vecteurs  est  du  même  ordre  que  l'accroissement  de  l'angle  ; 
si  au  contraire  elle  est  tangente,  cette  dérivée  est  aussi  nulle.  On  a 
en  effet  (§  aSo) 


= COs(a>  — (I).)— (—  I  SÎn(w  — (0.) 

?     '•     P     P.  \P./- 

doii 

et,  pour  p  =  p,  et  (■»=cii,^  le  second  membre  est  nul.  Mais  la  dérivée 
seconde  n'est  pas  nulle  en  générai,  car  on  a 


expression  qui,  pour  p=p,  et  (i)=<o,,  se  réduit  à 


(34J) 
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Il  suit  de  là  que,  en  général,  la  dérivée  première  (344)  est  nulle 
sans  que  ]a  dérivée  seconde  le  soit;  la  différence  des  rayons  vecteurs 
passe  donc  par  un  maximum  ou  par  un  minimum,  et  par  consé- 
quent, comme  on  le  sait  déjà, la  tangente  ne  traverse  pas  la  courbe. 
Mais  si  la  dérivée  seconde  (345)  s'annule  pourp=:p,  et  &)=(!>,,  il 
n'y  a  plus  ni  maximum  ni  minimum;  la  tangente  traverse  la 
courbe  et  le  point  est  ^inflexion  :  par  suite,  les  valeurs  de  co  corres- 
pondantes s'obtiendront  en  égalant  à  zéro  l'expression  (34^). 
Si  le  point  esta  Tinfini,  la  condition  se  réduit  à 


Si  l'équation  est  résolue  sous  la  Terme 
on  en  lire,  pour  a)=(i),,/(a),)  étant  nul 

C:)^=pra['''"''^<"''-'^'''"''/'("'']' 

ce  qui  prouve  encore  que  le  point  considéré  à  l'infini  est  un  point 
d'inflexion  lorsque  l'expression  (343)  s*annule. 

S64.  Courbes  en  coordonnées  polaires.  —  La  méthode 
générale  pour  discuter  une  courbe  en  coordonnées  polaires  consiste, 
comme  en  coordonnées  rectilignes,  à  donner  différentes  valeurs  à 
l'une  des  variables,  et  à  étudier  les  valeurs  correspondantes  de 
l'autre.  L'application  en  est  simple  lorsqu'on  peut  résoudre  l'équa- 
tion par  rapport  à  l'une  d'elles  ;  généralement  on  résout  par  rapport 
à  p.  Il  faut  alors  faire  varier  co  depuis  — x>  jusqu'à  4- x> ,  en  exa- 
minant spécialement  certaines  valeurs  intéressantes,  par  exemple 
celles  pour  lesquelles  p  est  nul  ou  infini. 

On  peut  souvent  fixer  des  limites  entre  lesquelles  il  suffit  de  faire 
varier  p  pour  avoir  toute  la  courbe.  Si  w  n'entre  dans  l'équation 
que  par  des  lignes  trigonométriques,  ces  lignes  pourront  porter  sur 
des  multiples  et  des  sous-multiples  de  u)  :  dans  ce  cas,  on  pourra 
se  borner  à  faire  varier  g>  entre  deux  valeurs  dont  la  différence  soit 
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aA'i7y  k  étant  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénominateurs  des 
sous-mulliplcs.  Il  est  clair  en  eiTet  que,  pour  ces  deu\  valeurs  de  co, 
chaque  ligne  trigonométrique  reprenant  la  même  valeur,  p  reste  le 
même;  et  qu'alors,  la  direction  étant  d'ailleurs  la  même,  on  repro- 
duira, en  continuant  à  faire  varier  (i>,  des  branches  de  courbe  déjà 
trouvées.  Si  les  lignes  trigonométriques  ne  portent  que  sur  o)  et  ses 
multiples,  il  suffira  d'après  cela  de  faire  varier  g>  de  o  à  27;. 

On  peut  encore  quelquefois  limiter  davantage  les  valeurs  de  iù\ 
si,  par  exemple,  dans  les  mêmes  circonstances,  p  change  de  signe 
lorsqu'on  change  co  en  tt  +  o),  deux  valeurs  de  co  diiTérentes  de  ^ 
donnant  le  même  point,  il  suffit  de  faire  variera)  dans  cet  inter- 
valle. Ainsi,  s'il  s'agit  de  la  courbe 

p  —:  a«  COS  (1) 

qui  est  un  cercle,  il  suffit  de  faire  varier  w  de  —  -  à  -h-  :  si  le  cer- 
'  a  2 

cle  a  pour  équation 

p  =  2asin<i>, 

on  se  bornera  à  faire  varier  ca  de  zéro  à  ::. 

Il  peut  aussi  arriver  que,  dans  l'intervalle  considéré,  la  symétrie 
de  la  courbe  par  rapport  à  un  point,  ou  par  rapport  à  une  droite,  per- 
mette de  déduire,  des  branches  de  courbe  déjà  tracées,  les  branches 
symétriques.  Ainsi,  dans  le  premier  des  exemples  cités,  la  portion 

de  courbe  correspondante  à  la  variation  de  co  entre  zéro  et  -  est 

symétrique  par  rapport  à  Taxe  polaire  de  celle  qui  correspond  aux 

valeurs  de  co  comprises  entre  — ^et  zéro,  parce  que,  si  Ton  changea) 

en  —  (I),  p  ne  change  pas  :  il  suffit  donc,  pour  connaître  la  courbe,  de 

faire  variera)  de  zéro  à-.  Dans  le  second,  il  suffit  de  le  faire  \arier 


dans  le  même  intervalle,  parce  que,  si  Ton  change  a)  en  7  — o),  p  ne 
change  pas;  la  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à  la  perpen- 
diculaire élevée  au  pôle  h  l'axe  polaire.  En  général,  si  dans  l'inter- 
valle dans  lequel  on  a  reconnu  qu'il  faut  faire  varier  o)  pour  avoir 
toute  la  courbe,  on  trouve  une  valeur  de  k  telle  que  p  ne  change 
pas  lorsqu'on  change  o)  en  2A1:  — o),  ou  telle  que  p  change  de  signe 
lorsqu'on  changea»  en  (î>./r-h  i)z  —  a),  la  courbe  est  symétrique  par 
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rapport  à  Taxe  polaire.  De  même,  si  Ton  trouve  une  \aleur  de  /*, 
telle  que  p  ne  change  pas  lorsqu'on  change  o)  en  (aAr+i  )r — o),  ou  telle 
que  p  change  de  signe  lorsqu'on  change  co  en  akTz  —  iù,  la  courbe  est 
symétrique  par  rapport  à  la  perpendiculaire  élevée  au  pôle  à  l'axe 
polaire.  Enfin,  s'il  y  a  une  valeur  de  A%  telle  que  p  ne  change  pas 
lorsqu'on  change  tù  en  (2A:+i)T;+a>,  ou  telle  que  p  change  de  signe 
lorsqu'on  change  co  en  aArr+b),  la  courbe  est  symétrique  par  rap- 
port au  pôle.  Dans  chacun  de  ces  cas,  l'intervalle  peut  être  réduit 
de  moitié. 

Si  les  lignes  trigonomélriques  ne  portent  que  sur  des  multiples 
de  (i)y  à  fortiori  aura-t*on  toute  la  courbe  en  faisant  varier  lù  de  zéro  à 
9.z'j  mais  lorsque  ces  multiples  ont  des  facteurs  communs,  là  symé- 
trie permet  de  déduire  toutes  les  autres  portions  de  la  courbe  de 
celle  qui  correspond  à  une  variation  plus  réduite  de  l'angle  tù. 
Ainsi  si  la  courbe  a  pour  équation 

P  — /i-f- Asin/>a(â)-f-ccosyaw, 

/;  et  f/  étant  premiers  entre  eux,  p  reprend  la  même  valeur  pour  ai 
et  pour  <i)H — ',  de  telle  sorte  que  la  courbe  se  reproduit  dans 

les  intervalles  o,  — ,  — , S'il  n'y  avait  qu'un  seul  multiple,  il 

marquerait  la  fraction  de  circonférence  dans  laquelle  il  faut  faire 
varier  tù  pour  connaître  toute  la  courbe. 

Lorsque  Féquation  ne  renferme  que  des  lignes  trigonométriques 
des  multiples  ou  sous-multiples  de  a>,  il  est  clair,  eu  égard  aux  for- 
mules de  transformation  (22),  que  la  courbe  est  algébrique;  et 
réciproquement,  si  la  courbe  est  algébrique,  son  équation  ne  ren- 
ferme (I)  que  trigonométriquemeat  :  c'est  ce  que  l'on  a  déjà  vu  en 
étudiant  Thypocycloide  à  trois  rebroussements,  le  limaçon  de  Pas- 
cal, les  ovales  de  Descartes.  Dans  le  cas  contraire,  qui  se  présente 
dans  les  exemples  qui  suivent,  la  courbe  est  transcendante. 

866.  Spirale  <f  Archiméde. — Une  des  plus  simples  que  Ton  ait 
à  considérer  esit  la  spirale  d'Archimède^  dont  l'équation  est 

p=ia(t),  (346) 

Dans  cet  exemple,  p  change  de  signe  en  même  temps  que  u>  :  la 
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courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  a  la  perpendiculaire  a  Taxe 
polaire,  et  il  suffira  de  faire  varier  o)  de  zéro  à  +00  .  Pour  w^o, 
p  est  nul,  tgV  Test  aussi  (§  25o);  la  courbe  part  donc  du  pôle  tangen- 
tiellemenl  à  l'axe  polaire  (fig.  124).  Si  a>  augmente,  p  est  toujours 
positif  et  augmente  en  même  temps;  et  la  courbe  décrit  autour  du 


Fig.    l'i'f 


pôle  des  circonvolutions,  telles  que,  sur  toute  droite  menée  par  ce 
points  les  points  de  la  courbe,  en  nombre  infini,  donnent  lieu  aune 
progression  arithmétique  dont  la  raison  est  aaz.  En  faisant  varier 
(0  de  zéro  à  — 00  ,  on  obtient  la  portion  symétrique  par  rapport  à  la 
perpendiculaire.  La  tangente  en  un  point  fait  avec  le  rayon  vecteur 
et  dans  le  sens  convenable  (§  aSo),  un  angle  dont  la  tangente  est 

Picyi'ET,  G(*om.  anahjf.  38 
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égale  à  <•>.  Mais  on  la  construit  plus  simplement  en  remarquant  que 
la  sous-normale  est  constante,  puisque  Ton  a 


c** 


(347) 


On  décrira  donc,  du  pôle  comme  centre,  un  cercle  ayant  pour 
rayon  a;  et,  pour  avoir  la  tangente  en  m,  on  mènera  le  rayon  vec- 
teur Om,  et,  dans  la  direction  (i>  +  ^,  le  rayon  perpendiculaire  On 

jusqu'en  son  point  de  rencontre  avec  le  cercle.  Le  point  n  appar- 
tient à  la  normale  en  m. 

Réciproquement,  on  déduit  de  la  condition  (347)  Téquation  gé- 
nérale des  courbes  dont  la  sous-normale  est  constante,  qui  est 


/7  a) 


b  étant  une  constante  quelconque.  Ces  courbes  se  déduisent  de  la 
spirale  d'Archimède  en  ajoutant  à  chaque  rayon  vecteur  une  cons- 
tante donnée  :  ce  sont  des  conchoîdes  (§  1249»  4)  de  spirale  d'Archi- 
inède  f).  Si  p  est  un  point  d'une  de  ces  courbes,  situé  sur  la 
direction  Om,  comme  elle  a  même  sous-normale  que  la  proposée^ 
le  point  n  appartient  aussi  à  la  normale  en  /?  à  la  conchoîde,  d'où  Ton 
déduit  la  tangente  en  ;;.  Il  en  est  de  même  pour  une  courbe  quel- 
conque :  la  tangente  en  un  point  quelconque  d'une  conchoîde  de 
cette  courbe  se  déduit  de  la  même  façon  de  la  tangente  au  point 
correspondant  de  la  proposée,  parce  que  toutes  les  courbes 

quelle  que  soit  la  constante  &,  donnent  lieu,  pour  une  valeur  don- 
née  de  o),  à  la  même  valeur  pour  la  dérivée  p'^. 

266.  Spirale  logarithmique.  —  La  spirale  logarithmique  a 
pour  équation 

p.--:ae"'-.  (348) 

Pour  la  construire,  il  faut  faire  varier  w  de  —  <x>  à  -hoo  :  pour 

(*)  Ces  courbes  sont  aussi  des  spirales  d'ArcLimède,  car  leur  équation  peut  s*écrire 
p  =  <i  (  (o  H — j  et  en  Taisant  tourner  l'axe  polaire,  autour  du  pôle,  de  l'anglo  ,  elle  de- 
vient p  =  a(D.  Comme  conséquence,  toute  spirale  d'Archimède  est  à  cUe-mômc  sa  coo> 
choidc,  si  la  constante  b  est  un  multiple  de  lati. 
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a)  =  o,  p  est  égal  à  a  (fig.  i25),  il  augmente  ensuite  avec  a>  et  devient 
inflni  avec  lui  ;  la  courbe  décrit  donc  encore  autour  du  pôle  une  in- 
finité de  circonvolutions.  Si  kù  prend  des  valeurs  négatives,  p  dimi- 
nue de  plus  en  plus  et  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  (o  aug- 


Fig.   12:). 

nnente  indéfiniment;  la  courbe  tourne  donc  autour  du  pôle,  en  s'en 
rapprochant  sans  jamais  l'atteindre. 

Pour  obtenir   la  tangente   en  un  point,  on   remarquera   que 
Ton  a 


d'où 


4=- 
pi   "» 


L'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  est  donc  constant;  sa 
tangente  est — .  Réciproquement,  pour  toute  courbe  satisfaisant  à 
cette  condition,  on  a 
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d'où 


Ùi 

=  m 

? 

L 

'P  — 

mw-hC 

gi««  4-  C-^  (le^^^^ 

La  spirale  logarithmique  est  donc  la  seule  courbe  qui  réponde  à 
la  question. 

257.  Spirale  hyperbolique.  —  La  spirale  hyperbolique  est  la 
courbe  dont  la  sous-tangente  est  constante.  Pour  trouver  son  équa- 
tion,  on  tire  de  la  définition  (§  25i) 


9. 
d'où 


(')■ =- 

\P/«      '' 


P     '• 


Faisant  ensuite  tourner  Taxe  polaire,   dans  le  sens  positif,  d'un 
angle  égal  à  —  rC,  la  constante  C  disparait  et  il  reste 


P-f-  (349) 


P  devient  inûni  pour  g) =0  ;  la  distance  du  pôle  à  l'asymptote,  distance 


X 


comptée  dans  la  direction  -,  est  égale  d'après  la  formule  (34i)  à  r: 

on  sait  d'ailleurs  qu'elle  est  la  limite  de  la  sous-tangente  pour  w^o; 
or,  ici  la  sous-tangente  est  toujours  égale  à  r  :  on  conclut  de  là 
l'asymptote  ah  (fig.  ia6).  La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
la  perpendiculaire  à  l'axe  polaire,  il  suffit  donc  de  faire  varier  g) 
de  oà+oo.  Pour  (0  =  0,  p  est  infini,  et  diminue  à  mesure  que 
(t>  augmente,  ce  qui  donne  lieu  à  la  branche  de  courbe  ic,  située 
au-dessous  de  l'asymptote  :  celle-ci  a  en  effet  pour  équation 

^     sm  (1) 
et  Ton  a  toujours,  pour  w  >  o 
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>-. 

Slllo)        (u 


9.r 


Pour  w  =  -,  on  a  p=  -^,  ce  qui  donne  le  point  c  :  co  augmentant  en- 
suite,  p  diminue  toujours  et  la  courbe  tourne  autour  du  pôle,  en  se 


Kig.  i»(> 


rapprochant  de  ce  point  sans  jamais  Tatteindrc.  Les  valeurs  néga- 
tives de  (i>  donnent  la  portion  symétrique  par  rapport  à  la  perpen- 
diculaire a  Taxe  polaire. 

La  tangente  en  un  point  m,  correspondant  à  Tangle  (o,,  se  cons- 
truit par  la  propriété  de  la  sous-tangente.  On  décrira  le  cercle  de 
rayon  r,  ayant  le  pôle  pour  centre;  on  joindra  Om,  et  Ton  mènera 

dans  la  direction  0), +  ^  la  perpendiculaire  Ot  qui  rencontrera  le 
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cercle  au  point  t^  lequel  appartient  à  toutes  les  tangentes  aux  divers 
points  de  la  courbe,  situés  sur  le  rayon  Om,  qui  correspondent  aux 
directions  a),-f-2A*r.  Les  tangentes  aux  points  correspondants  aux 
directions  u),-f-(aA:-hi)7:  passent  par  le  point  u  diamétralement 
opposé  sur  le  cercle. 

258.  —  Proposons-nous,  comme  dernier  exemple,  de  construire 
la  courbe 

sinw 


2(1)  —  3  cos 


(i> 


[Ecole  polytechnique,) 

11  faut  faire  varierai  de  —  oo  à  4-qo  :  considérons  d'abord  les 
valeurs  positives  de  o).  Pour  (i)  =  o,  le  dénominateur  est  négatif;  il 

est  positif  pour  tù  =  -:  d'ailleurs,  dans  cet  intervalle,  il  va  toujours 

en  croissant  ;  il  s'annule  donc  une  fois,  et  une  seule.  Soit  o),  la 
valeur  correspondante  de  ca;  des  substitutions  montrent  qu'elle  est 

comprise  entre  4  et  ^,  ou  mieux  entre  Sa*  et53**;  d'ailleurs  p  ne 

4     ^ 

devient  infini    pour  aucune  autre  valeur  positive  de  h),  car  entre 
-  et  — ^,  cosù)  est  néfratif  ;  et  au  delà  de  — •    c'est    évidemment    le 

2         2  D         »  ^  1 

terme  20)  qui  donne  son  signe  au  dénominateur.  L'asymptole  cor- 
respondant à  la  valeur  o),  s'obtiendra  (§  252)  en  portant  dans  la 

direction  w,  -f-  -,  une  longueur  égale  à 

sino),  f^^  . 

' —  (3d  I  ) 


2H-3sin(i), 


qui  diffère  peu  de  0,18  :  son  équation  est 

.    ,  V         sino), 

pSm((i)  — (1),)  = ;r— r-^ • 

^      ^         "     24-3sin<â), 

Lorsque  o)  varie  de  o  à  w,,  p  est  négatif  et  varie  de  o  à  —oc  :  la  courbe 
part  donc  du  pôle,  tangentiellement  à  l'axe  polaire,  et  s'approche 
indéfiniment  de  l'asymptote  dans  le  troisième  quadrant  (fig.  127). 
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Pour  savoir  de  quel  côté  de  Tasymplote  elle  est  située,   formons 
l'expression  (343);  on  trouve  facilement 

cos(â),(4-f-3sin(i),) 

u('2-h3sinwj- 

expression  qui  est  évidemment  positive.  On  en  conclut  que  la  projec- 


I 


Fi  g.  li;. 


tiondu  rayon  vecteur  sur  Tasymptote,  comptée  (lanslesensO«,  va  en 
croissant  lorsque  m  tend  vers  lo,  :  o)  continuant  à  augmenter,  p  cliange 
de  signe  et  passe  de   -oo  à  -f-oc  ;  la  courbe  passe  de  Tautre  côté  de 
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Tasymplole,  etpour  w  — y^on  a  p  —  -.  Celte  valeur  est  plus  grande 
que  Tordonnée  correspondante  Ob  de  Tasymplole;  on  a  en  effet, 
(o,  étant  plus  petit  quef 


«g(f-<-,)>7 


d'oii 

-+-2(1).  >  Z. 


tgW, 


Mais  2(1),  est  égal  à  ^coso),,  par  suite 


2         ., 

-f-oeos(o.>z» 


d'où 


2-f-3sin(i) 


d'où  enGn 


COS  (i>, — : î  >  77, 

'      sinu), 


sin(*),  I  I 


2-h3sinù).   cos(i) 


i 1 


Eu  égard  à  la  valeur  (35 1)  de  la  perpendiculaire  On,  le  premier 
membre  est  précisément  égal  à  l'ordonnée  Ob  de  l'asymptote, 
laquelle  est  par  conséquent  inférieure  à  l'ordonnée  Oc  de  la  courbe. 

T"  I 

Si  (I)  augmente  de-  à  ?;,  p  varie  de  -  à  o  ;  et  la  courbe,  partant  du 

2  TZ 

pointe,  revient  toucher  Taxe  polaire  au  pôle,  en  traversant  l'asymp- 
tote. Lorsque  (o  continue  à  croître,  le  dénominateur  est  toujours 
positif;  quant  à  sin(o,  il  est  positif  de  2A'z  à  (2A-f-i)7:,  et  négatif  de 
(2À*-m)z  à  2(A-hi)7:;  dans  chacun  de  ces  intervalles,  p  varie 
de  zéro  à  zéro  ;  et,  eu  égard  au  signe  de  sin  d),  la  courbe  est  toujours 
au-dessus  de  l'axe  polaire,  se  composant  de  boucles  qui  lui  sont 
toutes  tangentes  au  pôle  et  qui  tendent  à  se  confondre  avec  ce  point, 
parce  que  pour  une  direction  donnée  o)-h2A"7w,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  p  diminuent  de  plus  en  plus,  a  mesure  que  k  aug- 
mente. 

On  trouve  de  même,  pour  les  valeurs  négatives  de  o),  p  ne  deve- 
nant jamais  infini,  une  infinité  de  boucles  situées  au-dessous  de 
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Taxe  polaire,  tangentes  à  celte  droite  au  pôle,  et  tendant  à  se  con- 
fondre avec  ce  point  lorsque  co  croit  indéfiniment  par  des  valeurs 
négatives. 

Pour  construire  la  tangente  en  un  point,  prenons  la  dérivée 


.      'jAù  cos  (0  —  '.>.  si  n  c«)  —  ^ 
^*'  (ao)  — 3cos<o)^ 


d^oii 

•r»  *    —     f 


p       (2(0  — 3cosa))sina) 
2(1)  cos  (I)  —  9.  si  n  (I)  —  ii 


Si  (oest  positir,  a  p'»  une  racine  comprise  entre  (4^—  î)-et  aA'::, 

2 

et  une  autre  comprise  entre  2A-  et  (4A'-hi)-;   on    s'en    aperçoit 

immédiatement  en  substituant  ces  quantités;  il  n'y  en  a  qu'une, 
parce  que  la  dérivée  du  numérateur  de  o^,  qui  est  —  2(i)sino),  est 
toujours  positive  dans  le  quatrième  quadrant,  toujours  négative 
dans  le  premier  :  dans  chacun  d'eux,  p^  ne  peut  donc  s'annuler 
qu'une  fois.  On  voit  de  même,  en  substituant  (2 Ah- i)?:,  et  à  cause  du 
signe  constant  de  la  même  expression  dans  chacun  des  deux  autres 
quadrants,  que  p  ne  s'annule  jamais  lorsque  (o  \arie  dans  ces 
deux  quadrants.  D'ailleurs,  les  valeurs  de  o)  pour  lesquelles  p^  est 
nulle  correspondent  aux  points  pour  lesquels  la  tangente  est  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur,  c'est-à-dire  aux  sommets  de  chaque 
boucle.  On  conclut  de  là  que  celles  des  boucles  situées  au-dessus 
de  l'axe  polaire,  pour  lesquelles  p  est  négatif,  qui  sont  celles  qui 
correspondent  à  des  valeurs  de  o)  comprises  dans  le  troisième  et  le 
quatrième  quadrant,  ont  leur  sommet  dans  le  second  quadrant,  et 
les  autres  dans  le  premier.  On  trouve  de  même  que  les  boucles 
situées  au-dessous  de  l'axe  polaire  ont  alternativement  leur  sommet 
dans  le  troisième  et  dans  le  quatrième  quadrant. 

Si  l'on  transforme  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées 
rectilignes,  on  reconnaît  aisément  qu'elle  ne  diiïère  pas  de  celle 
qui  a  déjà  été  étudiée  (S  82,  2),  et  l'on  en  conclut  que  les  tangentes 
aux  divers  points  situés  sur  un  même  rayon  vecteur,  passent  alter- 
nativement par  l'un  ou  l'autre  de  deux  points  fixes,  situés  sur  le 
rayon  symétrique  par  rapport  à  l'axe  polaire  du  rayon  vecteur  con- 
sidéré. 
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On  démontre  que  la  même  propriété  a  lieu  relativement  à  toutes 
les  courbes  comprises  dans  l'équation 

FM 

9  = 


O) 


+yH 


dans  laquelle  les    fonctions  F((o)  et   /'(u))  sont  assujetties  à   la 
seule  condition 

F  (W  -h  2*^)  ^  F  ((O)         J  (ù)  -h  2Â-z)  — /'(U)). 

Enfin,  si  Ton  forme  Texpression 


fô>r 


on  reconnaît  immédiatement  qu'elle  change  de  signe  lorsque  <•>  va- 
rie de  (I),  à-;  d'où  Ton  conclut  que  la  courbe  a  un  point  d'inflexion 
sur  la  branche  infinie  qui  aboutit  en  c 

369.  Exercices.  —  Construire  les  courbes  : 

.      01  (1} 

psm — ap-+-cos-=  o 
2  sin  M 


.0   = 


?^ 


1  ■+■  CCS  W 

sin'co  —  cos'w 
I  -f-asinoi 

tgw 


.&'  ^ 


ri  = 


I  —  3  sin  oi 

I 
I  ~-8in:4co 

sinco  cosfo 


''         1—  'À  COS  ti) 


c^  —  -2:5  cosfo  —  sin  —  =  o 


ces  (<«*-^*7) 
^  "       sin  tj 

(I)       .      .    0> 

p  =  COS  -  sm  — 
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p  =  sin tù  ^  vcosiëo 
c  -  sin^co  +  p  sin  tico  cos  ai  —  i 

Cl)  —  sin  b) 


^  "*  3w— 8in'ci> 


3tgw 
eo  H-  COR  ci> 


o 
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ERRATA 


Page  75,  le  second  terme  de  la  seconde  ligne  du  déterminant,  au  Heu  de  coscu,, 
est  sinci),. 

—      98      ligne  23    au  lieu  de    ^ 

—  120       —      19         —         ditances       —     distances 

—  126       —      25    ajoutez      Ce  théorème  important  est  dû  à  M.  Laguerre. 


lisez    ^ 


226 
226 
245 
246 
248 

n 

» 

» 
273 
277 
277 
283 
289 
293 
363 
400 
414 

462 

466 
574 


27    au  lieu  de    ^  â  =  —  ^,  lisez  fi  =  —e* 
29  -         /=-!         -     /x  =  -i 

3         —         valeu  —      valeur 

dern.      —        A.  —     fi. 

21    le  coefficient  de  r^  doit  ôlre/yj 

»        —  V5  —    /;.•. 

lisez   ./l. 


—   dern.  au  lieu  de   f^ 


Y'OY 

tangente 

élevé  à 

quatre 

équations 

k 


—  11  —         YO'Y  — 

—  IH         —         tangente      — 

—  27  —  élevéà  — 

—  18  —  cinq  — 

—  3         —         épuations     — 

—  20         —         /i  — 
à  la  fin  de  la  ligne  17,  aj(mtez  est 

ligne  dernière  au  2ieu  de  cete  lisez  cette 

fig.  77    ajoutez  la  lettre  B'  à  Textrémité  du  petit  axe. 

r;         r; 

ligne  29    au  lieu  de  ^  lisez  -J^ 

-       («A -A.)"    lisez    (a,b,-h\) 


—  10 

—  12 

—  13 


—       se  déduit  du  point  m,    lisez    se  déduit  du 
point  m,. 
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